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EL�OSZ �O

Matematik�at tanulni an�ek
ul� hogy feladatokon� probl�em�akon is

gondolkodn�ank� keveset �er� A feladatok nem csak �uj oldalakr�ol vil�ag��tj�ak

meg� �es egy�uttal m�ely��tik is fogalmainkat� valamint azokr�ol szerzett

ismereteinket� hanem megold�asuk sor�an azt is ellen�orizhetj
uk� hogy

fogalmaink� ismereteink helyesek�e� A feladatok megold�asa fejleszti

szeml�elet
unket� hozz�aseg��t ahhoz� hogy ��erezz
uk� a megtanult anyagot�

�es ami szint�en igen fontos� kialak��tja �es fejleszti az 
on�all�o munk�ara� a

probl�emamegold�o gondolkod�asra val�o k�eszs�eg
unket�

Jelen feladatgy�ujtem�eny c�elja� hogy a val�osz��n�us�egsz�am��t�as �es mate�

matikai statisztika alapvet�o fogalmait� m�odszereit �es eszk
ozeit a hallgat�ok

k
ul
onb
oz�o szint�u feladatokon kereszt
ul elsaj�at��ts�ak �es elm�ely��ts�ek�

A p�eldat�ar � f�o r�eszb�ol �all� val�osz��n�us�egsz�am��t�as� matematikai

statisztika �es v�egeredm�enyek� A feladatok egyik r�esze a de�nici�ok

felhaszn�al�as�aval egyszer�uen megoldhat�o� a m�asik r�esze elm�eleti jelleg�u�

azaz be kell bizony��tani egyes �all��t�asok helyess�eg�et� A ��gal jel
olt

p�eld�ak arra szolg�alnak� hogy az �erdekl�od�o hallgat�okat egy kicsit nagyobb

munk�ara serkents
uk� Igyekezt
unk a feladatokat �ugy 
ossze�all��tani� hogy

a hallgat�oknak necsak a val�osz��n�us�egsz�am��t�as �es matematikai statisztika

alapismeretek �es m�odszereinek elsaj�at��t�as�aban seg��tsenek� hanem abban

is� hogy az 
osszef
ugg�eseket meg�erts�ek� �es megadj�ak a m�odszerek adta

lehet�os�egeket is�

A feladatgy�ujtem�eny tematik�aja szervesen kapcsol�odik a tudom�any�

egyetemeken oktatott tananyaghoz� A programoz�o matematikus� ta�

n�arszakos valamint levelez�o hallgat�okon k��v
ul hat�ekonyan haszn�alhatj�ak

mindazok� akik a �v�eletlen� tudom�anya �es alkalmaz�asai ir�ant �erdekl�od�

nek�

�



� EL�OSZ�O

K
osz
onetet mondunk Dr� Arat�o M�aty�as egyetemi tan�arnak �es Dr� Fa�

zekas Istv�an docensnek hasznos �eszrev�eteleik�ert �es tan�acsaik�ert�

A szerz�ok

Debrecen� �����

� A jegyzet �atdolgoz�as�ahoz �es jelen form�aban t
ort�en�o megjelentet�es�ehez

a Matematikai �es Informatikai Int�ezet� valamint az OTKA ���j��
P�aly�azat r�eszleges anyagi t�amogat�ast ny�ujtott



VAL�OSZ�IN�US�EGSZ�AM�IT�AS

�� KOMBINATORIKA

���� Permut�aci�ok� kombin�aci�ok� vari�aci�ok

�� H�any k
ul
onb
oz�o n�egyjegy�u sz�amot alkothatunk k�et ��es� egy 	�es �es

egy ��as sz�amjegyekb�ol�

	� H�any olyan t��zjegy�u sz�am van� melyben minden sz�amjegy csak egyszer

fordul el�o�

�� H�anyf�elek�eppen rendezhet�o egy sorba �� n�o �es �� f�er�� ha a n�ok el
ol

�allnak�

�� H�any olyan hatjegy�u telefonsz�amot alkothatunk a 	� �� �� �� �� � sz�am�

jegyekb�ol� amelyben a m�asodik jegy ��as�

�� Egy �	 tag�u t�arsas�ag kerek asztaln�al foglal helyet� H�anyf�ele

sorrendben 
ulhetnek� ha a helyek nem sz�amozottak�

�� Egy �� tag�u t�anccsoport k
ort alak��t� H�anyf�elek�eppen alakulhat

a t�ancosok sorrendje� ha a k�et legmagasabbnak egym�as mell�e kell

ker
ulnie�

�� Egy kock�aval hatszor dobunk egym�as ut�an� H�anyf�ele olyan dob�asso�

rozat van� amelyben nincs azonos pontsz�am�u dob�as�

� Ha az adott elemek sz�am�at cs
okkentj
uk 	�vel� a lehets�eges per�

mut�aci�ok sz�ama �	�ed r�esz�ere cs
okken� Mennyi volt az elemek sz�ama�

�� H�any 
otjegy�u sz�amot ��rhatunk fel h�arom ��es �es k�et ��
os sz�amjegyek�

b�ol�

��� H�any olyan t��zjegy�u sz�amot ��rhatunk fel az �� 	� � � � � � sz�amjegyekb�ol�

amelyben a jegyek mindegyike el�ofordul�

�



� �� KOMBINATORIKA

��� Egy pont egys�egnyi l�ep�eseket tesz neg a sz�amegyenesen ��� �es ���
ir�anyban� H�anyf�elek�eppen juthat el az orig�ot�ol �� l�ep�essel a ���ba�

�	� H�any 
otjegy�u p�aratlan sz�am k�esz��thet�o az �� 	� �� �� � sz�amjegyekb�ol�

��� Mutassuk meg� hogy

�n��� � ��n� ���� ��n� ���� n�� �

��� Adott a s��kban n db pont� Ezek k
oz
ul nincs � olyan� mely egy

egyenesen lenne� Valamely pontb�ol kiindulva az egyes pontokat


osszek
otve z�art n�sz
oget rajzolhatunk� H�any k
ul
onb
oz�o n�sz
oget

kaphatunk�

��� H�anyf�elek�eppen lehet a sakkt�abl�an  b�asty�at elhelyezni �ugy� hogy

egyik se 
usse a m�asikat�

a� a b�asty�ak egyform�ak�

b� a b�asty�ak k
ul
onb
oz�oek�

��� H�anyf�ele nyakl�ancot k�esz��thet
unk � k
ul
onb
oz�o sz��n�u gy
ongyb�ol�

��� Mekkora az �� 	� � � � � n �� � n � �� sz�amjegyek permut�aci�oi �altal

alkotott sz�amok 
osszege�

�� N�egy sportrep
ul�o felv�altva gyakorlatozik egy k�etszem�elyes g�epen �ugy�

hogy az egyik vezeti a g�epet� H�anyf�ele szereposzt�as lehet�

��� Kilenc k
ul
onb
oz�o sz��nb�ol h�anyf�ele ��sz��n�u z�aszl�ot k�esz��thet
unk�

	�� Egy sakkversenyen �	 sakkoz�o vesz r�eszt� K
orm�erk�oz�est j�atszanak�

m�egpedig �ugy� hogy minden p�ar k�etszer j�atszik egym�as ellen v�altott

sz��nekkel� H�any m�erk�oz�esre ker
ul sor a versenyen�

	�� H�any szelv�enyt kellene kit
olteni a tot�on� hogy az els�o �� m�erk�oz�est az

egyik szelv�enyen biztosan eltal�aljuk�

		� Legal�abb h�any sz�amjegyre van sz
uks�eg
unk ahhoz� hogy 	�� 
otjegy�u

sz�amot ��rhassunk fel ezek felhaszn�al�as�aval�

	�� H�anyf�elek�eppen 
ultethet
unk egy padra � f�er� �es � n�o k
oz
ul � szem�elyt

�ugy� hogy 	 n�o vagy 	 f�er� ne ker
ulj
on egym�as mell�e�

	�� H�any k
ul
onb
oz�o elemb�ol k�epezhet
unk ����tal t
obb ��ad oszt�aly�u

ism�etl�eses vari�aci�ot� mint ��ad oszt�aly�u ism�etl�es n�elk
ulit�



���� Permut�aci�ok� kombin�aci�ok� vari�aci�ok �

	�� H�any olyan 
otjegy�u sz�am van� amelyikben � p�aros �es � p�aratlan

sz�amjegy szerepel�

	�� Pontb�ol �es von�asb�ol h�any� legfeljebb � elem�u jel �all��that�o 
ossze�

	�� Mekkora az �� 	 sz�amjegyekkel fel��rhat�o 
otjegy�u sz�amok 
osszege�

	� � szem�ely egyszerre �erkezik egy k�etszem�elyes lifthez� H�anyf�elek�eppen

v�alaszthatjuk ki k
oz
ul
uk az els�o menet utasait�

	�� H�anyf�elek�eppen helyezhet
unk el � levelet �� rekeszben� ha a levelek

k
oz
ott nem tesz
unk k
ul
onbs�eget �es egy rekeszbe

a� legfeljebb � levelet�

b� t
obb levelet is tehet
unk�

��� Adott a s��kban �� �altal�anos helyzet�u pont� H�any olyan egyenes van�

amely az adott pontok k
oz
ul kett�on �atmegy�

��� Egy gy�ar � f�er� �es � n�oi munk�ast keres felv�etelre� A felv�etelre � f�er�

�es  n�o jelentkezik� H�anyf�elek�eppen v�alaszthat�o ki a k��v�ant l�etsz�am�

�	� H�any olyan n�egyjegy�u� k
ul
onb
oz�o sz�amjegyekb�ol �all�o sz�am van�

amelyekben 	 p�aros �es 	 p�aratlan jegy szerepel�

��� Egy t�arsas�agban mindenki mindenkivel kezet fogott� 
Osszesen ��

k�ezfog�as t
ort�ent� H�anyan voltak�

��� H�anyf�elek�eppen oszthatunk ki �	 k�arty�at n�egy j�at�ekos k
oz
ott �ugy�

hogy minden j�at�ekos  k�arty�at kapjon�

��� Egy g�epkocsivezet�o ��
ul�eses kocsij�aval � szen�elyt akar � csoportban

egym�as ut�an elsz�all��tani� H�anyf�elek�eppen teheti ezt� ha a legid�osebb

szem�elyt az els�o menetben sz�all��tja�

��� Egy �usz�oversenyen az egyik versenysz�amban �� indul�o van� Ezeket k�et

�as csoportba k��v�anj�ak beosztani� m�egpedig �ugy� hogy a k�et favorit

egyazon csoportba ker
ulj
on� H�anyf�elek�eppen v�egezhet�o el a beoszt�as�

��� Egy gyermek � k
ul
onb
oz�o fagylaltb�ol v�alaszthat h�aromgomb�ocos

adagot� H�anyf�ele lehet�os�eg van a v�alaszt�asra�

�� Egy t�arsas�agban � ��u �es � l�any van� H�anyf�elek�eppen alakulhat bel�ol
uk

� egyszerre t�ancol�o p�ar�



 �� KOMBINATORIKA

��� Egy �allatszel��d��t�o � oroszl�ant �es � tigrist akar kivezetni a porondra�

de 	 tigris nem j
ohet egym�as ut�an� H�anyf�elek�eppen �all��thatja sorba

az �allatokat�

��� H�anyf�elek�eppen lehet sorbarendezni n ��t �es k ��est �ugy� hogy k�et ��es

ne ker
ulj
on egym�as mell�e�

��� Egy �allatszelid��t�onek n db oroszl�anja �es k db tigrise van� H�anyf�ele�

k�eppen �all��thatja sorba az �allatokat� ha 	 tigris nem �allhat egym�as

mellett� Mikor oldhat�o meg a feladat�

�	� Egy k
onyvespolcon �	 k
ul
onb
oz�o k
onyv �all� H�anyf�elek�eppen lehet

k
oz
ul
uk kiv�alasztani 
ot
ot �ugy� hogy ezek k
oz
ott ne legyenek egym�as

mellett �all�ok�

��� H�anyf�elek�eppen lehet n db k
onyv k
oz
ul k�t kiv�alasztani �ugy� hogy

ezek k
oz
ott ne legyenek szomsz�edosak� Mikor oldhat�o meg a feladat�

���� Art�ur kir�aly asztal�an�al �	 lovag 
ul� Mindegyik
uk hadil�abon �all a

szomsz�edaival� � lovagot kell kiv�alasztani� akik kiszabad��tj�ak az

elvar�azsolt hercegn�ot� H�anyf�elek�eppen tehetj
uk ezt meg �ugy� hogy

az � lovag k
oz
ott ne legyenek ellens�egek�

���� H�anyf�elek�eppen lehet a kerek asztaln�al 
ul�o n lovag k
oz
ul k�t

kiv�alasztani �ugy� hogy szomsz�edokat nem v�alaszthatunk�

���� H�anyf�elek�eppen lehet n elem sorrendj�et �ugy felcser�elni� hogy egyik se

maradjon az eredeti hely�en�

���� Hat�arozzuk meg n elem olyan permut�aciainak a sz�am�at� amelyekben

r sz�am�u kit
untetett elem nincs az eredeti hely�en �a t
obbi elem helye

tetsz�oleges lehet��

��� A sivatagban � tev�eb�ol �all�o karav�an halad� Az utaz�as olyan hossz�ura

ny�ulik� hogy v�eg
ul mindegyik teve megunja� hogy ugyanazt a t�ars�at

l�atja maga el�ott� H�anyf�elek�eppen lehet a tev�eket �ugy �atrendezni� hogy

egyik
uk el�ott se menjen ugyanaz a teve� mint eredetileg�

���� A k
orhint�an n gyerek 
ul� �Ugy akarnak helyet cser�elni� hogy mindegyik

el�ott m�as 
ulj
on� mint el�oz�oleg� H�anyf�elek�eppen tehetik ezt meg�

��� H�arom gyerek �� alm�at szedett� H�anyf�elek�eppen oszthatj�ak el egym�as

k
oz
ott az alm�akat� ha azok mind egyform�ak�



���� A binomi�alis t�etel� A binomi�alis egy�utthat�ok tulajdons�agai� �

��� H�anyf�elek�eppen lehet k szem�ely k
oz
ott n egyforma t�argyat sz�etosztani

�ugy� hogy mindegyik legal�abb r db�ot kapjon�

�	� Egy orsz�agban nincs k�et olyan ember� akiknek pontosan ugyanazok

a fogai hi�anyozn�anak� Mekkora lehet legfeljebb az orsz�ag lakoss�aga�

�Egy embernek �	 foga lehet��

��� H�anyf�elek�eppen oszthatunk el h�arom ember k
oz
ott � egyforma alm�at�

� narancsot� � szilv�at� � citromot� � k
ort�et� � birsalm�at �es � datoly�at�

��� H�anyf�elek�eppen oszthatjuk el ezeket a gy
um
olcs
oket �ugy� hogy

mindenki pontosan � db�ot kapjon�

��� H�anyf�elek�eppen tehet
unk � dobozba � feh�er �es 	 fekete goly�ot� A

dobozok k
ul
onb
oz�oek �es egyesek k
oz
ul
uk 
uresen is maradhatnak�

��� � egyforma kock�at feldobunk� H�anyf�ele m�odon alakulhat a dob�as

eredm�enye� �A kock�akat nem k
ul
onb
oztetj
uk meg��

���� A binomi�alis t�etel�

A binomi�alis egy	utthat�ok tulajdons�agai�

�� Hat�arozzuk meg a k
ovetkez�o 
osszegeket�

a�
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�
n

�

�
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�
n

	

�
� � � � � �n�
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	�n��
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�
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c� X
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�
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�
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	� Igazoljuk az al�abbi azonoss�agokat�

a� �
m� n
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�
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kX
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��
n

k � �

�
�



�� �� KOMBINATORIKA

b� �
	n

n

�
�

nX
�	


�
n

�

��

�

�� Bizony��tsuk be a binomi�alis egy
utthat�ok al�abbi tulajdons�agait�
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�� �All��tsunk el�o az y � �� � x�n f
uggv�eny di�erenci�alh�anyadosai

seg��ts�eg�evel k�epletet a k
ovetkez�o 
osszegekre�
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�� Igazoljuk a k
ovetkez�o egyenl�os�egeket�
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��� Igazoljuk a k
ovetkez�o egyenl�os�eget�

NX
j	n

����j�n
�
j

n

��
N

j

�
�

�
�� ha n � N�

�� ha n �� N �

��� Igazoljuk� hogy a � �� b � � eset�en fenn�all a

nX
k	


�
n

k

�
lg an�kbk � lg�ab�n�

n��

egyenl�os�eg�

� Mutassuk meg� hogy
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�� ESEM�ENYALGEBRA

�� L�assuk be� hogy b�armely A� B esem�enyre igaz

A � A�AB� A�B � A� AB �

	� Milyen kapcsolat �all fenn az esem�enyek k
oz
ott� ha igaz

a� AB � A �

b� A�B � A �

c� A�B � A �

d� AB � A �

e� A�B � AB �

�� Igazoljuk� hogy minden A� B esem�enyre igazak a k
ovetkez�ok�

a� A nB � B nA
b� �AB��AB� � �AB��AB� �

�� Mutassuk meg� hogy ha A�B�C tetsz�oleges esem�enyek� akkor az ABC

�es �A�B � C� esem�enyek egym�ast kiz�arj�ak�

�� Bizony��tsuk be az al�abbi 
osszef
ugg�eseket�

a� �AB� n C � �A n C��B n C� �

b� A n �BC� � �A nB� � �A n C� �

c� �A nB� n C � A n �B � C� �

d� �A nB� n C � �A n C�� �B n C� �

e� �A nB� � C � ��A� C� nB� �BC �

�� Igazoljuk az al�abbi formul�ak helyess�eg�et a A �B � �A nB� � �B nA�
�szimmetrikus di�erencia� felhaszn�al�as�aval�

a� A �B � �A�B� �AB �

b� �A �B�B � B �A �

c� A�B � C� � AB �AC �

d� A�B � A �B �AB �

��



�� �� ESEM�ENYALGEBRA

�� Legyen A�B � AB �AB�

a� Igaz�e� hogy a m�uvelet kommutat��v �es asszociat��v�

b� Igaz�e� hogy disztribut��v abban az �ertelemben� hogy

�A�B�C � AC�BC �

c� Igaz�e� hogy

�A�B� � C � A � C �B � C �

� Bizony��tsuk be� hogy b�armely esem�enyalgebra elemei a szimmetrikus

di�erenci�ara� mint csoportm�uveletre n�ezve �Abel csoportot alkotnak�

�� Bizony��tsuk be� hogy b�armely Boole�algebra elemei a szimmetrikus

di�erencia �es a szorz�as m�uvelet�ere n�ezve egys�egelemes kommutat��v

gy�ur�ut alkotnak�

���� Egy n elemi esem�enyt tartalmaz�o v�eges esem�enyalgebr�aban sokf�ele

teljes esem�enyrendszer adhat�o meg� Jel
olj
uk az egym�ast�ol k
ul
onb
oz�o

teljes esem�enyrendszerek sz�am�at Tn�nel� Mutassuk meg� hogy

Tn�� � � �
nX

k	�

�
n

k

�
Tk �



�� VAL�OSZ�IN �US�EGSZ �AM�IT �AS


��� A klasszikus k�eplettel megoldhat�o feladatok

�� Ha t��z k
onyvet helyez
unk el tetsz�oleges sorrendben egy k
onyvespolcon

�es h�armat el�ore megjel
ol
unk� akkor mennyi a val�osz��n�us�ege annak�

hogy az elhelyez�es sor�an a megjel
olt k
onyvek egym�as mell�e ker
ulnek�

	� �� telefonvezet�ek k
oz
ul � be�az�as miatt elromlik� Ezut�an � vonalon

k��s�erelnek meg h��v�ast� Mekkora annak a val�osz��n�us�ege� hogy a h��v�asok

fele a be�az�as miatt nem lesz sikeres�

�� Egy csomag magyar k�arty�ab�ol kivesz
unk � lapot� megn�ezz
uk a sz��n�et�

majd visszatessz
uk� Ism�et v�alasztunk � lapot� mennyi a val�osz��n�us�ege

annak� hogy a 	 lap azonos sz��n�u�

�� �� lapra fel��rjuk a t��z sz�amjegyet� Hat�arozzuk meg annak val�osz��n�u�

s�eg�et� hogy 	 lapot kih�uzva� egym�as mell�e t�eve a kapott sz�am oszthat�o

��cal�

�� � k
ul
onb
oz�o szakasz hossza rendre �� �� �� �� � egys�eg� Mennyi a val�o�

sz��n�us�ege annak� hogy � szakaszb�ol h�aromsz
og szerkeszthet�o�

�� A magyar k�artyacsomagb�ol egyszerre � lapot kih�uzva mekkora a va�

l�osz��n�us�ege annak� hogy k
oz
ul
uk legal�abb � z
old�

�� Egy s
ot�et helyis�egben � egyforma p�ar cip�o 
ossze van keverve� �

darabot kiv�alasztva mennyi a val�osz��n�us�ege annak� hogy a cip�ok

k
oz
ott van legal�abb � p�ar�

� �� db egyforintost feldobunk� Mekkora annak a val�osz��n�us�ege� hogy

mindegyiken ��r�as vagy mindegyiken fej van�

�� Egy dobozban n goly�o van� �� 	� ���� n sz�amokkal jel
olve� Egyenk�ent

kih�uzzuk az 
osszes goly�ot� Mennyi a val�osz��n�us�ege� hogy

a� minden alkalommal nagyobb sz�am�u goly�ot h�uzunk ki� mint az el�oz�o

volt�

��



�� �� VAL�OSZ�IN�US�EGSZ�AM�IT�AS

b� a k�val jel
olt goly�ot �eppen a k�adiknak h�uzzuk ki�

��� Egy k
or alak�u asztal mellett t��zen vacsor�aznak� Mennyi a val�osz��n�u�

s�ege annak� hogy k�et n�o nem ker
ul egym�as mell�e� ha az asztaln�al �

f�er� �es � n�o volt�

��� Egy kerek asztalhoz n k
ul
onb
oz�o magass�ag�u ember 
ul le� Mennyi

annak a val�osz��n�us�ege� hogy a legnagyobb �es a legkisebb egym�as mell�e

ker
ul�

�	� Egy urn�aban � piros� t
obb feh�er �es fekete goly�o van� Annak val�osz���

n�us�ege� hogy egy goly�ot kih�uzva az feh�er vagy fekete ���� piros vagy

fekete 	��� H�any feh�er �es fekete goly�o van az urn�aban�

��� Egy urn�aban M piros �es N�M feh�er goly�o van� Egym�as ut�an h�uzunk

az urn�ab�ol goly�okat visszatev�es n�elk
ul� Mennyi annak a val�osz��n�us�ege�

hogy a k�adik h�uz�asn�al kapunk el�osz
or piros goly�ot�

��� Egy dobozban � piros goly�o van� H�any feh�er goly�ot kell hozz�atenni�

hogy feh�er goly�o h�uz�as�anak val�osz��n�us�ege nagyobb legyen ����n�el�

��� K�et sakkcsapat k
orm�erk�oz�est rendezett� Mindk�et csapat 	�n�el t
obb

j�at�ekossal rendelkezett� Mindenki mindenkivel j�atszott � j�atszm�at�

A m�erk�oz�es sor�an ��� j�atszm�ara ker
ult sor� A m�erk�oz�esre val�o

felk�esz
ul�es sor�an h�azi versenyt is rendezett mindk�et csapat� ezekben

is mindenki � j�atszm�at j�atszott mindenkivel a saj�at csapat�ab�ol� A k�et

csapatban ��gy 
osszesen �� j�atszm�ara ker
ult sor� A m�erk�oz�esek befe�

jez�ese ut�ani banketten� amin minden j�at�ekos r�eszt vett� v�eletlenszer�uen

	 j�at�ekossal besz�elgetett a riporter� Mennyi annak a val�osz��n�us�ege�

hogy mindk�et j�at�ekos a nagyobb l�etsz�am�u csapat tagja volt�

��� 	� db �� W�os �es �� db �� W�os �eg�ob�ol egym�as ut�an kivesz
unk 	

darabot an�elk
ul� hogy az els�ot visszatenn�enk� Mennyi a val�osz��n�us�ege

annak� hogy

a� mindkett�o �� W�os lesz�

b� egyik sem �� W�os�

c� csak az egyik �� W�os�

��� Oldjuk meg az el�oz�o feladatot �ugy is� hogy a mintav�etelt visszatev�essel

v�egezz
uk�



���� A klasszikus k�eplettel megoldhat�o feladatok ��

�� � goly�ot helyezz
unk el v�eletlenszer�uen � dobozba� Mekkora annak

a val�osz��n�us�ege� hogy minden dobozba legal�abb 	 goly�o ker
ul� ha a

goly�ok egyform�ak�

��� Dobjunk fel 	 kock�at egyszerre� Mennyi annak a val�osz��n�us�ege� hogy

a dobott sz�amok 
osszege ��

	�� Mennyi annak a val�osz��n�us�ege� hogy � kock�aval ���et dobunk�

	�� A ��uk �es l�anyok sz
ulet�esi val�osz��n�us�egeit ��	�nek tekintve mennyi

annak a val�osz��n�us�ege� hogy egy hatgyernekes csal�adban � ��u �es �

l�any van�

		� ��� alma k
oz
ul �� f�erges� Kivesz
unk az alm�ak k
oz
ul v�alogat�as n�elk
ul


ot
ot� Mennyi a val�osz��n�us�ege� hogy lesz k
oz
otte f�erges�

	�� Egy vend�egl�o egyik asztal�an�al � vend�eg 
ul� 
Osszesen rendelnek � 
uveg

s
ort� � t�eszt�at �es 	 k�av�et� �Minden vend�eg csak egy �etelt vagy italt

rendel�� Pinc�er
unk eml�ekszik arra� hogy mib�ol mennyit kell hoznia� de

teljesen elfelejtette� hogy kinek mit kell adnia� Tal�alomra sz�etosztja

amit hozott� Mennyi annak a val�osz��n�us�ege� hogy mindenki azt kapja�

amit rendelt�

	�� �� ember utazik egy vonaton� egym�ast�ol f
uggetlen
ul sz�allnak be


osszesen � vagonba� Mi a legval�osz��n�ubb elhelyezked�ese a � vagonban

a �� utasnak�

	�� Egy urn�aban � piros� � feh�er �es � z
old goly�o van� Ezek k
oz
ul

hatot v�eletlenszer
uen kiv�alasztva� mennyi annak a val�osz��n�us�ege� hogy

legyen k
ozt
uk mindh�arom sz��n�u�

	�� Egy kock�aval 	�szer egym�as ut�an dobunk� Mennyi a val�osz��n�us�ege�

hogy az els�o dob�as eredm�enye nagyobb� mint a m�asodik�e�

	�� Mennyi a val�osz��n�us�ege� hogy

a� �	 ember�

b� k ember �k � �	� sz
ulet�esnapja k
ul
onb
oz�o h�onapokban legyen

�minden h�onap egyform�an val�osz��n�u��

	�� Legal�abb h�any ember eset�en nagyobb ��	�n�el annak val�osz��n�us�ege�

hogy legal�abb kett�onek azonos h�onapra ess�ek a sz
ulet�esnapja�
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	�� Mennyi annak a val�osz��n�us�ege� hogy egy � tag�u t�arsas�agban legyen 	

enber� akinek azonos napra esik a sz
ulet�esnapja� ���� napot vesz
unk

alapul��

��� Egy hallgat�o �� t�etel k
oz
ul h�uszat �ugy megtanult� hogy abb�ol jelesre

tud vizsg�azni� a m�asik 	��b�ol csak j�ora� A vizsgat�etel kiv�alaszt�askor a

hallgat�o kih�uz 	 t�etelt� �es v�alaszthat� hogy ezek k
oz
ul melyikb�ol felel�

Mennyi a val�osz��n�us�ege� hogy jelest kap�


��� Geometriai val�osz��n�us�egek

�� Egy ember elfelejtette felh�uzni az �or�aj�at� �es ��gy az meg�allt� Mennyi a

val�osz��n�us�ege annak� hogy a nagymutat�o a h�armas �es hatos k
oz
ott �all

meg� T�etelezz
uk fel� hogy annak a val�osz��n�us�ege� hogy a nagymutat�o

a sz�amlap ker
ulet�enek valamely megadott ��v�en �all meg az illet�o ��v

hossz�aval ar�anyos�

	� Egy R sugar�u k
orre v�eletlenszer
uen r�adobunk egy r sugar�u k
orlapot�

r � R� Feltessz
uk� hogy annak a val�osz��n�us�ege� hogy a r�adobott

k
orlap k
oz�eppontja a R sugar�u k
or valamely tartom�any�aba esik�

ar�anyos e tartom�any ter
ulet�evel� Mekkora annak a val�osz��n�us�ege� hogy

a R sugar�u k
or teljes eg�esz�eben tartalmazza a r sugar�u k
ort�

�� Egy futball�labd�at tal�alomra nekir�ugunk egy h�aznak� amely �� m

hossz�u �es � m magas� A h�azon k�et 	� ��� m�es ablak van� Mennyi a

val�osz��n�us�ege� hogy a labd�at az ablakba r�ugjuk�

�� Egy egys�egnyi hossz�us�ag�u szakaszon tal�alomra kijel
ol
unk k�et pontot�

Mekkora a val�osz��n�us�ege annak� hogy a k
ozt
uk lev�o t�avols�ag kisebb�

mint egy el�ore megadott h hossz� � � h � ��

�� Egy egys�egnyi hossz�us�ag�u szakaszon v�alasszunk ki tal�alomra k�et pon�

tot� Mennyi a val�osz��n�us�ege annak� hogy a keletkezett szakaszokb�ol

h�aromsz
og szerkeszthet�o�



���� Geometriai val�osz�n�us�egek ��

�� A ��� �� intervallumra v�eletlenszer�uen r�adobunk k�et pontot� Mennyi

annak a val�osz��n�us�ege� hogy a keletkezett szakaszok hossza

a� kisebb mint ��	�

b� nagyobb mint ����

�� V�alasszunk ki a ��� �� intervallunon tal�alomra egy pontot� Jel
olj
uk

e pontnak a ��t�ol vett t�avols�ag�at ��vel� Mennyi annak a val�osz��n�u�

s�ege� hogy a �� �� �� ��	 hossz�us�ag�u szakaszokb�ol h�aromsz
oget lehet

szerkeszteni�

� A ���� �� intervallumba v�eletlenszer
uen dobjunk k�et pontot� Jel
olje

koordin�at�ajukat � �es �� Tekints
uk a k
ovetkez�o m�asodfok�u egyenletet�

x� � �x� � � ��

Hat�arozzuk meg annak a val�osz��n�us�eg�et� hogy a gy
ok
ok val�osak�

�� K�et szem�ely megbesz�eli� hogy d�elel�ott �� �es �� �ora k
oz
ott tal�alkoznak

egy adott helyen� �Erkez�es
uk az adott id�on bel
ul v�eletlenszer�u� Mennyi

a val�osz��n�us�ege annak� hogy a kor�abban j
ov�onek nem kell egy negyed

�or�an�al t
obbet v�arnia a m�asikra�

��� Mennyi a val�osz��n�us�ege annak� hogy valamely� tal�alomra kiv�alasztott�

az egys�egn�el r
ovidebb �elhossz�us�ag�u t�eglatest test�atl�oja az egys�egn�el

kisebb�

��� V�eletlenszer�uen fel��runk k�et� ��n�el kisebb� pozit��v sz�amot� Mekkora a

val�osz��n�us�ege� hogy

a� 
osszeg
uk kisebb ��n�el�

b� szorzatuk kisebb 	���n�el�

c� 
osszeg
uk kisebb ��n�el �es szorzatuk kisebb 	���n�el�

�	� Egy egys�egnyi oldal�u n�egyzet 	 �atellenes oldal�an tal�alomra v�alasztunk

egy�egy pontot� Mekkora annak a val�osz��n�us�ege� hogy ezek t�avols�aga

	�n�al kisebb �� � 	 � p	��

��� A ��� a� szakaszon v�eletlenszer�uen elhelyez
unk 	 pontot� Mennyi a va�

l�osz��n�us�ege� hogy ezen pontok ��t�ol vett t�avols�againak n�egyzet
osszege

a��n�el nagyobb lesz�
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��� Egy egyenl�o oldal�u h�aromsz
og ker
ulet�en v�alasszunk h�arom pontot

v�eletlenszer�uen� E h�arom v�eletlen pont meghat�aroz egy h�aromsz
oget�

Mennyi annak a val�osz��n�us�ege� hogy a kis v�eletlen h�aromsz
og lefedje

az eredeti h�aromsz
og s�ulypontj�at� Mutassuk meg� hogy ez a val�osz���

n�us�eg tetsz�oleges h�aromsz
og eset�en is ugyanannyi�

���� Tegy
uk most fel� hogy pontjainkat egyenl�o oldal�u h�aromsz
og belsej�e�

ben v�alasztjuk v�eletlenszer�uen� Mutassuk meg� hogy a fed�es val�osz���

n�us�ege ugyanannyi� mint az el�oz�o feladatban�

���� Tal�alomra �es egym�ast�ol f
uggetlen
ul v�alasztunk egy�egy pontot egy

n�egyzet ker
ulet�en �es belsej�eben� Mennyi a val�osz��n�us�ege� hogy a k�et

pont t�avols�aga kisebb lesz a n�egyzet oldal�an�al�


�
� Val�osz��n�us�egsz�am��t�asi t�etelek

�es ezek alkalmaz�asai

� � Mutassuk meg� hogy ha P �A� 	 ��� �es P �B� 	 ���� akkor

P �AB� 	 ��� �

	� Bizony��tsuk be� hogy tetsz�oleges A�B�C eset�en

P �A � C� � P �A �B� � P �B � C� �

�� Bizony��tsuk be� hogy ha P �B � C� � �� akkor P �B� � P �C��

�� Mutassuk meg� hogy b�armely A�B�C eset�en

jP �AB�� P �AC�j � P �B � C�

��� Bizony��tsuk be� hogy tetsz�oleges A�B eset�en

jP �AB�� P �A�P �B�j � �

�
�



���� Felt�eteles val�osz�n�us�egek� a teljes val�osz�n�us�eg t�etele �es Bayes�t�etele 	�

�� Bizony��tsuk be� hogy tetsz�oleges A�� � � � � An eset�en

P �A� � � � � �An� 	 P �A�� � � � �� P �An�� �n� ���

��� n sorban elhelyezett dobozba tal�alomra N goly�ot helyez
unk el �ugy�

hogy a goly�oknak nind az nN elhelyez�es�et egyenl�oen val�osz��n�unek

t�etelezz
uk fel� Mennyi a val�osz��n�us�ege� hogy az els�o k doboz egyike

sem 
ures�

� Egy urn�aban �� 	� � � � � N sz�amjegyekkel jelzett lapocsk�ak vannak�

Mekkora a val�osz��n�us�ege annak� hogy sorj�aban kih�uzva a lapocsk�akat�

legal�abb egyet ugyanolyan sorsz�am�u h�uz�askor h�uzunk ki� mint a rajta

lev�o sz�am�

��� Mennyi a val�osz��n�us�ege annak� hogy N t�argyat elhelyezve n dobozba

pontosan k sz�am�u 
ures doboz lesz�

���� n vizsg�az�o lefel�e ford��tva rakja le az index�et egy asztalra� majd

mindegyik felvesz egy indexet tal�alonra�

a� Mennyi a val�osz��n�us�ege� hogy pontosan k hallgat�o v�alasztja ki a

saj�at index�et�

b� Mihez tart ez a val�osz��n�us�eg� ha n
��

���� Egy n h�azasp�arb�ol �all�o t�arsas�ag t�ancol� Az 
osszes p�arokra val�o oszl�as

egyenl�oen val�osz��n�u� Mennyi annak a val�osz��n�us�ege� hogy egy bizonyos

pillanatban senki sem t�ancol a feles�eg�evel�


��� Felt�eteles val�osz��n�us�egek�

a teljes val�osz��n�us�eg t�etele �es Bayest�etele

�� Mutassuk meg� hogy tetsz�olege A� B eset�en fenn�all a k
ovetkez�o

egyenl�os�eg� ha P �B� � �

P �AjB� � �� P �AjB��
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	� Igazoljuk� hogy b�armely A�B�C� P �C� � � eset�en

P ��A�B�jC� � P �AjC� � P �BjC�� P �ABjC��

�� Legyen P �B� � �� Igazoljuk� hogy

P �AjB� �

�
P �A��P �B�� ha A � B�

�� ha B � A�

�� Legyen P �A� � ���� P �AjB� � ���� P �BjA� � ��	� Sz�am��tsuk ki a

P �A�B� �es P �AjB� val�osz��n�us�egeket�

�� Mennyi P �A� �es P �B�� ha P �AjB� � ����� P �BjA� � ��	� P �AjB� �

����

�� Igazoljuk� hogy ha P �A� � ��� �es P�B��� ��� akkor

�

�
� P �AjB� � 

�
�

�� Bizony��tsuk be� hogy ha P �BC� � �� akkor

P �ABjC� � P �AjBC� � P �BjC��

� Ha egy k�etgyermekes csal�adn�al tudjuk� hogy legal�abb az egyik gyerek

l�any� akkor mi a val�osz��n�us�ege� hogy van ��u is a csal�adban�

�� 	 kock�aval dobunk� Mennyi a val�osz��n�us�ege� hogy a dobott sz�amok


osszege �� felt�eve� hogy a dobott sz�amok 
osszege p�aratlan�

��� Egy asztaln�al n�egyen k�arty�aznak� A �	 lapos magyar k�arty�at

egyenl�oen sz�etosztj�ak egym�as k
oz
ott� Ha az egyik kiv�alasztott

j�at�ekosnak nem jut �asz� mennyi a val�osz��n�us�ege annak� hogy az ut�ana

k
ovetkez�onek sem jut�

��� Valakit keres
unk az egyetemen� A keresett szem�ely egyforma val�o�

sz��n�us�eggel lehet adott � terem valamelyik�eben� �es annak a val�osz���

n�us�ege� hogy az � terem valamelyik�eben jelen van� p� M�ar � termet



���� Felt�eteles val�osz�n�us�egek� a teljes val�osz�n�us�eg t�etele �es Bayes�t�etele 	�

megn�ezt
unk� �es a keresett szem�elyt nem tal�altuk� Mennyi a val�osz���

n�us�ege� hogy az 
ot
odik teremben megtal�aljuk�

�	� Egy �	 lapos k�artyacsomagb�ol � lapot h�uzunk ki egym�as ut�an

visszatev�es n�elk
ul� Mennyi a val�osz��n�us�ege annak� hogy az els�o 	

kir�aly� a harmadik fels�o� a negyedik pedig �asz�

��� Egy egys�egnyi hossz�us�ag�u szakaszon tal�alomra k�et pontot v�alasztunk�

Mennyi a val�osz��n�us�ege annak� hogy mindk�et pont a szakasznak egyik

el�ore kijel
olt v�egpontj�ahoz van k
ozelebb� felt�eve� hogy a v�alasztott

pontok t�avols�aga kisebb� mint ����

��� A �es B egym�ast�ol f
uggetlen
ul hazudnak ill� mondanak igazat 	�� ill�

��� val�osz��n�us�eggel� Felt�eve� hogy A azt �all��tja� hogy B hazudik�

mennyi a val�osz��n�us�ege� hogy B igazat mond�

��� Egy egyetemi vizsg�an az A�szakos hallgat�ok ��!�a� a B�szakos

hallgat�ok �!�a szerepel sikeresen� Az A�szakos hallgat�ok az �evfolyam

��!��at teszik ki� Mennyi a val�osz��n�us�ege annak� hogy egy tal�alomra

kiv�alasztott hallgat�o sikeresen vizsg�azott�

��� Egy c�ell
ov
old�eben h�arom rekeszben vannak pusk�ak� Az els�o rekeszben

� puska� a m�asodikban �� a harmadikban 	� Ezekkel rendre ���� ���� ��

val�osz��n�us�eggel tal�alunk c�elba� Mennyi a tal�alat val�osz��n�us�ege� ha

tal�alomra v�alasztunk ki pusk�at�

��� Egy dobozban � feh�er �es 	 piros goly�o van� El�obb 	 goly�ot h�uzunk a

dobozb�ol visszatev�es n�elk
ul� majd egy harmadikat� Mennyi a val�osz���

n�us�ege annak� hogy a harmadiknak kivett goly�o piros�

�� K�et doboz mindegyik�eben ��� db csavar van� Az els�o dobozban �� db�

a m�asodikban � selejtes� Tal�alomra kivesz
unk egy csavart valamelyik

dobozb�ol� A dobozok k
oz
ul egyenl�o val�osz��n�us�eggel v�alasztunk�

Mennyi annak a val�osz��n�us�ege� hogy a kivett csavar j�o�

��� Egy k
or alak�u c�elt�abla 	n egyenl�o sz
ogny��l�as�u� a k
oz�eppontt�ol kiindul�o

k
orcikkekre van bontva� Mennyi a val�osz��n�us�ege� hogy k�et egym�as

ut�ani l
ov�es �atellenes k
orcikkbe esik�

	�� K�et j�at�ekos� A �es B a k
ovetkez�o j�at�ekszab�alyok alapj�an j�atszik� A

feldob egy kock�at� azut�an k�et �erm�et annyiszor dob fel� ah�anyat a
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kock�aval dobott� Ha e dob�asok sor�an legal�abb egyszer k�et fejet dobott�

akkor B �zet A�nak � Ft�ot� ellenkez�o esetben A �zet B�nek � Ft�ot�

Melyik
uknek el�ony
os a j�at�ek� �A j�at�ek annak el�ony
os� akinek nagyobb

a nyer�esi lehet�os�ege��

	��� Szindb�adnak jog�aban �all N h�aremh
olgy k
oz
ul v�alasztani egyet oly

m�odon� hogy az el�otte egyenk�ent elvonul�o h
olgyek valamelyik�ere

r�amutat� Tegy
uk fel� hogy egy�ertelm�u �szigoruan monoton� sz�eps�egi

sorrendet tud meg�allap��tani az el�otte elvonul�o h�aremh
olgyek k
oz
ott�

�es hogy a h�aremh
olgyek b�armely elvonul�asi sorrendje egyenl�oen

val�osz��n�u� Szindb�ad k sz�am�u h
olgyet elenged� majd a tov�abbiak k
oz
ul

kiv�alasztja az els�ot� aki szebb az 
osszes el�otte elvonultn�al�

a� Mennyi a val�osz��n�us�ege� hogy a legszebb h
olgyet v�alasztja ki�

b� Milyen k�ra lesz a legnagyobb a val�osz��n�us�ege annak� hogy a

legszebb h
olgyet v�alasztja ki� ha N el�eg nagy�

		� K�et v�aros k
oz
otti t�avir�o
osszek
ottet�es olyan� hogy a leadott t�av��r�ojelek

k
oz
ul a pontok 	���e vonall�a torzul� a vonalak ����a pedig pontt�a� A

leadott jelek k
oz
ul a pontok �es vonalak ar�anya � � �� Mennyi annak

a val�osz��n�us�ege� hogy ha a vev�o oldalon pontot kaptak� akkor az ad�o

pontot tov�abb��tott�

	�� Tegy
uk fel� hogy a f�er�ak �!�a �es a n�ok ��	�!�a sz��nvak� Egy 	�

n�ob�ol �es � f�er�b�ol �all�o csoportb�ol egy szem�elyt tal�alomra kiv�alasztunk�

Meg�allap��tjuk� hogy sz��nvak� Mennyi a val�osz��n�us�ege� hogy n�ot

v�alasztottunk ki�

	�� n doboz mindegyik�eben n sz�am�u goly�o van� az i�edikben i db piros�

i � �� � � � � n� a t
obbi feh�er� V�eletlenszer�uen kiv�alasztunk egy dobozt�

�es abb�ol kih�uzunk egy goly�ot� Ez piros lett� Mennyi annak a val�osz���

n�us�ege� hogy azt az utols�o k�et doboz valamelyik�eb�ol h�uztuk�

	�� Tegy
uk fel� hogy valamely 
uzemb�ol kiker
ul�o �ar�u ��! val�osz��n�us�eggel

els�o oszt�aly�u� A kiker
ult term�ekeket vizsg�alatnak vetik al�a� Annak va�

l�osz��n�us�ege� hogy a vizsg�alat sor�an egy els�o oszt�aly�u term�eket nem els�o

oszt�aly�unak min�os��tenek� ���	� Annak val�osz��n�us�ege viszont� hogy egy

nem els�o oszt�aly�ut els�o oszt�aly�unak min�os��tenek� ����� Mennyi annak



���� Felt�eteles val�osz�n�us�egek� a teljes val�osz�n�us�eg t�etele �es Bayes�t�etele 	�

a val�osz��n�us�ege� hogy egy olyan term�ek� amely els�o oszt�aly�u min�os��t�est

kapott� val�oban els�o oszt�aly�u�

	�� Egy gy�arban h�arom g�ep gy�art csavarokat� A term�ekek 	�!��at az A�

g�ep� ��!��at a B�g�ep� a t
obbit a C�g�ep gy�artja� Az A�g�ep �!�ban�

a B�g�ep �!�ban� a C�g�ep pedig 	!�ban termel selejteket� Ha egy

tal�alomra kiv�alasztott csavar selejtes� mennyi a val�osz��n�us�ege� hogy

azt az A�g�ep gy�artotta�

	��� K�epzelj
uk el a k
ovetkez�o vizsg�aztat�asi rendszert� minden vizsgak�erd�es

egy vizsgalapra van fel��rva� �es minden k�erd�eshez h�arom v�alasz van

megadva� amelyik k
oz
ul csak egy helyes� A vizsg�az�onak ezt a lapot

kell kit
oltenie a helyesnek v�elt v�alasz megjel
ol�es�evel� Tegy
uk fel� hogy

a vizsg�az�o p val�osz��n�us�eggel tudja a helyes v�alaszt� Ha nem tudja a

v�alaszt� akkor ��� val�osz��n�us�eggel jel
oli meg valamelyiket� A vizsgalap

�atn�ez�ese ut�an kider
ul� hogy helyes a v�alasz� Mennyi a val�osz��n�us�ege�

hogy az�ert adott helyes v�alaszt� mert tudta a helyes eredm�enyt�

	�� A tansz�ek egyik oktat�oja p val�osz��n�us�eggel szokott bej
onni a tansz�ekre�

Feltessz
uk� hogy ha ismer�oseinek azt mondja� hogy aznap bej
on� akkor

annak a val�osz��n�us�ege� hogy k ember keresi aznap telefonon 
k e
��

k� �

k � �� �� � � � � Ha pedig azt mondta� hogy nem j
on be� akkor �k e
��

k�

�� � � � 
�� Felt�eve� hogy k h��v�as �erkezett� mennyi annak a val�osz���

n�us�ege� hogy az oktat�o bej
on aznap� �Ha az oktat�o azt mondja� hogy

bej
on� akkor t�enyleg bej
on�� Vizsg�aljuk a k 
� esetet�

	��� Legyen ���p�pn �n � �� �� � � � � annak val�osz��n�us�ege� hogy egy almaf�an

n vir�ag van� Tegy
uk fel� hogy minden vir�agb�ol 	 val�osz��n�us�eggel lesz

�erett gy
um
olcs� Felt�eve� hogy egy almaf�an r alma van� mennyi annak

a val�osz��n�us�ege� hogy a f�an eredetileg n vir�ag volt�
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��� F	uggetlen esem�enyek val�osz��n�us�ege

�� Igazoljuk� hogy ha A �es B f
uggetlen esem�enyek� akkor A �es B is az�

	� Igazoljuk� hogy ha A�B �es C esem�enyek p�aronk�ent f
uggetlenek� �es A

f
uggetlen B � C�t�ol� akkor A�B�C teljesen f
uggetlenek�

�� Ketten l�onek egy c�elt�abl�ara� A tal�alat val�osz��n�us�ege az els�o szem�ely

eset�eben ���� a m�asodik eset�eben ���� A tal�alatok egym�ast�ol

f
uggetlenek� Mennyi annak a val�osz��n�us�ege� hogy legal�abb egy tal�alat

van a c�elt�abl�an�

�� Ketten felv�altva l�onek egy c�elt�abl�ara az els�o tal�alatig� A kezd�o

tal�alat�anak a val�osz��n�us�ege ��	� a m�asodik�e ���� Mekkora a val�osz��n�u�

s�ege annak� hogy a kezd�o�e lesz az els�o tal�alat�

�� Egy r sugar�u k
orbe szab�alyos hatsz
oget rajzolunk� Ezut�an a k
orlapon

� pontot v�alasztunk tal�alomra� Mennyi annak a val�osz��n�us�ege� hogy

mind a � pont a hatsz
og belsej�ebe esik�

�� Az 
osszes sz�amjegyet egyenk�ent fel��rjuk t��z lapra� A lapok k
oz
ul

tal�alomra v�alasztunk egyet� megn�ezz
uk a rajta lev�o sz�amjegyet majd

visszatessz
uk� Legal�abb h�anyszor kell ��gy h�uznunk� hogy ����n�el

nagyobb val�osz��n�us�eggel legyen a kih�uzott sz�amok k
oz
ott legal�abb egy

p�aros sz�am�

�� Az A�B�C esem�enyek p�aronk�ent f
uggetlenek �es pozit��v val�osz��n�u�

s�eg�uek� Alkothatnak�e teljes esem�enyrendszert�

� Bizony��tsuk be� hogy ha A � B �es A �es B f
uggetlenek� akkor P �B� � �

vagy P �A� � ��

�� Legyenek az A�� � � � � An esem�enyek f
uggetlenek �es legyen P �Ai� � pi�

i � �� � � � � n� Igazoljuk� hogy

P �
n�
i	�

Ai� � ��
nY
i	�

��� pi��

��� H�aromszor dobunk fel egy szab�alyos p�enzdarabot� Jelentse A azt az

esem�enyt� hogy a dob�asok k
oz
ott fej �es ��r�as is el�ofordul� B pedig�



���� F�uggetlen esem�enyek val�osz�n�us�ege 	�

azt az esem�enyt� hogy legfeljebb � ��r�as fordul el�o� �Allap��tsuk meg�

f
uggetlen�e A �es B�

��� Mennyi annak a val�osz��n�us�ege� hogy k�et� egym�ast�ol f
uggetlen
ul

kit
olt
ott lott�oszelv�eny k
oz
ul legal�abb az egyik n�egytal�alatos�

�	�� Kisz�am��tand�o a P �A� � A� � � � � � An� ha az A�� � � � � An esem�enyek

f
uggetlenek� �es mindegyik val�osz��n�us�ege p�

���� Az " esem�enyt�er n elemi esem�enyb�ol �all� k milyen �ert�ekeire

lehet megadni " r�eszhalmazain a P val�osz��n�us�eget �es az A�� � � � � Ak

esem�enyeket �ugy� hogy azok f
uggetlenek legyenek �es � � P �A�� � �

i � �� � � � � k teljes
ulj
on�

���� Legyenek az A�� A�� A� esem�enyek egym�ast kiz�ar�o esem�enyek� melyek

a P �A�� � p�� P �A�� � p�� P �A�� � p� val�osz��n�us�eggel k
ovetkeznek

be� Mennyi a val�osz��n�us�ege annak� hogy n f
uggetlen kis�erletet v�egezve�

a kis�erlet sor�an az A� el�obb k
ovetkezett be� mint az A� vagy A��

Sz�am��tsuk ki e val�osz��n�us�eg hat�ar�ert�ek�et� ha a k��s�erletek sz�ama a

v�egtelenhez tart�



	



�� A VAL�OSZ�IN �US�EGI V�ALTOZ�OK �ES

JELLEMZ�OIK

���� Val�osz��n�us�egeloszl�as�

Eloszl�as �es s�ur�us�egf	uggv�eny

�� Az al�abbi sz�amsorozatok k
oz
ul melyek alkotnak val�osz��n�us�egeloszl�ast�

a� pkq�� q � �� p� � � p � �� k � �� 	� � � � #

b� pk�nq� k � n� n� �� � � � #

c� �
k�k��� � k � �� 	� � � � #

d� p�� �p�q� �pq�� q�� q � �� p� � � p � �#

e� �ke���k�� k � �� �� � � � �

	� Eloszl�asf
uggv�enyek�e a k
ovetkez�o f
uggv�enyek�

a� F �x� � �
� �

�
�� arctanx

b� F �x� �

�
�� x � �

x
��x � x � �

c� F �x� � e�e
�x

d� F �x� �

�
�� ��e�x

x
� x � �

�� x � �

e� F �x� �

�
�� x � �

x�

��x� � x 	 �

�� Milyen 	 �es c �ert�ekre lesz eloszl�asf
uggv�eny a k
ovetkez�o f
uggv�eny�

F �x� � e�ce
��x

�

�� Bizony��tsuk be� hogy ha F �x� eloszl�asf
uggv�eny� akkor �F �x��� is

eloszl�asf
uggv�eny� 	 � ��

	�
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�� Bizony��tsuk be� hogy ha F �x� eloszl�asf
uggv�eny� akkor

G��x� �
�

h

Z x�h

x

F �t�dt� G��x� �
�

	h

Z x�h

x�h
F �t�dt

is eloszl�asf
uggv�eny�

�� Legyen F �x� folytonos eloszl�asf
uggv�eny �es F ��� � �� Mutassuk meg�

hogy

G�x� �

�
F �x� � F � �

x
�� x 	 ��

�� x � �

is eloszl�asf
uggv�eny�

�� Egys�egnyi hossz�us�ag�u szakaszon egym�ast�ol f
uggetlen
ul k�et pontot

v�alasztunk tal�alomra� Legyen a val�osz��n�us�egi v�altoz�o a k�et pont

k
oz
otti t�avols�ag� �Irjuk fel az eloszl�asf
uggv�enyt �es s�ur�us�egf
uggv�enyt�

Hat�arozzuk meg annak val�osz��n�us�eg�et� hogy a k�et pont t�avols�aga

legal�abb ����

� Egys�egnyi hossz�us�ag�u szakaszt tal�alomra v�alasztott pontj�aval k�et

r�eszre osztva� mi a keletkezett szakaszok k
oz
ul a kisebbik hossz�anak

az eloszl�asf
uggv�enye�

�� Az al�abbi f
uggv�enyek k
oz
ul melyek s�ur�us�egf
uggv�enyek�

a� f�x� �

� sinx
� � � � x � ��

�� m�ashol#

b� f�x� �

� �
x�
� x 	 ��

�� m�ashol#

c� f�x� � �
�

�
��x� � x  R#

d� f�x� �

� x
x�� � x 	 ��

�� m�ashol#

e� f�x� �

�
�x�e�x

�

� x � ��

�� m�ashol#



���� Val�osz�n�us�egeloszl�as� Eloszl�as� �es s�ur�us�egf�uggv�eny ��

f� f�x� �

�
	e�x��� e�x�� x � ��

�� m�ashol#

g� f�x� � �
�e
�jxj� x  R#

h� f�x� �

�
log �

x
� � � x � ��

�� m�ashol#

i� f�x� �

� e�x

x
� ��e�x

x�
� x � ��

�� m�ashol#

j� f�x� � �n

��n���� jxjn��e��jxj� x  R� � � ��

��� Az A� a� b �alland�ok milyen �ert�ekei eset�en s�ur�us�egf
uggv�eny az

f�x� �
A

� � a�x � b��
� x  R�

��� Egy � val�osz��n�us�egi v�altoz�o s�ur�us�egf
uggv�enye

f�x� �

�
�� x � 	�

a
x�
� x � 	�

Hat�arozzuk meg az a egy
utthat�o �ert�ek�et� Sz�am��tsuk ki� milyen x

�ert�ekn�el ad�odik P �� 	 x� � ��	�

�	� Egy � val�osz��n�us�egi v�altoz�o s�ur�us�egf
uggv�enye

f�x� �

�
�� x � 	�

A
���x�� � x 	 	�

Mekkora az A �ert�ek� Mekkora val�osz��n�us�eggel esik � a �	� ��

intervallumba�

��� Egy val�osz��n�us�egi v�altoz�o s�ur�us�egf
uggv�enye

f�x� �

�
A cos x

� � � � x � ��

�� k
ul
onben�
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a� Mekkora az A �ert�ek�

b� �Irjuk fel az eloszl�asf
uggv�enyt�

c� P �� � �
� ��

���� V�alasszunk az egys�egn�egyzetben v�eletlenszer�uen egy pontot� Jel
olje �

a pontnak a n�egyzet legk
ozelebbi cs�ucs�at�ol val�o t�avols�ag�at� Hat�aroz�

zuk meg � s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

��� Az x tengely ��� �� intervallum�an v�eletlenszer�uen kiv�alasztunk egy

pontot� Jel
olje � a pont t�avols�ag�at a koordin�atarendszer ��� ��

pontj�at�ol� Hat�arozzuk meg s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

��� Az F �x� eloszl�asf
uggv�enyt ��ra szimmetrikusnak nevezz
uk� ha s�ur�u�

s�egf
uggv�eny�ere

f�x� � f��x��

Bizony��tsuk be� hogy

F �x� � F ��x� � ��

��� Legyen ��nek az F �x� eloszl�asf
uggv�enye folytonos �es szigor�uan

n
ovekv�o � Hat�arozzuk meg az � � F ��� val�osz��n�us�egi v�altoz�o

eloszl�as�at�

��� Egy telefonf
ulke el�ott �allunk� �es v�arjuk� hogy az el�ott
unk besz�el�o

befejezze a besz�elget�est� Az illet�o v�eletlent�ol f
ugg�o ideig besz�el�

besz�elget�esi id�otartam�anak s�ur�us�egf
uggv�enye �az id�ot percben m�erve�

�

�
e�

x
� � x � ��

a� Hat�arozzuk meg annak val�osz��n�us�eg�et� hogy a besz�elget�es � percn�el

tov�abb tart�

b� Mennyi annak a val�osz��n�us�ege� hogy a besz�elget�es tov�abbi � percn�el

tov�abb tart� felt�eve� hogy � percn�el tov�abb tartott�

c� Mennyi annak a val�osz��n�us�ege� hogy a besz�elget�es t � � percn�el

tov�abb tart� felt�eve� hogy t percn�el tov�abb tartott�



���� Val�osz�n�us�egeloszl�as� Eloszl�as� �es s�ur�us�egf�uggv�eny ��

���� Tegy
uk fel� hogy a � val�osz��n�us�egi v�altoz�o �
or
okifj�u�� azaz tetsz�oleges

t� s � � eset�en

P �� � t� sj� � t� � P �� � s��

Hat�arozzuk meg � eloszl�asf
uggv�eny�et�

	�� Bizony��tsuk be� hogy ha f�x� olyan s�ur�us�egf
uggv�eny� amely az eg�esz

pozit��v val�os tengelyen pozit��v� akkor megadhat�o olyan h�x�� az eg�esz

tengelyen pozit��v �es monoton n
oveked�o f
uggv�eny� hogy h�x�f�x� is

s�ur�us�egf
uggv�eny�

	�� Legyen � egyenletes eloszl�as�u a ��� �� intervallumon� Hat�arozzuk meg

az � � �� eloszl�as�at�

		� Legyen � egyenletes eloszl�as�u a ������ intervallumon� Hat�arozzuk meg

az � � �� eloszl�as�at�

	�� A ��� �� intervallumon tal�alomra felvesz
unk egy pontot� Mekkora a

val�osz��n�us�ege annak� hogy e pontt�ol az intervallum v�egpontjaiig m�ert

t�avols�agok n�egyzet
osszege a t�avols�agn�egyzet
osszeg minimum�at 	�n�al

nagyobb pontoss�aggal megk
ozel��ti �� � 	 � �
� ��

	�� Legyen � norm�alis eloszl�as�u m �es  � � param�eterekkel� Mutassuk

meg� hogy az

� � a� � b� a �� �

szint�en norm�alis eloszl�as�u�

	�� Csap�agygoly�ok �atm�er�oje norm�alis eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o m

�es  � � param�eterekkel� �Irjuk fel a goly�ok felsz��n�enek eloszl�as�at

jellemz�o s�ur�us�egf
uggv�enyt�

	�� Legyen � s�ur�us�egf
uggv�enye

f�x� �

� �p
��x

e�
x
� � x 	 ��

�� x � ��

a� �Irjuk fel az � �
p
� s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

b� �Allap��tsuk meg� mekkora val�osz��n�us�eggel vesz fel az � ��n�el kisebb

�ert�eket�
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	�� Legyen � folytonos eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o �es jel
olje F �x� az

eloszl�asf
uggv�eny�et� Hat�arozzuk meg a �lnF �x� val�osz��n�us�egi v�altoz�o

eloszl�asf
uggv�eny�et�

	� Mi a felt�etele annak� hogy a � �es �
�
egyforma eloszl�as�uak legyenek�

	�� Legyen � � param�eter�u exponenci�alis eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o�

Hat�arozzuk meg 	� � � s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

��� Legyen � � param�eter�u exponenci�alis eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o�

Hat�arozzuk meg �� s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

��� Legyen � � param�eter�u exponenci�alis eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o�

Hat�arozzuk meg
p
� s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

�	� Bizony��tsuk be� hogy ha � egyenletes eloszl�as�u a ���
� �

�
� ��n� akkor

� �tg� ��� �� param�eter�u Cauchy�eloszl�as�u�

�
f��x� �

�

�

�

� � x�

�

��� Legyen � norm�alis eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o m �es  � �

param�eterekkel� Hat�arozzuk meg az � � e� val�osz��n�us�egi v�altoz�o

s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

���� A v�arhat�o �ert�ek �es a sz�or�as

�� A � val�osz��n�us�egi v�altoz�o lehets�eges �ert�ekei� ��� �� �� 	� Az ezekhez

tartoz�o val�osz��n�us�egek rendre ���	� ���	� ���� ���� Sz�am��tsuk ki a

v�arhat�o �ert�eket �es a sz�or�ast�

	� Egy kock�aval addig dobunk� am��g hatost nem kapunk� Mennyi

lesz az addigi dob�assz�am v�arhat�o �ert�eke� ha az utols�o dob�ast is

belesz�am��tjuk�

�� K�et kock�aval dobunk addig� am��g valamelyiken hatot nem dobunk�

Mekkora lesz a dob�asok v�arhat�o sz�ama� ha az utols�o dob�ast is

belesz�am��tjuk�



���� A v�arhat�o �ert�ek �es a sz�or�as ��

�� Egy kock�aval h�aromszor dobunk egym�as ut�an� Jelentse � a hatos

dob�asok sz�am�at� Hat�arozzuk meg M����t �es D����t�

�� Legyen � olyan val�osz��n�us�egi v�altoz�o� amelynek lehets�eges �ert�ekei�

����k	k�k� k � �� 	� � � � � A hozz�ajuk tartoz�o val�osz��n�us�egek rendre�

pk � ��	k� k � �� 	� � � � � Mutassuk meg� hogy fpkg�k	� val�osz��n�u�

s�egeloszl�as� �es nem l�etezik a v�arhat�o �ert�ek�

�� A � val�osz��n�us�egi v�altoz�o lehets�eges �ert�ekei legyenek� �� �� 	� � � � � �es a

hozz�ajuk tartoz�o val�osz��n�us�egek p
� p�� � � � � Bizony��tsuk be� hogy ha

M��� ��� akkor

M��� �
�X
k	�

P �� 	 k��

�� Egy �erm�evel dobunk� Ha az eredm�eny fej� akkor m�eg k�etszer dobunk�

ha ��r�as� m�eg egyszer� Mennyi az 
osszes fej�dob�asok sz�am�anak v�arhat�o

�ert�eke�

� K�et kock�aval dobva mennyi lesz a dobott sz�amok maximum�anak� ill�

minimum�anak v�arhat�o �ert�eke�

�� Hat�arozzuk meg a lott�otal�alatok sz�am�anak v�arhat�o �ert�ek�et egy

tal�alomra kit
olt
ott szelv�enyen�

��� �Erm�evel dobunk addig� am��g el�osz
or fordul el�o� hogy k�et egym�as ut�ani

dob�as azonos� Mennyi a sz
uks�eges dob�asok sz�am�anak v�arhat�o �ert�eke�

��� Ketten c�ell
ov�esben versenyeznek� a k�et versenyz�o p�� ill� p� val�osz��n�u�

s�eggel �er el tal�alatot �p� � p��� Az 
ugyetlenebb kezd� majd felv�altva

l�onek� Aki el�osz
or tal�al� nyer� Mennyi a val�osz��n�us�ege� hogy az


ugyesebb nyer� Mennyi a j�at�ek v�arhat�o id�otartama� ha percenk�ent

egy l
ov�est adnak le�

�	� Legyen � � param�eter�u Poisson eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o�

Hat�arozzuk meg az ���� � �� v�arhat�o �ert�ek�et�

��� Hat�arozzuk meg a lott�on kih�uzott sz�amok 
osszeg�enek v�arhat�o �ert�ek�et�

��� Egy urn�aban n c�edula van ��t�ol n�ig sz�amozva# kih�uzunk m darabot

k
oz
ul
uk visszatev�essel� Mennyi a kih�uzott sz�amok 
osszeg�enek v�arhat�o

�ert�eke�
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��� Milyen A �ert�ekre lehet az

f�x� �
A

� � x�
� x  R

f
uggv�eny s�ur�us�egf
uggv�eny� Mutassuk meg� hogy az e s�ur�us�eg�

f
uggv�ennyel jellemzett val�osz��n�us�egi v�altoz�onak nem l�etezik v�arhat�o

�ert�eke�

��� Egy folytonos eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o s�ur�us�egf
uggv�enye�

f�x� �

�
�� x � ��

�
x�
� x � ��

Sz�am��tsuk ki a v�arhat�o �ert�eket �es sz�or�asn�egyzetet�

��� Mutassuk meg� hogy az

f�x� �

�
�� x � ��

�
x�
� x � �

s�ur�us�egf
uggv�eny�u val�osz��n�us�egi v�altoz�onak l�etezik v�arhat�o �ert�eke� de

sz�or�asa nem�

�� K�et pontot v�alasszunk tal�alomra egy egys�egnyi hossz�us�ag�u szaka�

szon� Hat�arozzuk meg a k�et pont t�avols�ag�anak v�arhat�o �ert�ek�et �es

sz�or�asn�egyzet�et�

��� Bizony��tsuk be� hogy ha az f�x� s�ur�us�egf
uggv�eny g
orb�eje az x � a

egyenesre szimmetrikus� �es M��� l�etezik� akkor M��� � a�

	�� A g�azmolekul�ak sebess�eg�et tekints
uk olyan val�osz��n�us�egi v�altoz�onak�

amelynek s�ur�us�egf
uggv�enye

f�x� �

� �h�p
�
x�e�h

�x� � x 	 ��

�� x � ��

Sz�am��tsuk ki a v�arhat�o �ert�eket�

	�� Sz�am��tsuk ki az

f�x� �
�

	
e�jxj� x  R



���� A v�arhat�o �ert�ek �es a sz�or�as ��

s�ur�us�egf
uggv�eny�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o v�arhat�o �ert�ek�et �es sz�or�asn�egy�

zet�et�

		� Sz�am��tsuk ki a k
ovetkez�o s�ur�us�egf
uggv�ennyel jellemzett eloszl�asok

v�arhat�o �ert�ek�et �es sz�or�as�at�

a� f�x� �

� jxj� �� � x � ��

�� m�askor#

b� f�x� �

� q
�
�
e�

x�

� � x 	 ��

�� x � ��

	�� Legyen a � val�osz��n�us�egi v�altoz�o s�ur�us�egf
uggv�enye

f�x� �

�
�� x � ��

�nxn��

�n���� e
��x� x 	 ��

Hat�arozzuk meg M����t �es D�����t �

	�� Legyenek � �es � f
uggetlen val�osz��n�us�egi v�altoz�ok� Tegy
uk fel � hogy

l�etezik M���� M���� D���� D���� Hat�arozzuk meg D������t�

	�� Sz�am��tsuk ki az �a� b� intervallumon egyenletes eloszl�as�u val�osz��n�us�egi

v�altoz�o n�edik momentum�at�

	��� Legyen a � norm�alis eloszl�as�u �� � param�eterekkel� Sz�am��tsuk ki a �

	k�adik �es �	k � ���edrend�u momentumait�

	�� Mutassuk meg� hogy tetsz�oleges val�os c sz�am eset�en

M�� � c�� 	M
�
�� �M�����

�
�

�es az egyenl�os�eg csak a c � M��� eset�en �all fenn� ha a feladatban

szerepl�o v�arhat�o �ert�ekek l�eteznek�

	�� Legyen � egyenletes eloszl�as�u a ����p�� intervallumon� �es legyen

� �arctg�� Hat�arozzuk meg M����t �

	��� Ha

M���� �M���� � 	M�����
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bebizony��tand�o� hogy � csak � �es � �ert�ekeket vehet fel �

��� Legyen � nemnegat��v val�osz��n�us�egi v�altoz�o� �es tegy
uk fel� hogy M���

�es M��
�
� l�etezik� Bizony��tsuk be� hogy

M�
�

�
� 	 �

M���
�

��� Bizony��tsuk be� hogy ha ��� � � � � �k nemnegat��v� eg�esz �ert�ek�u� f
uggetlen

val�osz��n�us�egi v�altoz�ok �es M���� ��� akkor

M�min���� � � � � �k�� �
�X
i	�

kY
j	�

P ��j 	 i� �

�	�� Legyen � nemnegat��v eg�esz �ert�ek�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o�

Wk � P �� 	 k�� k � �� 	� � � � �

Kisz�am��tand�o az S �
P�

k	� kWk 
osszeg� ha adottak M��� �es D����

��
� A Csebisevegyenl�otlens�eg

�es a nagy sz�amok t	orv�enye

�� A � val�osz��n�us�egi v�altoz�o s�ur�us�egf
uggv�enye csak a ��� �� intervallumon

k
ul
onb
ozik ��t�ol� �es M��� � �� Igazoljuk� hogy

P �� � �� 	 �

�
�

	� Egy forgalmas p�alyaudvaron meghat�arozott id�oben egy ujs�ag�arus �

�ora alatt eladott ujs�againak sz�ama Poisson�eloszl�as�u � � �� v�arhat�o

�ert�ekkel� Adjunk als�o becsl�est a

P �� � � � ��

val�osz��n�us�egre� ha � az eladott olvasnival�ok sz�am�at jel
oli�



���� A Csebisev�egyenl�otlens�eg �es a nagy sz�amok t�orv�enye ��

�� Egy � val�osz��n�us�egi v�altoz�ora M��� � ��� D��� � 	�� Sz�am��tsuk

ki� hogy legfeljebb mekkora val�osz��n�us�eggel t�er el � M����t�ol abszol�ut

�ert�ekben legal�abb �� egys�eggel� Mekkora ennek a val�osz��n�us�egnek a

pontos �ert�eke� ha � norm�alis eloszl�as�u�

�� Egy � pozit��v val�osz��n�us�egi v�altoz�ora

M��� � ��� D��� � ���

Sz�am��tsuk ki� hogy legfeljebb mekkora val�osz��n�us�eggel veszi fel � az

�� �ert�eket� Mekkora a val�osz��n�us�eg pontos �ert�eke� ha � exponenci�alis

eloszl�as�u�

�� Egy textilgy�arban el�o�all��tott v�eg sz
ovet hossz�anak v�arhat�o �ert�eke ��

m� sz�or�asa ��� m � Legfeljebb mennyi annak a val�osz��n�us�ege� hogy a

v�eg hossza legal�abb � m�rel elt�er a v�arhat�o �ert�ekt�ol�

�� Egy forgalmas �utkeresztez�od�esben egy �ora alatt �athalad�o g�epkocsik

sz�ama legyen �� Tegy
uk fel� hogy M��� � ���� D��� � 	�� Legal�abb

mekkora val�osz��n�us�eggel esik ��� �es ��� k
oz�e az egy �ora alatt �athalad�o

g�epkocsik sz�ama�

�� Adjunk als�o ill� fels�o becsl�est a

P �j� �M���j � �D���� ill� P �j� �M���j � �D����

val�osz��n�us�egekre� Sz�am��tsuk ki a P �j� �M���j � �D�� ha �

a� norm�alis eloszl�as�u�

b� exponenci�alis eloszl�as�u�

c� egyenletes eloszl�as�u a ���� ���n�
d� Poisson�eloszl�as�u� M��� � �����

� H�anyszor kell egy szab�alyos �erm�et feldobnunk� hogy a fejek sz�am�anak

relat��v gyakoris�aga legal�abb ��� val�osz��n�us�eggel ����n�el kevesebbel

t�erjen el a val�osz��n�us�egt�ol�

�� H�anyszor kell egy szab�alyos kock�at feldobnunk� hogy a ��os dob�as val�o�

sz��n�us�eg�et az esem�eny relat��v gyakoris�aga legal�abb �� val�osz��n�us�eggel

����n�el kisebb hib�aval megk
ozel��tse�



�� �� A VAL�OSZ�IN�US�EGI V�ALTOZ�OK �ES JELLEMZ�OIK

��� A gy�artm�anyok ��!�a hib�as� A min�os�egi ellen�orz�es csak akkor tal�alja

elfogadhat�onak a t�etelt� ha ebben legfeljebb �	! hib�as � Mekkora

legyen a t�etelben a gy�artm�anyok darabsz�ama� hogy a hib�as �aruk

relat��v gyakoris�aga a megfelel�o val�osz��n�us�egt�ol legal�abb ���� val�osz���

n�us�eggel ne t�erjen el ���	�n�el nagyobb �ert�ekkel�

��� Bizony��tsuk be� hogy ha �n � n �es p param�eter�u binomi�alis eloszl�as�u�

akkor

P

������nn � p

���� 	 �

�
� �

���n
�

�	�� Ha n f
uggetlen k��s�erletet v�egz
unk egy A esem�eny meg�gyel�es�ere� �es e

k��s�erletek sor�an �n az A bek
ovetkez�eseinek sz�am�at jelenti� tov�abb�a �

olyan kicsiny pozit��v sz�am� amelyre � � � � pq� ahol p � P �A� � ��

�es q � �� p� akkor fenn�all a

P

������nn � p

���� 	 �

�
� 	e

� ��n

�pq��� �
�pq �

�

egyenl�otlens�eg�

��� Egy c�elpontra 	�� l
ov�est adnak le� A tal�alat val�osz��n�us�ege minden

l
ov�esn�el ���� Milyen hat�arok k
oz�e fog esni ��! val�osz��n�us�eggel a

tal�alatok sz�ama�

��� Egy csavargy�art�o automata eset�en kiv�anjuk meghat�arozni a selejt�

ar�anyt� E c�elb�ol megvizsg�altunk ���� csavart� 
Osszesen � selejtet

tal�altunk� Hat�arozzuk meg� hogy az ebb�ol sz�am��tott ������ relat��v

gyakoris�ag az ismeretlen p val�osz��n�us�eget ��! biztons�aggal mennyire

k
ozel��ti meg�

��� Valamely t�arsadalni r�etegben meg akarjuk hat�arozni a szeszfogyaszt�ok

ar�any�at� H�any meg�gyel�est kell elv�egezni ahhoz� hogy a meg��

gyel�esb�ol ad�od�o ar�any a val�odi ar�anyt�ol ��! val�osz��n�us�eggel legfeljebb

�!�kal t�erjen el�



���� A Csebisev�egyenl�otlens�eg �es a nagy sz�amok t�orv�enye ��

��� Legyen a g�x�� x 	 �� f
uggv�eny nemnegat��v �es monoton n
ovekv�o�

Mutassuk meg� hogy tetsz�oleges val�osz��n�us�egi v�altoz�ora igaz� hogy

P �j�j 	 �� � M�g�j�j��
g���

�

felt�eve� hogy M�g�j�j�� ���



�	



	� T 
OBBDIMENZI �OS VAL�OSZ�IN �US�EGI
V�ALTOZ�OK

���� T	obbdimenzi�os val�osz��n�us�egeloszl�as�

Eloszl�as �es s�ur�us�egf	uggv�eny

�� V�egezz
unk k�et kock�aval dob�asokat� A � jelentse az egyik kock�an

dobott sz�amot� � jelentse a m�asikon dobottat� �Irjuk fel a ��� ��

k�etdimenzi�os val�osz��n�us�egi v�altoz�o eloszl�as�at�

	� Egy dobozban n piros� n feh�er� n z
old �es n k�ek goly�o van� Jelentse

� a mint�aban lev�o piros� � a feh�er� �es � a z
old goly�ok sz�am�at� ha

visszatev�es n�elk
ul kivesz
unk n goly�ot�

a� �Irjuk fel a ��� �� �� h�aromdimenzi�os val�osz��n�us�egi v�altoz�o eloszl�as�at�

b� Sz�am��tsuk ki a � peremeloszl�as�at �es a ��� �� k�etdimenzi�os eloszl�ast�

� � Legyen ��� �� egyenletes eloszl�as�u a ��a � x � a��b � y � b�

egyenl�otlens�eggel jellemzett t�eglalapon�

a� �Irjuk fel ��� �� eloszl�asf
uggv�eny�et�

b� Sz�am��tsuk ki a k
ovetkez�o val�osz��n�us�egeket�

P �� � �� � � ��� P �� � �� � 	 b
� ��

P �� � � � a
� � � � � � b

� �� P �� � a
� ��

�� A ��� �� eloszl�asf
uggv�enye a k
ovetkez�o�

F �x� y� �

�
� � e�x�y � e�x � e�y� x � �� y � ��

�� k
ul
onben�

Hat�arozzuk meg a � �es � peremeloszl�asokat� Sz�am��tsuk ki a

P �� � �� � � ���t�

��



�� �� T�OBBDIMENZI�OS VAL�OSZ�IN�US�EGI V�ALTOZ�OK

�� Mutassuk meg� hogy az

F �x� y� �

�
�� y � �x�

�� y � �x

f
uggv�eny nem lehet eloszl�asf
uggv�eny�

�� Sz�am��tsuk ki a P �� � �� � � �� �es P �� � �� � 	 �
� � val�osz��n�us�egeket�

ha ��� �� egy
uttes s�ur�us�egf
uggv�enye

a� f�x� y� �

� �
� � � � x � 	� � � y � 	�

�� k
ul
onben�

b� f�x� y� �

�
e�x�y� x � �� y � ��

�� k
ul
onben�

�� �Allap��tsuk meg� lehet�e s�ur�us�egf
uggv�eny az

f�x� y� �
�

	�
e�

x���xy��y�

�

f
uggv�eny�

� Hat�arozzuk meg� az A milyen �ert�eke mellett lehet az

f�x� y� � x� � Ay�

f
uggv�eny a �� � x � �� � � y � 	� tartom�anyban egy

��� �� k�etdimenzi�os eloszl�as s�ur�us�egf
uggv�enye� �Irjuk fel a � �es �

perems�ur�us�eg�et is�

�� Hat�arozzuk meg az

f�x� y� �

p
	

��
e�

x���xy��y�

�

s�ur�us�egf
uggv�ennyel jellemzett ��� �� perems�ur�us�egf
uggv�enyeit�



���� Felt�eteles eloszl�asok� Val�osz�n�us�egi v�altoz�ok f�uggetlens�ege ��

��� A ��� �� k�etdimenzi�os eloszl�ast norm�alis eloszl�as�unak nevezz
uk� ha az

egy
uttes s�ur�us�egf
uggv�eny�

f�x� y� �
�

	���
p
�� ��

exp

��
�x�m��

�

��
� 	�x�m���y �m��

��
��

�y �m��
�

��

�
�
� �

	��� ���

�	
�

Mutassuk meg� hogy a peremeloszl�asok is norm�alisak� �m�� �� ill�

�m�� �� param�eterekkel�

���� A ��� �� �� h�aromdimenzi�os val�osz��n�us�egi v�altoz�o s�ur�us�egf
uggv�enye�

f�x� y� z� �
�

	�
p
	�

e�
�
� �x

��y��z���y��z���

Sz�am��tsuk ki a �� �� � perems�ur�us�egf
uggv�enyeit� Sz�am��tsuk ki a ��� ��

egy
uttes perems�ur�us�egf
uggv�enyt is�

���� Felt�eteles eloszl�asok�

Val�osz��n�us�egi v�altoz�ok f	uggetlens�ege

�� A ��� �� k�etdimenzi�os val�osz��n�us�egi v�altoz�o eloszl�asa�

�n� � �
� p p
� p �p
	 	p �p

Sz�am��tsuk ki az

a� P �� � ij� � ��� i � �� �� 	#

b� P �� � 	j� � ���

c� P �� 	 �j� � ���



�� �� T�OBBDIMENZI�OS VAL�OSZ�IN�US�EGI V�ALTOZ�OK

d� P �� � �j� 	 �� val�osz��n�us�egeket�

	� Legyen ��� �� egyenletes eloszl�as�u az x� � y� � � k
or
on�

a� �Irjuk fel ��� �� s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

b� Sz�am��tsuk ki � �es � perems�ur�us�egf
uggv�eny�et�

c� �Irjuk fel az f�xjy� �es f�yjx� felt�eteles s�ur�us�egf
uggv�enyt� majd

sz�arm��tsuk ki az F �xj� � �� felt�eteles eloszl�asf
uggv�enyt is�

�� Hat�arozzuk meg az f�xjy� �es f�yjx� felt�eteles s�ur�us�egf
uggv�enyeket� ha
��� �� egy
uttes s�ur�us�egf
uggv�enye

a� f�x� y� � �
�
p
�
e�

�
� �x

��xy�y��#

b� f�x� y� � �
�� e

� �
� �x

��xy��y���

�� A ��� �� k�etdimenzi�os eloszl�ast jellemezze az

f�x� y� �

� �
� �� � xy�x� � y���� jxj � �� jyj � ��

�� k
ul
onben

s�ur�us�egf
uggv�eny� �Allap��tsuk meg� f
uggetlen�e a � �es � vagy nem� �Irjuk

fel az f�xjy� �es f�yjx� felt�eteles s�ur�us�egf
uggv�enyeket� V�eg
ul sz�am��tsuk
ki az Z �

��
f�xjy�dx �es

Z �

��
f�yjx�dy

integr�alokat�

�� A ��� �� s�ur�us�egf
uggv�enye a k
ovetkez�o�

f�x� y� �

�
�� � � x � �� � � y � 	��� x��

�� k
ul
onben�

a� �Allap��tsuk meg� f
uggetlenek�e � �es ��

b� �Irjuk fel az f�xjy� �es f�yjx� s�ur�us�egf
uggv�enyeket�

c� Sz�am��tsuk ki a P


� � � � �

� j� � �
�

�
val�osz��n�us�eget�



���� Val�osz�n�us�egi v�altoz�ok f�uggv�enyeinek eloszl�asa ��

�� Legyen a ��� �� norm�alis eloszl�as�u

f�x� y� �
�

	�
e
�
�
x��y�

�



s�ur�us�egf
uggv�ennyel� Legyenek � �es � �� � � � 	�� a ��� �� pont

pol�arkoordin�at�ai� Hat�arozzuk meg � felt�eteles eloszl�as�at a � � r

felt�etel eset�en�

��� Legyenek a � �es � val�osz��n�us�egi v�altoz�ok f
uggetlenek� � legyen �

param�eter�u exponenci�alis eloszl�as�u� �es � legyen a ��� 	�� interval�

lumon egyenletes eloszl�as�u� Vezess
uk be a �� �
p
� cos �� �� �p

� sin � jel
ol�eseket� Bizony��tsuk be� hogy ��� �� f
uggetlenek �es k
oz
os

s�ur�us�egf
uggv�eny
uk r
�

�
e��x

�

�

��
� Val�osz��n�us�egi v�altoz�ok f	uggv�enyeinek eloszl�asa

�� Legyen a ��� �� s�ur�us�egf
uggv�enye�

f�x� y� �

�
e��x�y�� x 	 �� y 	 ��

�� k
ul
onben�

Sz�am��tsuk ki a � � � s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

	� Legyen ��� �� s�ur�us�egf
uggv�enye

f�x� y� �

p
	

��
e�

x���xy��y�

�

Vezess
uk be a � � � � �� � � � transzform�aci�ot�

a� �Irjuk fel a � �es � egy
uttes s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

b� �Allap��tsuk meg� f
uggetlenek�e a � �es � v�altoz�ok�



� �� T�OBBDIMENZI�OS VAL�OSZ�IN�US�EGI V�ALTOZ�OK

�� Legyen � �es � mindegyike norm�alis eloszl�as�u m � ��  � �

param�eterekkel� Tegy
uk fel� hogy � �es � f
uggetlenek� �Irjuk fel a

� � a� � b� � c �es � � �

val�osz��n�us�egi v�altoz�ok egy
uttes s�ur�us�egf
uggv�eny�et� �es sz�am��tsuk ki a

� s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

� � Legyen ��� �� egyenletes eloszl�as�u a � � x � �� � � y � 	

tartom�anyon� Legyenek

� � � � �� � � � � ��

a� �Irjuk fel a � �es � egy
uttes s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

b� Sz�am��tsuk ki a P �� � 	� � 	 ���t �

c� Sz�am��tsuk ki � s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

��� A ��� �� k�etdimenzi�os norm�alis eloszl�as�u

f�x� y� �
�

	�
e�

x���xy��y�

�

s�ur�us�egf
uggv�ennyel� Igazoljuk� hogy � �es � nem f
uggetlenek�

Sz�am��tsuk ki a � � � s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

��� �Agy�uval egy c�elpontra t
uzelnek� amelyr�ol feltessz
uk� hogy egy

der�eksz
og�u koordin�atarendszer k
oz�eppontja� A goly�o a ��� �� ko�

ordin�at�aj�u pontra csap�odik� � �es � f
uggetlenek �es norm�alis eloszl�as�uak

m � ��  � � param�eterekkel� Sz�am��tsuk ki� milyen eloszl�as�u a

l
oved�ek becsap�od�asi hely�enek a c�elpontt�ol val�o t�avols�aga�

��� Igazoljuk� hogy ha � �es � f
uggetlen norm�alis eloszl�as�u val�osz��n�us�egi

v�altoz�ok �� � param�eterrel� akkor � � � � � �es � � � � � f
uggetlenek

�es norm�alis eloszl�as�uak�

�� Legyenek �� �es �� f
uggetlen� ��� �� param�eter�u Cauchy�eloszl�as�u

val�osz��n�us�egi v�altoz�ok� �es legyen

� �
�� � ��
�� ����

�



���� A v�arhat�o �ert�ekre �es sz�or�asra vonatkoz�o feladatok� Korrel�aci�os egy�utthat�o� ��

Bizony��tsuk be� hogy � is Cauchy�eloszl�as�u�

�� Legyenek ��� � � � � �n f
uggetlen �es a ��� �� intervallumon egyenletes

eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�ok� �es jel
olje fn�x� az

� � �� � � � �� �n


osszeg s�ur�us�egf
uggv�eny�et� Bizony��tsuk be� hogy

fn�x� �
�

�n� ���

�
xn�� �

�
n

�

�
�x� ��n�� �

�
n

	

�
�x � 	�n�� � � � �

�

ahol a z�ar�ojelen bel
ul az 
osszeg addig halad� am��g x� x � �� x � 	� � � �

pozit��v sz�amok�

��� Legyenek ��� � � � � �n f
uggetlen� azonos norm�alis eloszl�as�u val�osz��n�us�egi

v�altoz�ok m �es  param�eterekkel� Legyen

�n �
�

n

nX
i	�

�i�

Hat�arozzuk meg a �i�k egy
uttes felt�eteles eloszl�as�at az �n adott �ert�eke

eset�en�

��� Legyen a ��� �� pont egyenletes eloszl�as�u az egys�egk
or
on� Vezess
uk be

a � �arctg�
�
� � �

p
�� � �� jel
ol�eseket� Bizony��tsuk be� hogy � �es �

f
uggetlenek�

���� A v�arhat�o �ert�ekre �es sz�or�asra vonatkoz�o

feladatok� Korrel�aci�os egy	utthat�o�

�� Legyen � �es � egy
uttes s�ur�us�egf
uggv�enye�

f�x� y� �

�
x� y� � � x � �� � � y � ��

�� k
ul
onben�

Sz�am��tsuk ki a � � � �es �� v�arhat�o �ert�ek�et�



�� �� T�OBBDIMENZI�OS VAL�OSZ�IN�US�EGI V�ALTOZ�OK

	� Legyen ��� �� norm�alis eloszl�as�u

f�x� y� �
�

	�
e�

x���xy��y�

�

s�ur�us�egf
uggv�ennyel� Sz�am��tsuk ki M�����t�

�� Jelentse R��� �� a � �es � korrel�aci�os egy
utthat�oj�at� Igazoljuk� hogy

D��� � �� � D���� �D���� � 	D���D���R��� ���

�� Sz�am��tsuk ki az

�� � �� �� �es �� � �� ��

korrel�aci�os egy
utthat�oj�at� ha R���� ��� �
�
� �

�� Mutassuk meg� hogy ha

�� � a�� � b �es �� � c�� � d

akkor R���� ��� � �R���� ����

�� A � �es � egy
uttes eloszl�as�at a k
ovetkez�o t�abl�azatban adjuk meg�

�n� � �
� ��� ����
� ���� ���

Sz�am��tsuk ki R��� ���t �

�� Adott az A �es B esem�eny� Ismeretes� hogy P �A� � ����

P �BjA� � ��	� �es P �AjB� � ���� Legyen � � �� ha A bek
ovetkezik�

�es � � �� ha nem k
ovetkezik be� Hasonl�oan legyen � � �� ha B

bek
ovetkezik �es � � �� ha B nem k
ovetkezik be� Sz�am��tsuk ki R��� ���

t� F
uggetlen�e az � �es ��



���� A v�arhat�o �ert�ekre �es sz�or�asra vonatkoz�o feladatok� Korrel�aci�os egy�utthat�o� ��

� A ��� �� egy
uttes eloszl�as�at a k
ovetkez�o t�abl�azat tartalmazza�

�n� �� � �
�� p �p �p
� �p ��p ��p

a� Mekkora a p �ert�ek� F
uggetlen�e � �es ��

b� Sz�am��tsuk ki a � � � sz�or�as�at�

c� Mekkora az � 	 � val�osz��n�us�eg�

�� Egy dobozban � j�o� � hib�as �es � selejtes term�ek van� Egym�as ut�an�

visszatev�es n�elk
ul kivesz
unk k�et term�eket� Jellemezze � az els�o h�uz�as

eredm�eny�et� m�egpedig � � �� ha selejtest h�uzunk� � � �� ha hib�asat�

� � 	� ha j�ot� Jellemezze � a m�asodik h�uz�as eredm�eny�et ugyan�ugy�

a� F
uggetlen�e � �es ��

b� Mekkora � sz�or�asa�

��� A ��� �� eloszl�as�at a k
ovetkez�o t�abl�azat mutatja�

�n� 	 � ��
� p� p� p�
� p� p� p�
�	 p� p� p�

Tudjuk� hogy R��� �� � �� F
uggetlenek�e�

��� A ��� �� lehets�eges �ert�ekeit a ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �� pontok �altal

meghat�arozott n�egyzet belsej�eben l�ev�o eg�esz koordin�at�aj�u pontok

alkotj�ak� A ��� �� ezeket a pontokat egyenl�o val�osz��n�us�eggel veszi

fel $ a n�egyzet k
oz�eppontja kiv�etel�evel� amely n�egyszer akkora

val�osz��n�us�eggel k
ovetkezik be� mint a t
obbi� Sz�am��tsuk ki az R��� ���t�

F
uggetlen�e � �es ��

�	� A ��� �� lehets�eges �ert�ekei� ��� ��� ��� ��� ���� ��� ������� A ��� ��

ezeket az �ert�ekeket egyenl�o val�osz��n�us�eggel veszi fel�

a� Vizsg�aljuk meg� f
uggetlen�e � �es ��

b� Sz�am��tsuk ki R��� ���t�



�	 �� T�OBBDIMENZI�OS VAL�OSZ�IN�US�EGI V�ALTOZ�OK

��� Legyen ��� �� egy
uttes s�ur�us�egf
uggv�enye�

f�x� y� �

� �
� �x� y��� � � x � �� � � y � ��

�� k
ul
onben�

Sz�am��tsuk ki R��� ���t�

��� Legyen ��� �� egy
uttes s�ur�us�egf
uggv�enye�

f�x� y� �
�

�
p
�
e�

�
� �x

��xy�y���

Sz�am��tsuk ki R��� ���t�

��� Bizony��tsuk be� hogy ha

f�x� y� �
�

	�

��p
	e�

x�

� � e�x
�

e�y

�

�

�p
	e�

y�

� � e�y
�

�
e�x

�

	

akkor f��x� � f��x� �
�p
��
e�

x�

� � R��� �� � �� de � �es � nem f
ugget�

lenek�

��� Sz�am��tsuk ki R��� ���t� ha

f�x� y� �

p
	

��
e�

x���xy��y�

� �

��� Legyenek � �es � f
uggetlen �� ill� 
 param�eter�u Poisson�eloszl�as�u val�o�

sz��n�us�egi v�altoz�ok� Legyen � � � � �� Hat�arozzuk meg R��� ���t�

��� A ��� �� 	�dimenzi�os norm�alis eloszl�as�u� ha az egy
uttes s�ur�us�egf
ugg�

v�eny�

f�x� y� �
�

	���
p
�� ��

exp

��
�x�m��

�

��
� 	�x �m���y �m��

��
��

�y �m��
�

��

�
�
� �

	��� ���

�	
�



���� A v�arhat�o �ert�ekre �es sz�or�asra vonatkoz�o feladatok� Korrel�aci�os egy�utthat�o� ��

a� Bizony��tsuk be� hogy �  N �m�� ��� �  N �m�� ��� �es

R��� �� � ��

b� Bizony��tsuk be� hogy ha R��� �� � �� akkor � �es � f
uggetlenek�

���� Legyenek � �es �  N ��� �� �es ��� �� is norm�alis� � � R��� ���

Hat�arozzuk meg a P �� 	 �� � 	 �� val�osz��n�us�eget�

	��� Legyenek ��� � � � � �n azonos eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�ok� �es tegy
uk

fel� hogy

R��i� �j� � � i �� j� i� j � �� � � � � n�

Mutassuk meg� hogy � 	 ��

	��� Legyen a ��� �� pont egyenletes eloszl�as�u a D � R� halmazon�

Sz�am��tsuk ki R��� ���t� ha

a� D �
�
�x� y� j x� � y� � �� x 	 �� y 	 �

�
�

b� D � f�x� y� j x� y � �� x 	 �� y 	 �g�



��



�� A LEGFONTOSABB
VAL�OSZ�IN �US�EGELOSZL �ASOK

���� Binomi�alis eloszl�as

�� Annak val�osz��n�us�ege� hogy egy 
uzemben a nyersanyagell�at�as valamely

napon zavartalan� �����

a� Mekkora a val�osz��n�us�ege annak� hogy egy h�eten �� napon� kereszt
ul

csak h�arom napon �at lesz az ell�at�as zavartalan�

b� Mennyi lesz az egy heti zavartalan ell�at�as�u napok sz�am�anak

v�arhat�o �ert�eke�

	� ��� darab alkatr�esz k
oz
ul 	 darab selejtes� Egym�as ut�an 
otsz
or

vesz
unk ki � elem�u mint�at� v�eletlenszer�uen visszatev�essel� Mennyi

annak a val�osz��n�us�ege� hogy mind az 
otsz
or j�o alkatr�eszt h�uzunk�

�� Egy alkatr�eszhalmazb�ol � elem�u mint�at vett
unk visszatev�essel� Annak

val�osz��n�us�ege� hogy a minta � db selejtet tartalmaz ��	�� Mekkora a

selejtar�any�

�� Egy automata g�epn�el meg�gyelt�ek� hogy naponta �atlagosan �	 db

term�ek lesz selejtes� ezek sz�am�anak sz�or�asa ���� �

a� H�any term�eket k�esz��t naponta a g�ep�

b� Mekkora annak a val�osz��n�us�ege� hogy egy napon a selejtes

term�ekek sz�ama ���n�el kevesebb�

�� H�anyszor dobjunk fel egy kock�at� ha azt akarjuk� hogy ��	�n�el ne

legyen kisebb annak a val�osz��n�us�ege� hogy a hatos dob�asok sz�ama

legal�abb 	 legyen�

�� Egy forgalnas postahivatalban egy �ev alatt ���� c��mzetlen levelet

adtak fel� Mekkora a val�osz��n�us�ege annak� hogy egy nap 	�n�el t
obb

c��mz�es n�elk
uli levelet adtak fel�

��



�� �� A LEGFONTOSABB VAL�OSZ�IN�US�EGELOSZL�ASOK

�� Annak val�osz��n�us�ege� hogy egy l
oveg c�elba tal�al� minden l
ov�esn�el

������ Mekkora a val�osz��n�us�ege� hogy 	��� l
ov�es k
oz
ul legal�abb 	

l
ov�es c�elba tal�al�

�� Egy ���� n�ez�ot befogad�o sz��nh�aznak k�et bej�arata van� Mindegyik

bej�arat mellett van egy ruhat�ar� H�any fogasnak kell lennie mindegyik

ruhat�arban ahhoz� hogy ��� n�ez�o k
oz
ul �atlagosan �� abban a

ruhat�arban vetk�ozhessen le� amelyik mellett bement�

Vizsg�aljuk neg a k
ovetkez�o eseteket�

a� a n�ez�ok p�arosan �erkeznek�

b� a n�ez�ok egyenk�ent �erkeznek� Tegy
uk fel� hogy a n�ez�ok azonos

val�osz��n�us�eggel v�alasztanak a k�et bej�arat k
oz
ul�

��� Egy telep
ul�esen 	��� lakos �el� Mindegyik lakos k
or
ulbel
ul ��szor

utazik havonta vonattal a v�arosba� Az utaz�as napj�at v�eletlenszer�uen

�es egym�ast�ol f
uggetlen
ul v�alasztj�ak meg� Mennyi legyen a vonaton

f�er�ohelyek legkisebb sz�ama� hogy a vonat ��� nap k
oz
ul legfeljebb

egyszer legyen t�ulzs�ufolt �a vonat naponta egyszer k
ozlekedik��

���� Poissoneloszl�as

�� Egy augusztusi �ejszak�an �atlag �� percenk�ent �eszlelhet�o csillaghull�as�

Mennyi annak a val�osz��n�us�ege� hogy egy negyed�ora alatt k�et csil�

laghull�ast l�atunk�

	� Egy konzervgy�ar valamelyik 
uveggy�art�ol � literes 
uvegeket rendel� 	��

db 
uveg k
oz
ul �atlagosan � 
uveg selejtes� Mekkora annak a val�osz��n�u�

s�ege� hogy ���� 
uveget �atn�ezve� abban pontosan �� selejtes 
uveget

tal�alunk�

�� Kal�acss
ut�eskor � kg t�eszt�aba �� szem mazsol�at tesznek� Mennyi a

val�osz��n�us�ege� hogy egy � dkg�os szeletben 	�n�el t
obb mazsola lesz�

�� Egy ��� oldalas k
onyvben 	�� sajt�ohiba tal�alhat�o� Mekkora a val�osz���

n�us�ege� hogy �� v�eletlenszer�uen kiv�alasztott lapon nem lesz sajt�ohiba�



���� Poisson�eloszl�as ��

�� Egy ruhasz
ovet anyag�aban ��� m�enk�ent �atlag � hiba van� Egy ���

m�eteres sz
ovetet � m�eteres darabokra v�agnak� El�orel�athat�olag h�any

hib�atlan darab lesz ezek k
oz
ott�

�� Egy elektronikus m�uszer ���� alkatr�eszb�ol �all� Egy alkatr�esz a t
obbit�ol

f
uggetlen
ul ����� val�osz��n�us�eggel romlik el egy �eve alatt� Mennyi a va�

l�osz��n�us�ege annak� hogy egy �ev alatt legal�abb 	 alkatr�esz elromlik�

�� Egy telefonk
ozponthoz ��� el�o�zet�o tartozik� Tegy
uk fel� hogy �����

a val�osz��n�us�ege annak� hogy valamelyik el�o�zet�o egy meghat�arozott

�or�aban kapcsol�ast k�er� Mennyi a val�osz��n�us�ege annak� hogy abban az

�or�aban �eppen � el�o�zet�o k�er vonalat�

� Telev��zi�o�k�esz
ul�ekek gy�art�asakor 	�� k�esz
ul�ekre �atlagosan ��� hiba

jut� Az el�oz�o tapasztalatokb�ol tudjuk� hogy a hib�ak Poisson�

eloszl�as�uak� Legfeljebb h�any legy�artott k�esz
ul�eket v�alaszthatunk ki

egyszerre �ugy� hogy a kiv�alasztott k�esz
ul�ekek legal�abb ��� val�osz��n�u�

s�eggel mind hib�atlanok legyenek�

�� Egy �aruh�azban adott %t hossz�us�ag�u id�otartam alatt megjelent

l�atogat�ok sz�ama Poisson�eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o � param�eter�

rel� Ismeretes� hogy egy l�atogat�o p val�osz��n�us�eggel v�as�arol valamit�

Mennyi a val�osz��n�us�ege annak� hogy adott %t id�ointervallumban

�eppen k szem�ely v�as�arol�

��� Bizony��tsuk be� hogy ha � � param�eter�u� � 
 param�eter�u egym�ast�ol

f
uggetlen� Poisson�eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�ok� akkor � � � �� 


param�eter�u Poisson�eloszl�as�u� �Altal�anos��tunk a feladatot n db val�o�

sz��n�us�egi v�altoz�o eset�ere�

��� Egy gy
um
olcs
osben az egyes gy
um
olcs
oket t�amad�o f�ergek sz�ama

egym�ast�ol f
uggetlen� Poisson�eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o� gy
um
ol�

cs
onk�ent � � 	 v�arhat�o �ert�ekkel� A gy
um
olcs
ost rovarirt�oval kezelik�

�es ez p � ���� val�osz��n�us�eggel 
oli meg a f�erget� Ebb�ol a gy
um
olcsb�ol

sz�armaz�o �� gy
um
olcs
ot v�as�arolunk�

a� Mennyi a val�osz��n�us�ege� hogy egy sem lesz f�erges�

b� Mennyi a val�osz��n�us�ege annak� hogy 
osszesen k f�erget tal�alunk a

�� gy
um
olcsben�
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c� Mennyi a �� gy
um
olcsben lev�o f�ergek sz�am�anak v�arhat�o �ert�eke �es

sz�or�asa�

d� Hat�arozzuk meg a f�erges gy
um
olcs
ok sz�am�anak val�osz��n�us�egelosz�

l�as�at� v�arhat�o �ert�ek�et �es sz�or�as�at�

�	� Legyen � � param�eter�u Poisson�eloszl�as�u�

Hat�arozzuk meg M
�

�
���


�t�

���� Legyen �� Poisson�eloszl�as�u � v�arhat�o �ert�ekkel� Sz�am��tsuk ki a

lim
���

D��
p
����t�

���� Egy telefonk
ozpontban v�eletlen id�opillanatokban �erkeznek h��v�asok�

Tegy
uk fel� hogy a h��v�asok k
oz
otti id�ointervallumok egym�ast�ol

f
uggetlen� � param�eter�u exponenci�alis eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�al�

toz�ok� Jel
olje V �t� a ��� t� intervallumban �erkez�o h��v�asok sz�am�at�

Bizony��tsuk be� hogy

P �V �t� � k� �
��t�k

k�
e��t�

��� Egy kiszolg�al�o helyhez � param�eter�u Poisson�eloszl�as szerint �erkeznek

az ig�enyek� Egy ir�any��t�o berendez�es az ig�enyeket egym�ast�ol f
uggetle�

n
ul pi val�osz��n�us�eggel k
uldi az i�dik kiszolg�al�oegys�eghez�

nX
i	�

pi � ��

Jel
olje Vi az i�dik kiszolg�al�oegys�eghez �erkez�o ig�enyek sz�am�at�



���� Egyenletes eloszl�as ��

i � �� 	� � � � � n�

Bizony��tsuk be� hogy a Vi val�osz��n�us�egi v�altoz�ok egym�ast�ol f
uggetlenek

�es

P �Vi � k� �
��pi�

k

k�
e��pi � i � �� � � � � n�

���� Legyen �� �� param�eter�u Poisson�eloszl�as�u� �� �� param�eter�u Poisson�

eloszl�as�u� �� � ��� Bizony��tsuk be� hogy tetsz�oleges k term�eszetes

sz�amra

P ��� � k� � P ��� � k��

��
� Egyenletes eloszl�as

�� Mekkora val�osz��n�us�eggel vesz fel egy� a ��p��
p
�� intervallumon

egyenletes eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o olyan �ert�eket� amely a

v�arhat�o �ert�ek�et�ol sz�or�as�an�al nagyobb �ert�ekkel t�er el�

	� A � egyenletes eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o� �es M��� � D���� � ��
�Irjuk fel a � eloszl�asf
uggv�eny�et�

�� A � egyenletes eloszl�as�u az �a� �� intervallumon� Ismeretes� hogy

P �� 	M��� � 	� � ��� �
�

�
�

Mekkora a

P �� 	M�� � ����

�� A � egyenletes eloszl�as�u az �a� b� intervallumon� Az a� b �ert�ekeket nem

ismerj
uk� Tudjuk viszont� hogy a �	� �� intervallum teljes eg�esz�eben

az �a� b� intervallumon fekszik� �es

P �	 � � � �� �
�

�
�

a� Mekkora a P �� � � � ���

b� Mekkora lehet az a minim�alis �es a b maxim�alis �ert�eke�
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c� Az adott felt�etelek mellett milyen becsl�est adhatunk a

P �� � � � �� val�osz��n�us�egre�

�� Legyen a � egyenletes eloszl�as�u a ��� ��� intervallumon� Hat�arozzuk

meg az � � sin � s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

�� Legyenek �� � f
uggetlen� a ����	� ��	� intervallumon egyenletes

eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�ok� Hat�arozzuk meg a � � � s�ur�us�eg�

f
uggv�eny�et�

�� Legyenek �� � f
uggetlen� a ���� �� intervallumon egyenletes eloszl�as�u

val�osz��n�us�egi v�altoz�ok� Hat�arozzuk meg a � � � s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

� Legyenek �� � f
uggetlen� a ���� �� intervallumon egyenletes eloszl�as�u

val�osz��n�us�egi v�altoz�ok� Hat�arozzuk meg a �� s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

�� Kokt�elt akarunk keverni 	�� r�esz Gin �es ��� r�esz Martini ar�anyban�

A Gin �es Martini adagol�as�aval azonban egym�ast�ol f
uggetlen hib�akat

k
ovet
unk el� m�egpedig oly m�odon� hogy a hiba egyenletes eloszl�as�u

mind a Gin� mind a Martini saj�at mennyis�eg�enek � � ��!��aban�

Mennyi a Gin ar�any�anak v�arhat�o �ert�eke�

���� Az A � ���� ��� ��� pont egyenletes eloszl�as�u az x� � y� � z� � �

g
omb
on� Hat�arozzuk meg az A pont �x� y� s��kra� valamint az x

tengelyre es�o mer�oleges vet
ulet�enek eloszl�as�at�

���� Exponenci�alis eloszl�as

�� Egy � val�osz��n�us�egi v�altoz�o jelenti annak az �utnak a hossz�at� amelyet

egy g�epkocsi az els�o m�uszaki hib�aig megtesz� Tegy
uk fel� hogy

� exponenci�alis eloszl�as�u ��� km v�arhat�o �ert�ekkel� Sz�am��tsuk ki�

mennyi a val�osz��n�us�ege annak� hogy � a v�arhat�o �ert�ek�en�el kisebb

�ert�eket vesz fel�

	� Egy radioakt��v anyag boml�as�at vizsg�aljuk� Legyen a � �ert�eke

egy tetsz�oleges atom boml�as�aig eltelt id�o� Legyen az atomok

�elettartam�anak v�arhat�o �ert�eke 	 �ev� Hat�arozzuk meg a felez�esi

idej
uket�



���� Exponenci�alis eloszl�as ��

�� Mutassuk meg� hogy az exponenci�alis eloszl�as rendelkezik az �
or
okif�

j�u� tulajdons�aggal� azaz

P �� � x� tj� 	 t� � P �� � x��

illetve

P �� 	 x� tj� 	 t� � P �� 	 x��

�� Legyenek a �i�k egym�ast�ol f
uggetlen� �i param�eter�u exponenci�alis

eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�ok� i � �� � � � � n� Mutassuk meg� hogy

P �min���� � � � � �n� � x� � �� e��
P

n

i��
�i�x� x � ��

�� Egy sz
ov�og�ep ��� sz�allal dolgozik� Az egyes sz�alak ��elettartama��

teh�at az az id�o� am��g az adott sz�al el nem szakad exponenci�alis

eloszl�as�u� minden sz�alra ��� �ora v�arhat�o �ert�ekkel� Felt�etelezve� hogy

a sz�alak egym�ast�ol f
uggetlenek� mennyi a val�osz��n�us�ege annak� hogy

a g�ep fonalszakad�as miatt a megindul�ast�ol sz�am��tott � �or�an bel
ul

meg�all�

�� Annak val�osz��n�us�ege� hogy egy benzink�utn�al a tankol�asra � percn�el

t
obbet kell v�arakozni� a tapasztalat szerint ���� Felt�etelezve� hogy a

v�arakoz�asi id�o exponenci�alis eloszl�as�u� mennyi annak a val�osz��n�us�ege�

hogy egy v�eletlenszer�uen a benzink�uthoz �erkez�o g�epkocsi � percen

bel
ul sorra ker
ul�

�� Egy forgalmas tra�kba a vev�ok Poisson�eloszl�as szerint �erkeznek�

�atlagosan � vev�o percenk�ent� Mennyi a val�osz��n�us�ege annak� hogy

valamelyik vev�o t�avoz�asa ut�an � percig nem �erkezik �ujabb vev�o�

� Legyen a � val�osz��n�us�egi v�altoz�o � param�eter�u exponenci�alis eloszl�as�u�

Hat�arozzuk meg a k
ovetkez�o val�osz��n�us�egi v�altoz�ok s�ur�us�egf
ugg�

v�eny�et�

a�
p
� #

b� �� #

c� �
�
ln �#
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d� f�g �f g t
ortr�esz�#

e� �� e����
�� A � �es � val�osz��n�us�egi v�altoz�ok f
uggetlenek �es exponenci�alis eloszl�as�uak

� v�arhat�o �ert�ekkel� Hat�arozzuk meg a k
ovetkez�o val�osz��n�us�egi

v�altoz�ok s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

a� � � �#

b� � � �#

c� j� � �j#
d� ����

��� Hat�arozzuk meg a � � � 
osszeg s�ur�us�egf
uggv�eny�et� ha � �es �

f
uggetlenek� � egyenletes eloszl�as�u a ��� �� intervallumon �es � expo�

nenci�alis eloszl�as�u � v�arhat�o �ert�ekkel�

��� Legyenek � �es � f
uggetlen� � param�eter�u� exponenci�alis eloszl�as�u va�

l�osz��n�us�egi v�altoz�ok� Hat�arozzuk meg a j� � �j s�ur�us�egf
uggv�eny�et�
�	�� Legyenek a �i�k egym�ast�ol f
uggetlen� azonos � param�eter�u expo�

nenci�alis eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�ok� i � �� ���� n� Mutassuk meg�

hogy 
osszeg
uk s�ur�us�egf
uggv�enye

fn�x� �

� �n

�n����x
n��e��x� x 	 ��

�� x � ��

��� Egy szerv��z�allom�ason az egyes g�epek jav��t�as�ara ford��tott id�o expo�

nenci�alis eloszl�as�u ��	 �ora v�arhat�o �ert�ekkel� Mennyi a val�osz��n�u�

s�ege� hogy a negyediknek be�erkezett jav��tand�o g�epre nem kell 	

�or�an�al t
obbet v�arakozni� ha a g�epek jav��t�as�at a be�erkez�es sorrendj�eben

v�egzik�

���� Egy k�etf
ulk�es telefonn�al � ember akar telefon�alni� Az els�o �es a m�asodik

ember elfoglalta az �� �es 	� sz�am�u f
ulk�et� a harmadik pedig v�arakozott�

Tegy
uk fel� hogy ��� ��� �� besz�elget�esi id�ok f
uggetlen� � param�eter�u

exponenci�alis eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�ok� Hat�arozzuk meg�

a� annak val�osz��n�us�eg�et� hogy a harmadik ember az �� sz�am�u f
ulk�eb�ol

telefon�al#



���� Norm�alis eloszl�as ��

b� a harmadik telefon�al�o v�arakoz�asi idej�enek s�ur�us�egf
uggv�eny�et#

c� annak val�osz��n�us�eg�et� hogy a harmadik telefon�al�o hamarabb

befejezi a besz�elget�est� mint az els�o vagy a m�asodik�

���� Legyenek � �es � f
uggetlen� exponenci�alis eloszl�as�u val�osz��n�us�egi

v�altoz�ok ugyanazon v�arhat�o �ert�ekkel� Mutassuk meg� hogy

P

�
�log

�
�� � max�����

min�����

	
� x

�
A
�
� �

�
�� e�x� x 	 ��

�� x � ��

���� Legyenek a �i�k egym�ast�ol f
uggetlen� �i param�eter�u exponenci�alis

eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�ok� �i �� �j � i� j � �� � � � � n� Mutassuk

meg� hogy 
osszeg
uk s�ur�us�egf
uggv�enye�

fn�x� � ����n���� � � � �n
nX

k	�

e��kxQn
j	�
j �	k

��k � �j�
�

���� Az el�oz�o feladat felt�etelei mellett mutassuk meg� hogy

P �min���� � � � � �n� � �i� �
�i

�� � � � �� �n
�

���� Norm�alis eloszl�as

�� Egy rep
ul�og�ep pil�ot�aj�aval k
ozlik a ��� m magass�ag�u l�egifolyos�o

k
ozep�enek f
oldt�ol m�ert t�avols�ag�at� A rep
ul�og�ep rep
ul�esi magass�a�

g�anak ett�ol val�o elt�er�ese egy � val�osz��n�us�egi v�altoz�o� amely norm�alis

eloszl�as�u� 	� m v�arhat�o �ert�ekkel �es �� m sz�or�assal� Sz�am��tsuk ki annak

a val�osz��n�us�eg�et� hogy a rep
ul�og�ep a l�egifolyos�o alatt� a l�egifolyos�oban�

ill� a felett halad�

	� Valamely s�ulym�er�eskor a val�odi �es a m�erleg �altal mutatott s�uly

k
ul
onbs�eg�et� vagyis a m�er�esi hib�at tekintj
uk val�osz��n�us�egi v�altoz�onak�

amely norm�alis eloszl�as�u� v�arhat�o �ert�eke �� sz�or�asa �� gr� Legal�abb
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h�any m�er�est kell v�egezni ahhoz� hogy ����n�el nagyobb val�osz��n�us�eggel

legal�abb az egyik m�er�es hib�aj�anak abszol�ut �ert�eke ne l�epje t�ul a ���

gr�ot�

�� Legyen a � norm�alis eloszl�as�u m � � �es  � 	 param�eterekkel�

Mekkora legyen az A sz�am� ha azt k��v�anjuk� hogy a � a �	� A�

intervallumba legal�abb ��	 val�osz��n�us�eggel essen�

�� Hogyan jellemezhet�ok azok a norm�alis eloszl�as�u � val�osz��n�us�egi

v�altoz�ok� melyekre ��! val�osz��n�us�eggel teljes
ul az� hogy a ��nek a

v�arhat�o �ert�ekt�ol val�o elt�er�ese ��n�el kisebb�

�� Egy fafeldolgoz�o telepen deszk�akat k�esz��tenek� Ezek hossza norm�alis

eloszl�as�u m � ��� cm �es  � � cm param�eterekkel�

a� A deszk�ak h�any sz�azal�eka lesz �� cm�n�el hosszabb �es ��� cm�n�el

r
ovidebb�

b� Mekkora annak a val�osz��n�us�ege� hogy a deszk�ak hossza ��� cm�t�ol

legfeljebb 	�� cm�rel t�er el�

�� Egy l
oveg t
uzel egy �	�� m�eter t�avoli c�elpontra� A l�ot�avols�ag

ingadoz�asa a �	�� m k
or
ul norm�alis eloszl�as�u �� m sz�or�assal�

Hat�asosnak tekinthet�o egy l
ov�es� ha a tal�alat a c�elhoz �� m�n�el

k
ozelebb esik� A l
ov�esek h�any sz�azal�eka lesz hat�astalan�

�� Valamely g�ep �� mm �atm�er�oj�u alkatr�eszeket gy�art ��� mm sz�or�assal�

Norm�alis eloszl�as�unak tekintve a legy�artott alkatr�esz �atm�er�oj�et�

mekkora val�osz��n�us�eggel gy�art a g�ep a n�evleges �ert�ek �!�n�al nagyobb

elt�er�es�u alkatr�eszt�

� Valamely szolg�altat�o v�allalathoz a naponta be�erkez�o megrendel�esek

sz�ama norm�alis eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o �� sz�or�assal� Mekkora

a megrendel�esek v�arhat�o sz�ama� ha tudjuk� hogy

P �� � 	�� � ����

�� Egy gy�ar r�adi�ocs
oveket gy�art� Egy bizonyos fajta ad�ocs�o �elettartama

a vizsg�alatok szerint norm�alis eloszl�as�u� ���� �ora v�arhat�o �ert�ekkel �es

��� �ora sz�or�assal� A gy�ar a cs
ovekre garanci�at v�allal� H�any �or�as



���� Norm�alis eloszl�as ��

m�uk
od�esre sz�oljon a garancia� ha a gy�ar legfeljebb �! garanciaig�enyt

k��v�an kiel�eg��teni�

���� Egy automata g�ep zacsk�okba vegyszert adagol� A bet
olt
ott vegyszer

s�ulya norm�alis eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o ��� gr v�arhat�o �ert�ekkel

�es 	 gr sz�or�assal� A g�ep a vegyszert egym�ast�ol f
uggetlen
ul adagolja� Az

egy nap alatt elk�esz��tett csomagok sz�ama Poisson�eloszl�as�u� � � ����

v�arhat�o �ert�ekkel� Mennyi a val�osz��n�us�ege annak� hogy az egy nap alatt

elk�esz��tett csomagok k
oz
ott legfeljebb 	� olyan csomag van� amelyben

a bet
olt
ott mennyis�eg nem �� �es ��� gramm k
oz�e esik�

��� Egy urn�aban feh�er �es fekete goly�ok vannak� Annak val�osz��n�us�ege�

hogy feh�er goly�ot h�uzunk� ���� Mennyi annak a val�osz��n�us�ege� hogy

���� visszatev�essel h�uzott goly�o k
oz
ott a feh�er goly�ok sz�ama �� �es

�	� k
oz�e esik�

�	� Legyen � az A esem�eny meg�gyel�es�ere v�egzett n f
uggetlen k��s�erlet

eset�en az A bek
ovetkez�eseinek sz�ama�

Mutassuk meg� hogy ha P �A� � ���� akkor a

���n� ���
p
n � � � ���n� ���

p
n

egyenl�otlens�eg ��! val�osz��n�us�eggel teljes
ul�

���� Ha � norn�alis eloszl�as�u m �es  � � param�eterekkel� akkor az � � e�

val�osz��n�us�egi v�altoz�o �logaritmikusan norm�alis� eloszl�as�u

g�y� �

� �
	y
p
��
e�

�ln y�m��

��� � y 	 ��

�� y � �

s�ur�us�egf
uggv�ennyel�

a� Igazoljuk ezt az �all��t�ast�

b� Sz�am��tsuk ki M����t �es D�����t�

c� Mutassuk meg� hogy ebben az esetben fenn�all az

M�e�� � eM���
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egyenl�otlens�eg�

��� Igazoljuk� hogy ha � logaritmikusan norm�alis eloszl�as�u� akkor az

� � a�n� a � �� n 	 �

szint�en logaritmikusan norm�alis eloszl�as�u�

��� Legyenek �� �es �� f
uggetlen� N ��� ��� illetve N ��� �� eloszl�as�u val�o�

sz��n�us�egi v�altoz�ok� Hat�arozzuk meg ����� s�ur�us�egf
uggv�eny�et�

���� Legyen � N ��� �� eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o� Sz�am��tsuk ki a

M�� cos ��� M����� � ���� �es M�sin ��

v�arhat�o �ert�ekeket�

���� Legyen � N ��� �� eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o� A D��sin �� vagy

D��cos �� �ert�eke lesz nagyobb�

��� Egy foly�o feletti h��d t�eglalap alak�u� koordin�at�ai a Descartes�f�ele

koordin�atarendszerben eleget tesznek a k
ovetkez�o felt�eteleknek�

jxj � ��� jyj � ����

T
uz�ers�egi t�amad�as eset�en a l
oved�ek becsap�od�as�anak ��� �� pont�

ja� ugyanabban a koordin�atarendszerben� k�etdimenzi�os norm�alis

eloszl�as�u� f
uggetlen koordin�at�akkal �es � � ��� � � ��� Az �M��M��

pontot c�elpontnak nevezz
uk� Hat�arozzuk meg annak a val�osz��n�us�eg�et�

hogy a l
oved�ek a h��dra esik� ha a c�elpont�

a� ��� ��#

b� ���� ��#

c� ��� 	���


