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ELOSZO

Matematikat tanulni anékil, hogy feladatokon, problémdakon is
gondolkodnank, keveset ér. A feladatok nem csak 1j oldalakrdl vilagitjak
meg, és egyuttal mélyitik is fogalmainkat, valamint azokrdl szerzett
ismereteinket, hanem megoldasuk soran azt is ellenorizhetjiik, hogy
fogalmaink, ismereteink helyesek-e. A feladatok megoldasa fejleszti
szemléletiinket, hozzasegit ahhoz, hogy ”érezziikk” a megtanult anyagot,
és ami szintén igen fontos, kialakitja és fejleszti az onallé6 munkara, a
problémamegoldé gondolkodasra valé készségiinket.

Jelen feladatgytjtemény célja, hogy a valdszinliségszamitas és mate-
matikai statisztika alapveto fogalmait, mdédszereit és eszkozeit a hallgatdk
kiilonbozo szinti feladatokon keresztiil elsajatitsak és elmélyitsék.

A példatar 3 6 részbol all: valdszinliségszamitas, matematikai
statisztika és végeredmények. A feladatok egyik része a definiciék
felhaszndalasaval egyszeriien megoldhatd, a masik része elméleti jellegii,
azaz be kell bizonyitani egyes allitdsok helyességét. A *-gal jelolt
példak arra szolgdlnak, hogy az érdeklédo hallgatékat egy kicsit nagyobb
munkara serkentsiik. Igyekeztiink a feladatokat ugy Osszedllitani, hogy
a hallgatoknak necsak a valdsziniiségszamitas és matematikai statisztika
alapismeretek és modszereinek elsajatitasaban segitsenek, hanem abban
is, hogy az oOsszefuggéseket megértsék, és megadjak a moddszerek adta
lehetoségeket is.

A feladatgyljtemény tematikdja szervesen kapcsolddik a tudomany-
egyetemeken oktatott tananyaghoz. A programozé matematikus, ta-
narszakos valamint levelezo hallgatékon kiviil hatékonyan hasznalhatjak
mindazok, akik a ”véletlen” tudomanya és alkalmazasai irant érdeklod-

nek.
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VALOSZINUSEGSZAMITAS

1. KOMBINATORIKA

1.1. Permutdciok, kombindciok, varidciok

10.

Hany kiilonbozo négyjegyl szamot alkothatunk két 1-es, egy 2-es és
egy 3-as szamjegyekbol?

Hany olyan tizjegyt szam van, melyben minden szamjegy csak egyszer
fordul elo?

Hanyféleképpen rendezheto egy sorba 10 no és 16 férfi, ha a nok elol
allnak?

Hany olyan hatjegyii telefonszamot alkothatunk a 2,3,5,6,7,9 szam-
jegyekbol, amelyben a masodik jegy 3-as?

Egy 12 tagu tarsasag kerek asztalnal foglal helyet.  Hanyféle
sorrendben tlhetnek, ha a helyek nem szamozottak?

Egy 14 tagi tanccsoport kort alakit. Hanyféleképpen alakulhat
a tancosok sorrendje, ha a két legmagasabbnak egymas mellé kell
keriilnie?

Egy kockaval hatszor dobunk egymas utan. Hanyféle olyan dobasso-
rozat van, amelyben nincs azonos pontszamu dobas?

Ha az adott elemek szamat csokkentjik 2-vel, a lehetséges per-
mutacidk szama 12-ed részére csokken. Mennyi volt az elemek szama?
Hany otjegyt szamot irhatunk fel harom 4-es és két 5-0s szamjegyek-
bol?

Hany olyan tizjegyi szamot irhatunk fel az 1,2,...,9 szamjegyekbol,
amelyben a jegyek mindegyike elofordul?

5



1. KOMBINATORIKA

11.

12.
13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Egy pont egységnyi 1épéseket tesz neg a szamegyenesen ”+7 és 7 —"

iranyban. Hanyféleképpen juthat el az origotol 15 1épéssel a +3-ba?
Hany otjegyt paratlan szam készitheto az 1,2, 3,4,5 szamjegyekbol?
Mutassuk meg, hogy

()2 = [(n = DY [(n + 1)! = nl].

Adott a sikban n db pont. Ezek koziil nincs 3 olyan, mely egy
egyenesen lenne. Valamely pontbdl kiindulva az egyes pontokat
osszekotve zart n-szoget rajzolhatunk. Hany kiilonb6zo n-szoget
kaphatunk?

Hanyféleképpen lehet a sakktablan 8 bastyat elhelyezni tgy, hogy
egyik se tisse a masikat?

a) a bastyak egyformak,

b) a bastydk kiilonbozéek.

Hanyféle nyaklancot készithetiink 7 kiillonboz6 szinii gyongybol?
Mekkora az 1,2,...,n (1 < n < 9) szdmjegyek permuticiéi altal
alkotott szamok Osszege?

Négy sportrepiilo felvaltva gyakorlatozik egy kétszemélyes gépen ugy,
hogy az egyik vezeti a gépet. Hanyféle szereposztas lehet?

Kilenc kiilonboz6 szinbol hanyféle 3-szinii zaszlét készithetiink?

Egy sakkversenyen 12 sakkozd vesz részt. Kormérkozést jatszanak,
mégpedig gy, hogy minden par kétszer jatszik egymas ellen valtott
szinekkel. Hany mérkozésre keriil sor a versenyen?

Hany szelvényt kellene kitolteni a toton, hogy az elso 13 mérkozést az
egyik szelvényen biztosan eltalaljuk?

Legalabb hany szamjegyre van sziikségiink ahhoz, hogy 243 otjegyt
szamot irhassunk fel ezek felhasznalasaval?

Hanyféleképpen iltethetiink egy padra 5 férfi és 4 n6 koziil 5 személyt
ugy, hogy 2 no6 vagy 2 férfi ne keriiljon egymas mellé?

Hany kiilonbozo elembdl képezhetiink 176-tal tobb 3-ad osztalyu

ismétléses varidciot, mint 3-ad osztalyu ismétlés nélkiilit?
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25.
26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Hany olyan otjegyli szam van, amelyikben 4 paros és 1 paratlan
szamjegy szerepel?

Pontbdl és vonasbol hany, legfeljebb 4 elemi jel allithaté ossze?
Mekkora az 1,2 szamjegyekkel felirhatd otjegyli szamok osszege?

4 személy egyszerre érkezik egy kétszemélyes lifthez. Hanyféleképpen
valaszthatjuk ki koziilik az els6 menet utasait?

Hanyféleképpen helyezhetiink el 5 levelet 16 rekeszben, ha a levelek
kozott nem tesziink kiilonbséget és egy rekeszbe

a) legfeljebb 1 levelet,

b) t6bb levelet is tehetiink?

Adott a sikban 10 &altaldnos helyzet pont. Hany olyan egyenes van,
amely az adott pontok koziil kettén atmegy.

Egy gyar 4 férfi és 4 n6i munkast keres felvételre. A felvételre 5 férfi
és 8 no jelentkezik. Hanyféleképpen valaszthato ki a kivant létszam?
Hany olyan négyjegyii, kiillonbozé szamjegyekbol allé szam van,
amelyekben 2 paros és 2 paratlan jegy szerepel?

Egy térsasdgban mindenki mindenkivel kezet fogott. Osszesen 66
kézfogas tortént. Hanyan voltak?

Hanyféleképpen oszthatunk ki 32 kartyat négy jatékos kozott tugy,
hogy minden jatékos 8 kartyat kapjon?

Egy gépkocsivezeto 4-iiléses kocsijaval 9 szenélyt akar 3 csoportban
egymas utan elszallitani. Hanyféleképpen teheti ezt, ha a legidosebb
személyt az elso0 menetben szallitja?

Egy tszoéversenyen az egyik versenyszamban 16 indulé van. Ezeket két
8-as csoportba kivanjak beosztani, mégpedig ugy, hogy a két favorit
egyazon csoportba keriiljon. Hanyféleképpen végezheto el a beosztas?
Egy gyermek 5 kiilonbozo fagylaltb6l valaszthat haromgombdcos
adagot. Hanyféle lehetoség van a valasztasra?

Egy tarsasagban 7 fit és 5 lany van. Hanyféleképpen alakulhat beldliik

5 egyszerre tancolé par?
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39.

40.

41.

42.

43.

44 .*

45.%

46.%*

47.%

48.%

49.%*

50.

Egy allatszelidito 5 oroszlant és 4 tigrist akar kivezetni a porondra,
de 2 tigris nem johet egymas utan. Hanyféleképpen allithatja sorba
az allatokat?

Hanyféleképpen lehet sorbarendezni n 0-t és k 1-est ugy, hogy két 1-es
ne keriiljon egymas mellé?

Egy allatszeliditonek n db oroszlanja és k db tigrise van. Hanyféle-
képpen allithatja sorba az allatokat, ha 2 tigris nem allhat egymas
mellett? Mikor oldhaté meg a feladat?

Egy konyvespolcon 12 kiilonbozo konyv all. Hanyféleképpen lehet
koziliik kivalasztani otot ugy, hogy ezek kozott ne legyenek egymas
mellett allok?

Hanyféleképpen lehet n db konyv koziil k-t kivalasztani ugy, hogy
ezek kozott ne legyenek szomszédosak? Mikor oldhato meg a feladat?
Artur kiraly asztaldanal 12 lovag iul. Mindegyikiik hadilabon &ll a
szomszédaival. 5 lovagot kell kivalasztani, akik kiszabaditjak az
elvarazsolt hercegnot. Hanyféleképpen tehetjik ezt meg 1igy, hogy
az b lovag kozott ne legyenek ellenségek?

Hanyféleképpen lehet a kerek asztalndl ulo n lovag kozil k-t
kivalasztani ugy, hogy szomszédokat nem valaszthatunk?
Hanyféleképpen lehet n elem sorrendjét gy felcserélni, hogy egyik se
maradjon az eredeti helyén?

Hatarozzuk meg n elem olyan permutaciainak a szamat, amelyekben
r szamu kitlintetett elem nincs az eredeti helyén (a t6bbi elem helye
tetsz6leges lehet)!

A sivatagban 9 tevébdl all6 karavan halad. Az utazas olyan hosszira
nyulik, hogy végil mindegyik teve megunja, hogy ugyanazt a tarsat
latja maga elott. Hanyféleképpen lehet a tevéket igy atrendezni, hogy
egyikiik elott se menjen ugyanaz a teve, mint eredetileg?

A korhintan n gyerek ul. Ugy akarnak helyet cserélni, hogy mindegyik
elott mas iiljon, mint elozoleg. Hanyféleképpen tehetik ezt meg?
Harom gyerek 40 almat szedett. Hanyféleképpen oszthatjak el egymas

kozott az alméakat, ha azok mind egyformak?
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51.

92.

93.

54.

95.

96.

Hanyféleképpen lehet k személy kozott n egyforma targyat szétosztani
ugy, hogy mindegyik legalabb r db-ot kapjon?

Egy orszagban nincs két olyan ember, akiknek pontosan ugyanazok
a fogai hianyoznanak. Mekkora lehet legfeljebb az orszag lakossaga?
(Egy embernek 32 foga lehet.)

Hanyféleképpen oszthatunk el harom ember kozott 6 egyforma almat,
1 narancsot, 1 szilvat, 1 citromot, 1 kortét, 1 birsalmat és 1 datolyat?
Hanyféleképpen oszthatjuk el ezeket a gyiimolcsoket 1ugy, hogy
mindenki pontosan 4 db-ot kapjon?

Hanyféleképpen tehetiink 9 dobozba 7 fehér és 2 fekete golyét? A
dobozok kiilonbozoek és egyesek kozuliik tiresen is maradhatnak!

4 egyforma kockat feldobunk. Hanyféle médon alakulhat a dobas
eredménye? (A kockdkat nem kiilénboztetjiikk meg.)

1.2. A binomzaalis tétel.

A binomzidlis egyutthatok tulajdonsdgas.

Hatarozzuk meg a kovetkezo Osszegeket:

! 3<T>+32(Z>+---+3”,

1 1 2n
92n  92n—1\ 1 +oe

k=0

Igazoljuk az alabbi azonossagokat:

L )
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(-2

3. Bizonyitsuk be a binomialis egytitthatok alabbi tulajdonsagait:

a) (g>+(g>+:<7;>+<g)+

b)
Zk(Z) —
k=1
4. Allitsunk el az y = (1 + x)™ figgvény differencidlhanyadosai

segitségével képletet a kovetkezo Osszegekre:

a) £ ()
>(5)(3)

5. Igazoljuk a kovetkezo egyenloségeket:

a) ()= (1),



1.2. A binomidlis tétel. A binomidlis egyiitthatdok tulajdonsagai.

11

6.* Igazoljuk a kovetkezd egyenldséget:

i(—l)f—n (J) (N> _ { bohan =
: n/\J 0, han#N !
7.* Igazoljuk, hogy a > 0, b > 0 esetén fennill a

n

Z <Z> lga™*bk = lg(ab)"Qn_1

k=0

egyenloség!

8. Mutassuk meg, hogy

() () =)
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2. ESEMENYALGEBRA

1. Lassuk be, hogy barmely A, B eseményre igaz
A=A+ AB, A+ B=A+AB !

2. Milyen kapcsolat all fenn az események kozott, ha igaz
) AB=A,

b) A+ B=A,

c) A+ B=A,

d) AB=74,

e) A+ B=AB?

3. Igazoljuk, hogy minden A, B eseményre igazak a kovetkezok:

a) A\B=B\ A

b) (AB)(AB) = (AB)(AB) !

4. Mutassuk meg, hogy ha A, B, C tetszoleges események, akkor az ABC

és (A + B + C) események egymast kizdrjik!

5. Bizonyitsuk be az alabbi osszefiiggéseket:

) (AB)\C = (4\ C)(B\ ),

b) A\ (BC) = (A\ B)+ (4\C) ,

0) (A\B)\C = A\ (B+0C),

Q) (A\B)\C = (A\C) - (B\C),

e) (A\B)+C=[(A+C)\B]+ BC'!

6. Igazoljuk az aldbbi formuldk helyességét a Ao B = (A\ B) + (B\ A)
(szimmetrikus differencia) felhasznaldsaval:
a) AoB=(A+ B)o AB,

b) (A )B Bo A,

c) ( C)=ABo AC

d) A+ B=AoBoAB!

13



14 2. ESEMENYALGEBRA

7. Legyen AAB = AB + AB.
a) Igaz-e, hogy a miivelet kommutativ és asszociativ?

b) Igaz-e, hogy disztributiv abban az értelemben, hogy
(AAB)C = ACABC 7
c) Igaz-e, hogy
(A+ B)oC=AoC+BoC 7

8. Bizonyitsuk be, hogy barmely eseményalgebra elemei a szimmetrikus
differenciara, mint csoportmiiveletre nézve Abel csoportot alkotnak!
9. Bizonyitsuk be, hogy barmely Boole-algebra elemei a szimmetrikus
differencia és a szorzas miuveletére nézve egységelemes kommutativ
gytrit alkotnak!
10.* Egy n elemi eseményt tartalmazé véges eseményalgebraban sokféle
teljes eseményrendszer adhato meg. Jeloljik az egymastol kiilonbozo

teljes eseményrendszerek szamat T;,-nel. Mutassuk meg, hogy

~ n
Top1 =1+ (k>Tk !
k=1



3. VALOSZINUSEGSZAMITAS

3.1. A klasszikus képlettel megoldhato feladatok

1. Ha tiz konyvet helyeziink el tetszéleges sorrendben egy konyvespolcon
és harmat elére megjelolink, akkor mennyi a valdsziniisége annak,
hogy az elhelyezés soran a megjelolt konyvek egymas mellé keriilnek?

2. 10 telefonvezeték koziil 4 beazas miatt elromlik. Ezutan 4 vonalon

kisérelnek meg hivast. Mekkora annak a valészinlisége, hogy a hivasok

fele a beazas miatt nem lesz sikeres?

3. Egy csomag magyar kartyabodl kiveszink 1 lapot, megnézziik a szinét,

majd visszatesszik. Ismét valasztunk 1 lapot, mennyi a valészintisége

annak, hogy a 2 lap azonos szinu?

4. 10 lapra felirjuk a tiz szamjegyet. Hatarozzuk meg annak valdszinii-

ségét, hogy 2 lapot kihtzva, egymas mellé téve a kapott szam oszthato

18-cal!

5. b kiilonboz6 szakasz hossza rendre 1,3,5,7,9 egység. Mennyi a valé-

szintlisége annak, hogy 3 szakaszbdl haromszog szerkesztheto?

6. A magyar kartyacsomagbdl egyszerre 3 lapot kihizva mekkora a va-

16szintisége annak, hogy koziiliik legalabb 1 zold?

7. Egy sotét helyiségben 4 egyforma par cipé Ossze van keverve. 4

darabot kivalasztva mennyi a valdsziniisége annak, hogy a cipok

kozott van legalabb 1 par?

8. 10 db egyforintost feldobunk. Mekkora annak a valésziniisége, hogy

mindegyiken irds vagy mindegyiken fej van?

9. Egy dobozban n golyé van, 1,2,...,n szamokkal jelolve. Egyenként

kihtuzzuk az Osszes golyot. Mennyi a valdszintisége, hogy

a) minden alkalommal nagyobb szdmu golyét hizunk ki, mint az el6z6

volt,

15
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

b) a k-val jelolt goly6t éppen a k-adiknak hizzuk ki?

Egy kor alaku asztal mellett tizen vacsoraznak. Mennyi a valdszinii-
sége annak, hogy két n6 nem keril egyméas mellé, ha az asztalnal 5
férfi és 5 no volt?

Egy kerek asztalhoz n kiilonb6z6 magassagi ember il le. Mennyi
annak a valdszintisége, hogy a legnagyobb és a legkisebb egymas mellé
keriil?

Egy urnaban 6 piros, tobb fehér és fekete golyé van. Annak valdszi-
niisége, hogy egy golyot kihuzva az fehér vagy fekete 3/5, piros vagy
fekete 2/3. Hény fehér és fekete golyé van az urndban?

Egy urnaban M piros és N — M fehér golyé van. Egymas utan hiizunk
az urnabol golyodkat visszatevés nélkiil. Mennyi annak a valészintisége,
hogy a k-adik hizasnal kapunk el6szor piros golyét?

Egy dobozban 5 piros golyé van. Hany fehér golyét kell hozzatenni,
hogy fehér goly6 hiuzasanak valdsziniisége nagyobb legyen 0.9-nél?
Két sakkcsapat kormérkozést rendezett. Mindkét csapat 2-nél tobb
jatékossal rendelkezett. Mindenki mindenkivel jatszott 1 jatszmat.
A mérkézés soran 163 jatszmara kerult sor. A mérkdzésre vald
felkésziilés soran hazi versenyt is rendezett mindkét csapat, ezekben
is mindenki 1 jatszmat jatszott mindenkivel a sajat csapatabdl. A két
csapatban igy Osszesen 66 jatszmara kerilt sor. A mérkozések befe-
jezése utani banketten, amin minden jatékos részt vett, véletlenszerien
2 jatékossal beszélgetett a riporter. Mennyi annak a valészintisége,
hogy mindkét jatékos a nagyobb létszamu csapat tagja volt?

20 db 40 W-os és 30 db 60 W-os égobdl egymés utan kivesziink 2
darabot anélkil, hogy az elsot visszatennénk. Mennyi a valdszintisége
annak, hogy

a) mindketté 40 W-os lesz,

b) egyik sem 40 W-os,

c) csak az egyik 40 W-os?

Oldjuk meg az el6zo feladatot gy is, hogy a mintavételt visszatevéssel

végezzik!
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.%

9 golyot helyezziink el véletlenszeriien 4 dobozba. Mekkora annak

a valdszintiisége, hogy minden dobozba legalabb 2 golyé keriil, ha a

golyok egyformak?

Dobjunk fel 2 kockat egyszerre. Mennyi annak a valdszintisége, hogy

a dobott szamok oOsszege 77

Mennyi annak a valésziniisége, hogy 3 kockaval 17-et dobunk?

A fitk és lanyok sziiletési valészintiségeit 1/2-nek tekintve mennyi

annak a valdsziniisége, hogy egy hatgyernekes csaladban 3 fiu és 3

lany van?

100 alma kozul 10 férges. Kiveszink az almék koziil valogatas nélkil

otot. Mennyi a valészintusége, hogy lesz kozotte férges?

Egy vendégld egyik asztaldnal 9 vendég iil. Osszesen rendelnek 3 iiveg

sort, 4 tésztat és 2 kavét. (Minden vendég csak egy ételt vagy italt

rendel.) Pincériink emlékszik arra, hogy mib6l mennyit kell hoznia, de

teljesen elfelejtette, hogy kinek mit kell adnia. Taldlomra szétosztja

amit hozott. Mennyi annak a valészintisége, hogy mindenki azt kapja,

amit rendelt?

10 ember utazik egy vonaton, egymastol fliggetleniil szallnak be

osszesen 4 vagonba. Mi a legvalésziniibb elhelyezkedése a 4 vagonban

a 10 utasnak?

Egy urnaban 3 piros, 3 fehér és 3 zold golyd van. Ezek koziil

hatot véletlenszeriien kivalasztva, mennyi annak a valdszintisége, hogy

legyen koztik mindharom szint?

Egy kockaval 2-szer egymas utan dobunk. Mennyi a valdszintisége,

hogy az els6 dobas eredménye nagyobb, mint a masodiké?

Mennyi a valdszintisége, hogy

a) 12 ember,

b) k ember (k < 12) sziiletésnapja kiilonb6z6 hénapokban legyen
(minden hénap egyformdan val6szinii)!

Legalabb hdny ember esetén nagyobb 1/2-nél annak valdsziniisége,

hogy legaldabb kettonek azonos hénapra essék a sziletésnapja?
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29.

30.

Mennyi annak a valdsziniisége, hogy egy 4 tagu tarsasagban legyen 2
enber, akinek azonos napra esik a sziiletésnapja? (365 napot vesziink
alapul.)

Egy hallgaté 40 tétel koziil huszat ugy megtanult, hogy abbdl jelesre
tud vizsgazni, a masik 20-bdl csak jora. A vizsgatétel kivalasztaskor a
hallgato kihuz 2 tételt, és valaszthat, hogy ezek koziil melyikbol felel.

Mennyi a valdszintisége, hogy jelest kap?

3.2. Geometriat valdésziniségek

Egy ember elfelejtette felhtizni az érajat, és igy az megallt. Mennyi a
valészintisége annak, hogy a nagymutaté a harmas és hatos kozott all
meg. Tételezzik fel, hogy annak a valdszintisége, hogy a nagymutato
a szamlap keriiletének valamely megadott ivén all meg az illeté iv
hosszaval aranyos!

Egy R sugaru korre véletlenszeriien radobunk egy r sugaru korlapot,
r < R. Feltessziik, hogy annak a valdsziniisége, hogy a radobott
korlap kozéppontja a R sugard kor valamely tartomanyaba esik,
aranyos e tartomany teriiletével. Mekkora annak a valdszintisége, hogy
a R sugaru kor teljes egészében tartalmazza a r sugard kort?

Egy futball-labdat talalomra nekirigunk egy haznak, amely 10 m
hosszi és 5 m magas. A hazon két 2 x 1.5 m-es ablak van. Mennyi a
valészintisége, hogy a labdat az ablakba rugjuk?

Egy egységnyi hosszisagu szakaszon talalomra kijeloliink két pontot.
Mekkora a valdészintisége annak, hogy a koztik levo tavolsag kisebb,
mint egy elére megadott h hossz, 0 < h < 1.

Egy egységnyi hosszusagu szakaszon valasszunk ki taldlomra két pon-
tot. Mennyi a valésziniisége annak, hogy a keletkezett szakaszokbdl

haromszog szerkesztheto?
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6.

10.

11.

12.

13.

A (0,1) intervallumra véletlenszertien rddobunk két pontot. Mennyi
annak a valdszintisége, hogy a keletkezett szakaszok hossza

a) kisebb mint 1/2,

b) nagyobb mint 1/4?

Valasszunk ki a (0,1) intervallunon taldlomra egy pontot. Jeloljiik
e pontnak a 0-tél vett tavolsagat &-vel. Mennyi annak a valészini-
sége, hogy a &, 1 — £, 1/2 hosszisagu szakaszokbdl haromszoget lehet
szerkeszteni?

A (—1,1) intervallumba véletlenszeriien dobjunk két pontot. Jeldlje

koordinatajukat £ és n. Tekintsiik a kovetkez6 masodfoki egyenletet:
2 4+ €x+n=0.

Hatarozzuk meg annak a valdszintiségét, hogy a gyokok valdsak!

Két személy megbeszéli, hogy délelott 10 és 11 ora kozott taldlkoznak
egy adott helyen. Erkezésiik az adott idén beliil véletlenszerti. Mennyi
a valoszintisége annak, hogy a korabban jovonek nem kell egy negyed
6ranal tobbet varnia a méasikra?

Mennyi a valészintuisége annak, hogy valamely, talalomra kivalasztott,
az egységnél rovidebb élhosszusagu téglatest testatléja az egységnél
kisebb?

Véletlenszertiien felirunk két, 1-nél kisebb, pozitiv szamot. Mekkora a
valészintisége, hogy

a) Osszegiik kisebb 1-nél,

b) szorzatuk kisebb 2/9-nél,

c) Osszegiik kisebb 1-nél és szorzatuk kisebb 2/9-nél?

Egy egységnyi oldali négyzet 2 atellenes oldalan talalomra valasztunk
egy-egy pontot. Mekkora annak a valdsziniisége, hogy ezek tavolsaga
a-ndl kisebb (1 < o < v/2)?

A (0, a) szakaszon véletlenszertien elhelyeziink 2 pontot. Mennyi a va-
l16szintisége, hogy ezen pontok 0-tél vett tavolsdgainak négyzetosszege

a?-nél nagyobb lesz?
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14. Egy egyenlo oldali haromszog keriiletén valasszunk hiarom pontot
véletlenszertien. E harom véletlen pont meghataroz egy haromszoget.
Mennyi annak a valészintisége, hogy a kis véletlen haromszog lefedje
az eredeti haromszog silypontjat? Mutassuk meg, hogy ez a valdszi-
niség tetszoleges haromszog esetén is ugyanannyi!

15.*% Tegytlik most fel, hogy pontjainkat egyenld oldali haromszog belsejé-
ben valasztjuk véletlenszertien. Mutassuk meg, hogy a fedés valdszi-
nisége ugyanannyi, mint az el6z6 feladatban!

16.* Taldlomra és egymadstdl fiiggetleniil valasztunk egy-egy pontot egy
négyzet keriiletén és belsejében. Mennyi a valdszintisége, hogy a két

pont tavolsaga kisebb lesz a négyzet oldalanal?

3.3. Valosziniségszamitdst tételek
és ezek alkalmazdsaz

1 . Mutassuk meg, hogy ha P(A) > 0.7 és P(B) > 0.9, akkor
P(AB)>0.6 !
2. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges A, B, C esetén
P(Ao(C)< P(AoB)+ P(BoC(C) !

Bizonyitsuk be, hogy ha P(B o C) = 0, akkor P(B) = P(C).
Mutassuk meg, hogy barmely A,B,C esetén

|P(AB) — P(AC)| < P(Bo ()
5.* Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges A,B esetén

IP(AB) ~ P(A)P(B)| < {!
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7.%

9.*

10.*

11.*

Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges A1, ..., A, esetén
P(Ajo---0A,)>P(A1)+ -+ P(4,) — (n = 1)!

n sorban elhelyezett dobozba talalomra N golyét helyeziink el tgy,

hogy a golyéknak nind az n® elhelyezését egyenléen valésziniinek

tételezziik fel. Mennyi a valdszintisége, hogy az els6 k doboz egyike

sem tires?

Egy urnaban 1,2,..., N szamjegyekkel jelzett lapocskak vannak.

Mekkora a valdszintisége annak, hogy sorjaban kihuzva a lapocskakat,

legalabb egyet ugyanolyan sorszamu hizaskor hizunk ki, mint a rajta

levo szam?

Mennyi a valdszintisége annak, hogy N targyat elhelyezve n dobozba

pontosan k szamu iires doboz lesz?

n vizsgazé lefelé forditva rakja le az indexét egy asztalra, majd

mindegyik felvesz egy indexet talalonra.

a) Mennyi a valdsziniisége, hogy pontosan k hallgaté vélasztja ki a
sajat indexét?

b) Mihez tart ez a valészintiség, ha n — co?

Egy n hazasparbdl all6 tarsasag tancol. Az osszes parokra vald oszlas

egyenloen valészinli. Mennyi annak a valészintisége, hogy egy bizonyos

pillanatban senki sem tancol a feleségével?

3.4. Feltételes valosziniiségek,

1.

a teljes valdsziniség tétele és Bayes-tétele

Mutassuk meg, hogy tetszdlege A, B esetén fennall a kovetkezo

egyenl6ség, ha P(B) > 0

P(A|B) =1 - P(A|B)!
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2.

10.

11.

Igazoljuk, hogy barmely A, B,C, P(C) > 0 esetén
P[(A+ B)|C] = P(A|C) + P(B|C) — P(AB|C)!

Legyen P(B) > 0. Igazoljuk, hogy

P(A)/P(B), ha AC B,

P(A|B) = {
1, ha B C A.

Legyen P(A) = 1/4, P(A|B) = 1/4, P(B|A) = 1/2. Szamitsuk ki a
P(A + B) és P(A|B) valésziniiségeket!

. Mennyi P(A) és P(B), ha P(A|B) = 7/10, P(B|A) = 1/2, P(A[B) =

1/57
Igazoljuk, hogy ha P(A) = 4/5 és P(B)=9/10, akkor

< P(A|B) < §!

NN RN |
©| oo

Bizonyitsuk be, hogy ha P(BC) > 0, akkor
P(AB|C) = P(A|BC) - P(B|C)!

Ha egy kétgyermekes csaladnal tudjuk, hogy legalabb az egyik gyerek
lany, akkor mi a valdszintisége, hogy van fii is a csaladban?

2 kockaval dobunk. Mennyi a valdszintisége, hogy a dobott szamok
osszege 7, feltéve, hogy a dobott szamok 0sszege paratlan?

Egy asztalnal négyen kartyaznak. A 32 lapos magyar kartyat
egyenloen szétosztjak egymas kozott. Ha az egyik kivalasztott
jatékosnak nem jut asz, mennyi a valdszintisége annak, hogy az utana
kovetkezonek sem jut?

Valakit keresunk az egyetemen. A keresett személy egyforma valo-
szintiséggel lehet adott 5 terem valamelyikében, és annak a valdszi-

niisége, hogy az 5 terem valamelyikében jelen van: p. Mar 4 termet
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

megnéztiink, és a keresett személyt nem taldltuk. Mennyi a valdszi-
nisége, hogy az otodik teremben megtalaljuk?

Egy 32 lapos kartyacsomagbdl 4 lapot huzunk ki egymds utan
visszatevés nélkiill. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy az elso 2
kiraly, a harmadik felso, a negyedik pedig asz?

Egy egységnyi hosszusagu szakaszon talalomra két pontot valasztunk.
Mennyi a valdsziniisége annak, hogy mindkét pont a szakasznak egyik
elore kijelolt végpontjahoz van kozelebb, feltéve, hogy a valasztott
pontok tavolsdga kisebb, mint 1/37

A és B egymadstol fiiggetleniil hazudnak ill. mondanak igazat 2/3 ill.
1/3 valdsziniiséggel. Feltéve, hogy A azt éllitja, hogy B hazudik,
mennyi a valésziniisége, hogy B igazat mond?

Egy egyetemi vizsgdn az A-szakos hallgaték 60%-a, a B-szakos
hallgaték 80%-a szerepel sikeresen. Az A-szakos hallgatdk az éviolyam
15%-4at teszik ki. Mennyi a valészintisége annak, hogy egy taldlomra
kivalasztott hallgaté sikeresen vizsgazott?

Egy céllovoldében harom rekeszben vannak puskak. Az els6 rekeszben
3 puska, a masodikban 1, a harmadikban 2. Ezekkel rendre 0.5,0.7,0.8
valészintiséggel taldlunk célba. Mennyi a taldlat valdszintisége, ha
talalomra valasztunk ki puskat?

Egy dobozban 5 fehér és 2 piros golyé van. Elobb 2 golyét hizunk a
dobozbdl visszatevés nélkil, majd egy harmadikat. Mennyi a valdszi-
nisége annak, hogy a harmadiknak kivett golyd piros?

Két doboz mindegyikében 100 db csavar van. Az els6 dobozban 10 db,
a masodikban 6 selejtes. Taldlomra kivesziink egy csavart valamelyik
dobozbdl. A dobozok koziil egyenl6 valdsziniiséggel valasztunk.
Mennyi annak a valdszintisége, hogy a kivett csavar j67

Egy kor alaku céltabla 2n egyenlo szognyilasi, a kozépponttdl kiinduld
korcikkekre van bontva. Mennyi a valdszintisége, hogy két egymas
utani 1ovés atellenes korcikkbe esik?

Két jatékos, A és B a kovetkezo jatékszabalyok alapjan jatszik. A

feldob egy kockat, azutan két érmét annyiszor dob fel, ahanyat a
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21.%

22.

23.

24.

25.

kockaval dobott. Ha e dobasok soran legalabb egyszer két fejet dobott,
akkor B fizet A-nak 1 Ft-ot, ellenkez6 esetben A fizet B-nek 1 Ft-ot.
Melyikiiknek elényos a jaték? (A jaték annak el6nyos, akinek nagyobb
a nyerési lehet&sége.)
Szindbadnak jogaban all N haremholgy koziil valasztani egyet oly
modon, hogy az elotte egyenként elvonulé holgyek valamelyikére
ramutat. Tegyiik fel, hogy egyértelmii (szigoruan monoton) szépségi
sorrendet tud megallapitani az el6tte elvonulé haremholgyek kozott,
és hogy a haremholgyek barmely elvonulasi sorrendje egyenlGen
valoszinl. Szindbad k szamu holgyet elenged, majd a tovabbiak koziil
kivalasztja az elsot, aki szebb az Osszes elotte elvonultnal.
a) Mennyi a valésziniisége, hogy a legszebb holgyet vélasztja ki?
b) Milyen k-ra lesz a legnagyobb a valésziniisége annak, hogy a
legszebb holgyet valasztja ki, ha N elég nagy?
Két varos kozotti taviroosszekottetés olyan, hogy a leadott tavirdjelek
koziil a pontok 2/5-e vonalla torzul, a vonalak 1/3-a pedig ponttd. A
leadott jelek koziil a pontok és vonalak aranya 5 : 3. Mennyi annak
a valdszinlisége, hogy ha a vevo oldalon pontot kaptak, akkor az add
pontot tovabbitott?
Tegyiik fel, hogy a férfiak 5%-a és a nék 0.25%-a szinvak. Egy 20
nobol és 5 férfibol allo csoportbdl egy személyt taldlomra kivalasztunk.
Megallapitjuk, hogy szinvak. Mennyi a valdszintisége, hogy not
valasztottunk ki?
n doboz mindegyikében n szamu golyd van, az i-edikben ¢ db piros,
t=1,...,n, a tobbi fehér. Véletlenszertien kivalasztunk egy dobozt,
és abbdl kihuzunk egy golyot. Ez piros lett. Mennyi annak a valdszi-
nisége, hogy azt az utolsé két doboz valamelyikébol hiuztuk?
Tegyiik fel, hogy valamely tizembdl kikeriild art 75% valdszinliséggel
els6 osztalyu. A kikerult termékeket vizsgalatnak vetik ald. Annak va-
l6szintisége, hogy a vizsgalat soran egy elso osztalyi terméket nem elso
osztalyunak minoGsitenek, 0.02. Annak valdszintisége viszont, hogy egy

nem elsé osztalyut elsé osztalytinak minositenek, 0.05. Mennyi annak
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26.

27.%

28.%

29.%*

a valdszintisége, hogy egy olyan termék, amely els6 osztalyt mindsitést
kapott, valoban els6 osztalya?

Egy gydrban hdrom gép gyart csavarokat. A termékek 25%-4t az A-
gép, 35%-at a B-gép, a tobbit a C-gép gyartja. Az A-gép 5%-ban,
a B-gép 4%-ban, a C-gép pedig 2%-ban termel selejteket. Ha egy
talalomra kivalasztott csavar selejtes, mennyi a valdszintisége, hogy
azt az A-gép gyartotta?

Képzeljiik el a kovetkezo vizsgaztatasi rendszert: minden vizsgakérdés
egy vizsgalapra van felirva, és minden kérdéshez harom valasz van
megadva, amelyik koziil csak egy helyes. A vizsgazénak ezt a lapot
kell kitoltenie a helyesnek vélt valasz megjelolésével. Tegyiik fel, hogy
a vizsgazo p valdszintséggel tudja a helyes valaszt. Ha nem tudja a
véalaszt, akkor 1/3 valdsziniiséggel jeloli meg valamelyiket. A vizsgalap
atnézése utan kideriil, hogy helyes a valasz. Mennyi a valészintisége,
hogy azért adott helyes valaszt, mert tudta a helyes eredményt?

A tanszék egyik oktatdja p valdszintiséggel szokott bejonni a tanszékre.
Feltesszik, hogy ha ismerdseinek azt mondja, hogy aznap bejon, akkor
ok
AR

6_>‘

k =0,1,.... Ha pedig azt mondta, hogy nem joén be, akkor \* =

annak a valdszintisége, hogy k ember keresi aznap telefonon u*

(0 < A < p). Feltéve, hogy k hivéas érkezett, mennyi annak a valészi-
niisége, hogy az oktaté bejon aznap? (Ha az oktaté azt mondja, hogy
bejon, akkor tényleg bejon!) Vizsgaljuk a k — oo esetet!

Legyen (1—p)p™ (n = 0,1,...) annak valészintisége, hogy egy almafin
n virag van. Tegyuk fel, hogy minden viragbdl o valoszintiséggel lesz
érett gyumolcs. Feltéve, hogy egy almafan r alma van, mennyi annak

a valdszintisége, hogy a fan eredetileg n virag volt?



26

3. VALOSZINUSEGSZAMITAS

3.5. Fuggetlen események valoszinisége

10.

Igazoljuk, hogy ha A és B fiiggetlen események, akkor A és B is az!
Igazoljuk, hogy ha A, B és C események paronként figgetlenek, és A
fiiggetlen B + C-t6l, akkor A, B, C teljesen fiiggetlenek!

Ketten 16nek egy céltablara. A taldlat valdsziniisége az els6 személy
esetében 0.7, a masodik esetében 0.6. A taldlatok egymaéstoél
fiiggetlenek. Mennyi annak a valészintisége, hogy legalabb egy talalat
van a céltablan?

Ketten felvaltva 1onek egy céltablara az els6 talalatig. A kezd6
taldlatanak a valészintisége 0.2, a masodiké 0.3. Mekkora a valészinii-
sége annak, hogy a kezdoé lesz az elso talalat?

Egy r sugaru korbe szabalyos hatszoget rajzolunk. Ezutan a korlapon
4 pontot valasztunk taldlomra. Mennyi annak a valdszintisége, hogy
mind a 4 pont a hatszog belsejébe esik?

Az Osszes szamjegyet egyenként felirjuk tiz lapra. A lapok koziil
talalomra valasztunk egyet, megnézziik a rajta levo szamjegyet majd
visszatessziik. Legalabb hanyszor kell igy huznunk, hogy 0.9-nél
nagyobb valdszintiséggel legyen a kihizott szamok kozott legalabb egy
paros szam?

Az A, B,C események paronként figgetlenek és pozitiv valdszini-
ségiiek. Alkothatnak-e teljes eseményrendszert?

Bizonyitsuk be, hogy ha A C B és A és B fiiggetlenek, akkor P(B) =1
vagy P(A) = 0!

Legyenek az Ay, ..., A, események fiiggetlenek és legyen P(A;) = p;,
1 =1,...,n. Igazoljuk, hogy

n n

1- [ -p)

)i

-
=
I

Haromszor dobunk fel egy szabalyos pénzdarabot. Jelentse A azt az

eseményt, hogy a dobdsok kozott fej és iras is elofordul, B pedig,
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11.

12.*

13.*

14.*

azt az eseményt, hogy legfeljebb 1 iras fordul elo. Allapitsuk meg,
fliggetlen-e A és B!

Mennyi annak a valdszinlisége, hogy két, egymastol fiiggetleniil
kitoltott lottdszelvény koziil legalabb az egyik négytalalatos?
Kiszéamitand6 a P(Ay o Ay o---0 A,) ha az A4,..., A, események
fiiggetlenek, és mindegyik valdsziniisége p!

Az ) eseménytér n elemi eseményb6l all. &k milyen értékeire
lehet megadni 2 részhalmazain a P valdszinliséget és az Aq,..., Ay
eseményeket gy, hogy azok fliggetlenek legyenek és 0 < P(A4;) <1
1 =1,...,k teljesiiljon?

Legyenek az Ay, Ao, A3 események egymast kizard események, melyek
a P(A1) = p1, P(A2) = pa, P(A3) = p3 valdsziniiséggel kovetkeznek
be. Mennyi a valésziniisége annak, hogy n fliggetlen kisérletet végezve,
a kisérlet soran az As elobb kovetkezett be, mint az A; vagy As?
Szamitsuk ki e valdszintiség hatarértékét, ha a kisérletek szama a

végtelenhez tart!
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4. A VALOSZINUSEGI VALTOZOK ES
JELLEMZOIK

4.1. Valosziniségeloszlds.
FEloszlas- és striségfuggvény

1. Az alabbi szamsorozatok koziil melyek alkotnak valdszintiségeloszlast?

)pq, g=1—p, O0<p<l, k=12,...;
b) p k=n,n+1,...;

c) k:(k:+1)7 k=1,2,...;

d) p*,3p°¢,3p¢*,¢>, ¢=1—-p,0<p<1;

e) 3ke3/kl, k=0,1,....

Eloszlasfuggvenyek e a kovetkezo figgvények?
a) F(z) =32 + 5 arctanz

0, x <0
b) F(x) :{

x>0

x>0

1—i—ar:2 )
Milyen « és ¢ értékre lesz eloszlasfiuggvény a kovetkezo fiiggvény:

Bizonyitsuk be, hogy ha F(z) eloszlasfiiggvény, akkor [F(z)]® is
eloszlasfiiggvény, o > 0!

29
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Bizonyitsuk be, hogy ha F(x) eloszlasfiiggvény, akkor

z+h 1 z+h
Gila) = [ PO Gaw) =5 [ F(
is eloszlasfiiggvény!

Legyen F'(z) folytonos eloszlasfiiggvény és F'(0) = 0. Mutassuk meg,
hogy

F(z) - F(3), =>1,
G(fﬁ){
0, rx<l1

is eloszlasfiiggvény!

Egységnyi hosszisagu szakaszon egymastdl fiiggetleniil két pontot
valasztunk talalomra. Legyen a valdszinliségi valtozé a két pont
kozotti tavolsag. frjuk fel az eloszlasfiggvényt és surtségfiiggvényt!
Hatarozzuk meg annak valdszinliségét, hogy a két pont tavolsaga
legalabb 3/4!

Egységnyi hosszusagu szakaszt taldlomra valasztott pontjaval két
részre osztva, mi a keletkezett szakaszok koziil a kisebbik hosszanak
az eloszlasfiggvénye?

Az alabbi figgvények koziil melyek sturiségfiiggvények?

{ Sz 0 <z <1,

0, mashol;

&, T>1,
b) f(x) :{
0,

mashol,;

c) f(x):%l_:ﬁ, T € R;

mashol;

0
4r3e2" >0,

0, mashol;



4.1. Valészinliségeloszlas. Eloszlas- és stirliségfiiggvény 31

10.

11.

12.

13.

{ 2¢e7%(1—e™%), x>0,
0, mashol,;
g) f(z) = %e"””', xr € R;

log %, 0<ax <1,

h) f(év):{

0, mashol;

— X 1_ — T
{ — + =, >0,
0, mashol;

j) flx) = 2(;‘—1)!@\”_16_)"“, reR, X>0.

Az A, a,b allandok milyen értékei esetén suruségfuggvény az

B A
 1+a(z—b)2’

f(z) z € R?

Egy & valdszinliségi valtozo sturtségfiggvénye

0, z<2,
-]

5, T>2.

Hatarozzuk meg az a egyttthatd értékét! Szamitsuk ki, milyen x
értéknél adédik P(€ > z) = 1/2!

Egy & valdszinliségi valtozo sturtségfiggvénye

0, r <2,
-]

ﬁ, af;ZZ

Mekkora az A érték?  Mekkora valdszinliséggel esik & a (2,3)
intervallumba?

Egy valoszintiségi valtozé sturiuségfiiggvénye

Acosy, 0<z<m,
-

0, kiilonben.
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14.*

15.

16.

17.

18.*

a) Mekkora az A érték?

b) Trjuk fel az eloszlasfiiggvényt!

c) P(¢>3)?

Valasszunk az egységnégyzetben véletlenszeriien egy pontot. Jelolje &
a pontnak a négyzet legkozelebbi csicsatél valo tavolsagat. Hataroz-
zuk meg £ stirtiségfiiggvényét!

Az z tengely (0,1) intervallumdn véletlenszeriien kivalasztunk egy
pontot. Jeldlje & a pont tavolsdgat a koordinatarendszer (0,1)
pontjatél. Hatarozzuk meg stiriségfiiggvényét!

Az F(x) eloszlasfiiggvényt O-ra szimmetrikusnak nevezziik, ha siri-

ségfiiggvényére

Bizonyitsuk be, hogy
F(z) 4+ F(—z) = 1!

Legyen &-nek az F(z) eloszlasfiiggvénye folytonos és szigorian
névekvé . Hatdrozzuk meg az n = F(£) valdsziniiségi valtozé
eloszlasat!

Egy telefonfiilke elott allunk, és varjuk, hogy az el6ttiink beszélo
befejezze a beszélgetést. Az illeté véletlentdl fiiggd ideig beszél,
beszélgetési idétartaménak siirtiségfiiggvénye (az id6t percben mérve)

e 3, x>0.

w|8

W | =

a) Hatdrozzuk meg annak valdsziniiségét, hogy a beszélgetés 3 percnél
tovabb tart!

b) Mennyi annak a valésziniisége, hogy a beszélgetés tovabbi 3 percnél
tovabb tart, feltéve, hogy 3 percnél tovabb tartott?

c) Mennyi annak a valészintlisége, hogy a beszélgetés ¢t + 3 percnél

tovabb tart, feltéve, hogy t percnél tovabb tartott?
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19.* Tegyiik fel, hogy a & valdszintliségi valtozé ”6rokifji”, azaz tetszdleges

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

t,s > 0 esetén
P >t+s|E>t)=P(€>s).

Hatarozzuk meg £ eloszlasfiggvényét!
Bizonyitsuk be, hogy ha f(z) olyan siirliségfiiggvény, amely az egész
pozitiv valés tengelyen pozitiv, akkor megadhaté olyan h(x), az egész
tengelyen pozitiv és monoton névekedé fiiggvény, hogy h(z)f(z) is
sturuségfiggvény!
Legyen & egyenletes eloszlasu a (0, 1) intervallumon. Hatdrozzuk meg
az n = &2 eloszlasat!
Legyen £ egyenletes eloszlasi a (-1,1) intervallumon. Hatdrozzuk meg
az n = &2 eloszlasat!
A (0,1) intervallumon taldlomra felvesziink egy pontot. Mekkora a
valészintisége annak, hogy e ponttdl az intervallum végpontjaiig mért
tavolsagok négyzetosszege a tavolsagnégyzetosszeg minimumat a-nal
nagyobb pontossdggal megkozeliti (0 < a < 3)?
Legyen £ normalis eloszlasi m és o > 0 paraméterekkel. Mutassuk
meg, hogy az

n=a+b, a#0

szintén normalis eloszlasu!
Csapagygolyok atméroje normalis eloszlasi valdszinliségi valtozdé m
és 0 > (0 paraméterekkel. frjuk fel a golydk felszinének eloszlasat
jellemz6 struségfiiggvényt!

Legyen ¢ struségfiiggvénye

a) Irjuk fel az n = /€ siirfiségfiiggvényét!
b) Allapitsuk meg, mekkora valdszinliséggel vesz fel az 1 1-nél kisebb
értéket!
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Legyen ¢ folytonos eloszlasi val6sziniiségi valtozd és jeldlje F'(z) az
eloszlasfiiggvényét. Hatdrozzuk meg a -In F'(x) valdszintiségi valtozé
eloszlasfiiggvényét!

Mi a feltétele annak, hogy a & és % egyforma eloszlasiak legyenek?
Legyen & X paramétert exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozo.
Hatarozzuk meg 2¢ + 3 stirtiségfiiggvényét!

Legyen £ A\ paramétert exponencialis eloszlasu valészintiségi valtozo.
Hatdrozzuk meg &3 stirtiségfiiggvényét!

Legyen £ A\ paramétert exponencialis eloszlasu valészintiségi valtozo.
Hatarozzuk meg /€ stirtiségfiiggvényét!

Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ egyenletes eloszlasi a (-7, 5)-n, akkor

n =tg€ (1,0) paraméterii Cauchy-eloszlasi!

(f”(x)ziljﬁ)

Legyen ¢ normalis eloszlasi valdészintuségi valtozé m és o > 0

paraméterekkel. Hatdrozzuk meg az n = ef valdsziniiségi valtozé

sturiségfliiggvényét!

4.2. A varhato érték és a szords

1.

A ¢ valdszinliségi valtozo lehetséges értékei: —1,0,1,2. Az ezekhez
tartozé valdszintiségek rendre 1/12,5/12,1/4,1/4. Szamitsuk ki a
varhato értéket és a szérast!

Egy kockaval addig dobunk, amig hatost nem kapunk. Mennyi
lesz az addigi dobasszam varhaté értéke, ha az utolsé dobast is
beleszamitjuk?

Két kockaval dobunk addig, amig valamelyiken hatot nem dobunk.
Mekkora lesz a dobasok varhaté szama, ha az utolsé dobast is

beleszamitjuk?
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10.

11.

12.

13.
14.

Egy kockaval haromszor dobunk egymds utan. Jelentse £ a hatos
dobdsok szamat. Hatarozzuk meg M (§)-t és D(&)-t!

Legyen £ olyan valdsziniiségi valtozé, amelynek lehetséges értékei:
(—1)k2% /k, k = 1,2,.... A hozzdjuk tartozé valdsziniiségek rendre:
pe = 1/2% k = 1,2,.... Mutassuk meg, hogy {pj}?>, valészinii-
ségeloszlas, és nem létezik a varhatd érték!

A £ valészintiségi valtozd lehetséges értékei legyenek: 0,1,2,..., és a
hozzajuk tartozo valdszintségek pg,p1,.... Bizonyitsuk be, hogy ha
M (£) < oo, akkor

ME) =S P> ).
k=1

Egy érmével dobunk. Ha az eredmény fej, akkor még kétszer dobunk,
ha iras, még egyszer. Mennyi az Osszes fej-dobasok szamanak varhato
értéke?

Két kockaval dobva mennyi lesz a dobott szamok maximumanak, ill.
minimumanak varhato értéke?

Hatarozzuk meg a lottotalalatok szamanak varhatd értékét egy
taldlomra kitoltott szelvényen!

Ermével dobunk addig, amig el6szor fordul el6, hogy két egymas utani
dobas azonos. Mennyi a sziikséges dobasok szamanak varhatoé értéke?
Ketten céllovésben versenyeznek, a két versenyzo p, ill. po valdszinii-
séggel ér el taldlatot (p1 < p2). Az lgyetlenebb kezd, majd felvaltva
16nek. Aki el6szor talal, nyer. Mennyi a valdsziniisége, hogy az
ugyesebb nyer? Mennyi a jaték varhaté idétartama, ha percenként
egy lovést adnak le?

Legyen & A\ paraméteri Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozoé.
Hatérozzuk meg az 1/(1 + &) varhaté értékét!

Hatarozzuk meg a lotton kihuzott szamok Osszegének varhato értékét!
Egy urndban n cédula van 1-t0l n-ig szamozva; kihizunk m darabot
koziluk visszatevéssel. Mennyi a kihtizott szamok Osszegének varhato

értéke?
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Milyen A értékre lehet az

A

~1rg €l

f ()

fuggvény suriségfiggvény? Mutassuk meg, hogy az e sliriiség-
fuggvénnyel jellemzett valészintiségi valtozonak nem létezik varhato
értéke!

Egy folytonos eloszlasu valdszintiségi valtozo sturiuségfiggvénye:

0, z<I,
-

Szamitsuk ki a varhaté értéket és szérasnégyzetet!

Mutassuk meg, hogy az

0, z=<1,
-

97237 x>1

surtségfiggvényu valdszintiségi valtozonak létezik varhato értéke, de
szorasa nem!

Két pontot valasszunk taldlomra egy egységnyi hosszisiagu szaka-
szon. Hatarozzuk meg a két pont tavolsaganak varhatd értékét és
szorasnégyzetét!

Bizonyitsuk be, hogy ha az f(z) siriségfiiggvény gorbéje az z = a
egyenesre szimmetrikus, és M (&) 1étezik, akkor M (&) = a!

A gazmolekuldk sebességét tekintsik olyan valdszintségi valtozonak,

amelynek sturiségfiiggvénye

%m%_h%j, x>0,
f(z) =
0, x < 0.
Szamitsuk ki a varhato értéket!

Szamitsuk ki az



4.2. A varhaté érték és a széris 37

22.

23.

24.

25.

26.%*

27.

28.%

29.%*

sturtiségfliiggvényl valdszintiségi valtozo varhatd értékét és szérasnégy-
zetét!
Szamitsuk ki a kovetkezd surtuségfiiggvénnyel jellemzett eloszlasok
varhato értékét és szérasat!

lz|, —1<z<1,
a) f(z) = {

0,  maskor;
2

%6_%, x >0,
b) f(z) ={
0, x < 0.

Legyen a ¢ valdszintségi valtozé sturiiségfiiggvénye

0, x < 0,
-]

DN AP v
me , X 2 0.

Hatdrozzuk meg M (€)-t és D?(€)-t !

Legyenek & és n fluggetlen valoszintiségi valtozok. Tegyiik fel , hogy
16tezik M (€), M(n), D(€), D(n). Hatarozzuk meg D?(&n)-t!
Szamitsuk ki az (a,b) intervallumon egyenletes eloszlasi valdsziniiségi
valtozo n-edik momentumat!

Legyen a & normalis eloszlasu 0,1 paraméterekkel. Szamitsuk ki a &
2k-adik és (2k + 1)-edrendi momentumait!

Mutassuk meg, hogy tetszoleges valds ¢ szam esetén

ME—-c)?>M [(f— M(f))ﬂ ;

és az egyenl6ség csak a ¢ = M(£) esetén 4ll fenn, ha a feladatban
szerepl6 varhaté értékek 1éteznek!
Legyen ¢ egyenletes eloszlasti a (—1,+/3) intervallumon, és legyen
n =arctgé. Hatarozzuk meg M (n)-t !
Ha

M(EY) + M) = 2M (€%,
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bebizonyitandd, hogy £ csak 0 és 1 értékeket vehet fel !
30. Legyen £ nemnegativ valészintiségi valtozo, és tegyiik fel, hogy M (&)
és M(%) létezik. Bizonyitsuk be, hogy

31. Bizonyitsuk be, hogy ha &1, ..., & nemnegativ, egész értéki, fiiggetlen

valésziniiségi valtozdk és M (&1) < oo, akkor
oo k
M(min(&y,..., &) =Y [ P& >i) !
i=1j=1
32.% Legyen £ nemnegativ egész értékii valdsziniiségi valtozd,
Wr,=PE>k), k=12....
Kiszdmitand6 az S = Y, | kW), Osszeg, ha adottak M (&) és D(§)!

4.3. A Csebisev-egyenlotlienség
€s a nagy szamok torvénye

1. A ¢ valdsziniiségi valtozé stirtiségfiiggvénye csak a (0, 6) intervallumon
killsnbozik 0-t61, és M(€) = 1. Igazoljuk, hogy

P({<5) > !

Ot =~

2. Egy forgalmas palyaudvaron meghatarozott idoben egy ujsagarus 1
ora alatt eladott ujsdgainak szdma Poisson-eloszlasi A = 64 varhato
értékkel. Adjunk alsé becslést a

P(48 < £ < 80)

valdszintiségre, ha & az eladott olvasnivalék szamat jeloli!
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Egy £ valdsziniiségi valtozéra M () = 50, D(§) = 20. Szamitsuk
ki, hogy legfeljebb mekkora valészintiséggel tér el £ M (£)-t6l abszolit
értékben legalabb 60 egységgel! Mekkora ennek a valdsziniiségnek a
pontos értéke, ha £ normalis eloszlasu?

Egy & pozitiv valészinliségi valtozora
M) =10, D) =10.

Szamitsuk ki, hogy legfeljebb mekkora valdszintiséggel veszi fel £ az
55 értéket! Mekkora a valdsziniiség pontos értéke, ha & exponencialis
eloszlasu?

Egy textilgyarban eloallitott vég szovet hosszanak varhaté értéke 35
m, szorasa 0.3 m . Legfeljebb mennyi annak a valdszintisége, hogy a
vég hossza legalabb 1 m-rel eltér a varhato értéktol?

Egy forgalmas tutkeresztezodésben egy éra alatt athalado gépkocsik
szama legyen £. Tegyiik fel, hogy M (&) = 500, D(£) = 25. Legaldbb
mekkora valdszintiséggel esik 400 és 600 kozé az egy ora alatt athaladé
gépkocsik szama?

Adjunk alsé ill. felsé becslést a

P(l& = M(&)| >3D(¢)) ill. P(|€ - M(£)] <3D(E))

valészintiségekre! Szamitsuk ki a P(|¢& — M(€)| < 3D), ha ¢

a) normalis eloszlasu,

b) exponencidlis eloszlasu,

c) egyenletes eloszldsu a [—1, 1]-n,

d) Poisson-eloszlasu, M (&) = 0.09!

Hanyszor kell egy szabdlyos érmét feldobnunk, hogy a fejek szamanak
relativ gyakorisdga legalabb 0.9 valdszintiséggel 0.1-nél kevesebbel
térjen el a valészintiségtol?

Hanyszor kell egy szabalyos kockat feldobnunk, hogy a 6-os dobdas valo-
szinliségét az esemény relativ gyakorisdga legalabb 0.8 valészintiséggel
0.1-nél kisebb hibaval megkozelitse?
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10.

11.

12.*

13.

14.

15.

A gydrtményok 10%-a hibds. A mindségi ellendrzés csak akkor talalja
elfogadhaténak a tételt, ha ebben legfeljebb 12% hibds . Mekkora
legyen a tételben a gyartmanyok darabszama, hogy a hibas aruk
relativ gyakorisdga a megfelelo valoszintiségtol legalabb 0.95 valészi-

niiséggel ne térjen el 0.02-nél nagyobb értékkel?

Bizonyitsuk be, hogy ha &, , n és p paraméteri binomidlis eloszlasu,

akkor
n 1

n 4de“n
Ha n fliggetlen kisérletet végziink egy A esemény megfigyelésére, és e

kisérletek soran &, az A bekovetkezéseinek szamat jelenti, tovabba e
olyan kicsiny pozitiv szam, amelyre 0 < € < pq, ahol p = P(A) > 0,

és ¢ = 1 — p, akkor fennall a
g

Egy célpontra 200 lovést adnak le. A taldlat valészintisége minden

_ € 'rL‘)S >
n —p‘ > E) <2¢ (o)
n

egyenlOtlenség.

16vésnél 0.4. Milyen hatdrok kozé fog esni 90% valdszintiiséggel a
talalatok szama?

Egy csavargyarté automata esetén kivanjuk meghatarozni a selejt-
ardnyt. E célbdl megvizsgaltunk 5000 csavart. Osszesen 80 selejtet
taldltunk. Hatdrozzuk meg, hogy az ebbdl szamitott 80/5000 relativ
gyakorisdg az ismeretlen p valészintiséget 90% biztonsiggal mennyire
kozeliti meg!

Valamely tarsadalni rétegben meg akarjuk hatarozni a szeszfogyasztok
aranyat. Hany megfigyelést kell elvégezni ahhoz, hogy a megfi-
gyelésbdl ad6dé arany a valédi ardnytél 95% valdszintiséggel legfeljebb
1%-kal térjen el?
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16. Legyen a g(z), x > 0, fliggvény nemnegativ és monoton névekvo.

Mutassuk meg, hogy tetszoleges valdszintiiségi valtozora igaz, hogy

Mg(1£]))
)

P(e) > ¢) < =27

)

feltéve, hogy M (g(|£])) < oo!
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5. TOBBDIMENZIOS VALOSZINUSEGI
VALTOZOK

5.1. Tobbdimenzidos valosziniségeloszlas.
FEloszlas- és striségfuggvény

1. Végezzunk két kockaval dobasokat. A & jelentse az egyik kockan
dobott szdmot, n jelentse a mdsikon dobottat. Irjuk fel a (&,m)
kétdimenzios valdszintségi valtozé eloszlasat!

2. Egy dobozban n piros, n fehér, n zold és n kék goly6 van. Jelentse
¢ a mintaban levé piros, n a fehér, és ( a zold golydk szamat, ha
visszatevés nélkiil kivesziink n golyot.

a) [rjuk fel a (&,m, ¢) hdromdimenzids valészintiségi valtozo eloszlasat!
b) Szamitsuk ki a £ peremeloszlasat és a (£, n) kétdimenziés eloszlast!

3 . Legyen (£,7n) egyenletes eloszldsi a (—a < z < a,—b < y < b)
egyenlotlenséggel jellemzett téglalapon.
a) Irjuk fel (&,7) eloszlasfiggvényét!

b) Szamitsuk ki a kdvetkez6 valdszintiségeket:

P(¢€<0,n7<0), P(E<0,n> %),

P0<E<40<n<y), PE > §)

e

4. A (&,n) eloszldsfiiggvénye a kovetkezo:
l4+e ™™V —e—e Y, x>0,y>0,
F(z,y) = {

0, kiilonben.

Hatarozzuk meg a & és n peremeloszlasokat! Szamitsuk ki a
P <1,n < 1)-t!
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5. Mutassuk meg, hogy az

07 ) S -z,
F(z,y) = {

1, y>—=

fliggvény nem lehet eloszlasfliiggvény!
6. Szdmitsuk ki a P(§ < 1,n < 1) és P(£ < 1,n > 3) valdszinfiségeket,
ha (§,n) egyiittes stirtiségfiiggvénye

I 0<e<20<y<2,

a) f(may) - {

0, kiilonben,

e—:z:—y, xr > an > Oa

b) f(may) - {

0, kiilonben!

7. Allapitsuk meg, lehet-e sfirliségfiiggvény az

1 22 —2zy+2y2

f(may) - %6_ 2

fliggvény!

8. Hatarozzuk meg, az A milyen értéke mellett lehet az
flz,y) = 2* + Ay®

figgvény a (0 < =z < 1,0 < y < 2) tartomdnyban egy
(&,m) kétdimenzids eloszlds stirtiségfiiggvénye! frjuk fel a & és n
peremsuruségét is!

9. Hatarozzuk meg az

™

stiriségfiiggvénnyel jellemzett (£,7) peremstirtiségfiiggvényeit!
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10. A (&,n) kétdimenzids eloszlast normalis eloszlasunak nevezziik, ha az

egyluttes sturiuségfiiggvény:

1
f r,y) =
() 2mo1094/1 — p?

O’% 0102 O’%

(o)

Mutassuk meg, hogy a peremeloszldsok is normadlisak, (mq,o0q) ill.

(mg, 09) paraméterekkel!

11.% A (&,1n,¢) hdromdimenzids valésziniiségi valtozé siiriiségfiiggvénye:

f(x,y,z) — 1 @_%($2+y2+22—2y+2z+2)

B 2w\ 2T

Szamitsuk ki a &, 7, ( peremstirtiségfiggvényeit! Szamitsuk ki a (£, n)

egylittes peremsiriségfiiggvényt is!

5.2. Feltételes eloszldsok.
Valdsziniiségt vdltozok fuggetlensége

1. A (& 1) kétdimenzids valdsziniiségi valtozo eloszlasa:

£\n 0 1
0 p p
1 D 3p
2 2p 4p

Szamitsuk ki az

a) P(E=iln=0),i=0,1,2;
b) P(§ <2[n=0),

c) P(§>1n=1),
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d) P(n = 1| > 1) valdsziniiségeket!

Legyen (£,n) egyenletes eloszlast az =2 + y? < 1 koron.

a) Irjuk fel (¢, n) siirliségfiggvényét!

b) Szamitsuk ki £ és n peremstirtiségfiiggvényét!

c) Irjuk fel az f(z|y) és f(y|z) feltételes siiriiségfiiggvényt, majd
szarmitsuk ki az F'(z|n = 0) feltételes eloszlasfiiggvényt is!

Hatarozzuk meg az f(z|y) és f(y|z) feltételes stirtiségfiiggvényeket, ha

(&€,m) egytlittes siriségfiiggvénye

2

a) fla,y) = me 3 mavts);
b) f(w,y) = gre™ 2 v

s

A (&,n) kétdimenzids eloszlast jellemezze az

(L +zy(z® —y?), |zl <Lyl <1,
flz,y) =
0, kiillonben
sturtségfiggvény. Allapitsuk meg, fiiggetlen-e a £ és n vagy nem! frjuk

fel az f(z]y) és f(y|x) feltételes stirtiségfiiggvényeket! Végiil szamitsuk

ki az

/ O;f(mly)dm s [ O:of(y\m)dy

integralokat!

A (&, n) stirtiségfiggvénye a kovetkezd:

I, 0<z<l1l, 0<y<2(1-ux),

flz,y) = {
0, kiilonben.

a) Allapitsuk meg, fiiggetlenek-e & és n!

b) Irjuk fel az f(z]y) és f(y|z) stirliségfiiggvényeket!

c) Szédmitsuk ki a P (0 < ¢ < &|n = %) valSszinfiséget!
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7%

Legyen a (&,7n) normélis eloszlast

f(z,y) = ie—<w)

27

stiriségfiiggvénnyel. Legyenek p és v (0 < v < 27) a (§,7n) pont
polarkoordinatai. Hatarozzuk meg v feltételes eloszlasat a o = r
feltétel esetén!

Legyenek a & és n valdszintiségi valtozok figgetlenek, & legyen A
paraméteri exponencidlis eloszlasi, és n legyen a (0,2m) interval-
lumon egyenletes eloszldsi. Vezessik be a (; = /Ecosn, (o =

VEsinn jeloléseket. Bizonyitsuk be, hogy (1, (» fiiggetlenek és kozos

A 2
\/je—)\x |
T

sturtségfiggvényuk

5.3. Valoszintségr vdltozok fiuggvényeinek eloszldsa

1.

Legyen a (£, n) strliségfiiggvénye:

e~ @tv) 2 >0,y >0,

f(ma y) = {
0, kiilonben.

Szamitsuk ki a £ 4+ n strtiségfiggvényét!
Legyen (&,n) slirliségfliggvénye

\/5 _m2—2my+3y2
x,y) = —e 1
fla,y) =~
Vezessiik be a ( = n — &, 7 = n transzformaciot!
a) frjuk fel a ( és T egyuttes suruségfuggvényét!

b) Allapitsuk meg, fiiggetlenek-e a ¢ és T valtozok!
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3.

5.*

6.*

7.%

8.*

Legyen & és 1 mindegyike normadlis eloszlast m = 0, ¢ = 1

paraméterekkel. Tegyiik fel, hogy & és n fiiggetlenek. frjuk fel a
(=al+bn+c é T=n

valdszintiségi valtozok egylittes siiruségfiiggvényét, és szamitsuk ki a

¢ struségfiggvényét!

. Legyen (£,7n) egyenletes eloszldsi a 0 < =z < 1, 0 < y < 2

tartomanyon. Legyenek

C:§+77, 7'25_77

a) frjuk fel a ¢ és T egyiittes strtségfiiggvényét!
b) Szamitsuk ki a P(¢ < 2,7 > 0)-t !
c) Szamitsuk ki 7 siiriiségfiiggvényét!

A (¢,n) kétdimenzids normélis eloszlasi

I _o2-20y42y?

f(may) - %6_ 2

sturuségfiiggvénnyel.  Igazoljuk, hogy & és n nem fiiggetlenek!
Szamitsuk ki a £ + n struségfiiggvényét!

Agyflval egy célpontra tiizelnek, amelyrol feltessziik, hogy egy
derékszogli koordindtarendszer kozéppontja. A golyd a (&,71) ko-
ordinataju pontra csapddik. & és n fiiggetlenek és normalis eloszlasuak
m = 0, o = 1 paraméterekkel. Szamitsuk ki, milyen eloszlasu a
l6vedék becsapddasi helyének a célponttdl vald tavolsagal

Igazoljuk, hogy ha ¢ és n fiiggetlen normalis eloszlasi valdszintiségi
valtozok 0,1 paraméterrel, akkor ( = & +n és 7 = £ — n fiiggetlenek
és normalis eloszlasuak!

Legyenek & és & fiiggetlen, (1,0) paraméterii Cauchy-eloszldsi

valoszintiségi valtozok, és legyen

_ &1+ &
TT1qe
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10.

11.

Bizonyitsuk be, hogy n is Cauchy-eloszlasu!
Legyenek &1,...,&, fluggetlen és a (0,1) intervallumon egyenletes

eloszlast valészintiségi valtozdk, és jeldlje f,(z) az
M=t G

osszeg surtiségfiiggvényét. Bizonyitsuk be, hogy

fa(z) = ﬁ (x”—l — (Tll) (z — )" 4 (Z) (z —2)" "1 4. )

ahol a zaréjelen beliil az 0sszeg addig halad, amig x,z — 1,2 — 2,...
pozitiv szamok!
Legyenek &4, ..., &, fuggetlen, azonos normalis eloszlasu valoszintiségi

valtozék m és o paraméterekkel. Legyen

Nn = %Zgz
1=1

Hatarozzuk meg a &;-k egytuttes feltételes eloszlasat az n,, adott értéke
esetén!

Legyen a (£,7n) pont egyenletes eloszlasi az egységkoron. Vezessiik be
a ¢ :arctgg,g“ = /&2 + n? jeloléseket. Bizonyitsuk be, hogy ¢ és (
fuggetlenek!

5.4. A vdrhato értékre és szordsra vonatkozo

1.

feladatok. Korreldcios egyutthato.

Legyen £ és n egyitittes siirtiségfiiggvénye:
r+y, O0<x<l 0<y<l,
f(xa y) =
0, kiillonben.

Szamitsuk ki a £ + n és £n varhato értékét!
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2. Legyen (&,7n) normélis eloszlasi

1 2?2 —20y42y2

f(CU,y) - %6_ 2

stiriségfiiggvénnyel. Szamitsuk ki M (&n)-t!
3. Jelentse R(&,7n) a £ és n korrelacios egyiitthatdjat. Igazoljuk, hogy

D*(& +n) = D*(€) + D*(n) + 2D(€)D(n)R(€, n)!

4. Szamitsuk ki az

m=1-§ é m=1-§,

korrelacids egytitthatdjat, ha R(&1, &) = %!

5. Mutassuk meg, hogy ha
m=ak1+b é np=cl+d

akkor R(7713772) = j:R(gl,fz)'
6. A £ és n egylittes eloszlasat a kovetkezo tablazatban adjuk meg:

&\ 1 0
1 0.5 | 0.04

0 0.06 0.4

Szamitsuk ki R(&,n)-t !

7. Adott az A és B esemény. Ismeretes, hogy P(A) = 1/4,
P(B|A) =1/2, és P(A|B) = 1/4. Legyen £ = 1, ha A bekdvetkezik,
és £ = 0, ha nem kovetkezik be. Hasonléan legyen n = 1, ha B
bekovetkezik és n = 0, ha B nem kovetkezik be. Szamitsuk ki R(&, n)-
t! Fuggetlen-e az n és £7
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8. A (&,7) egyiittes eloszlasat a kovetkezé tdbldzat tartalmazza:

£\n —1 0 1
—1 D 3p 6p
1 op 15p 30p

a) Mekkora a p érték? Fiiggetlen-e & és n?
b) Szamitsuk ki a £ + n szérasat!
c) Mekkora az n > 0 valésziniiség?

9. Egy dobozban 4 jo, 3 hibas és 3 selejtes termék van. Egymads utan,
visszatevés nélkiil kivesziink két terméket. Jellemezze £ az elso huzas
eredményét, mégpedig £ = 0, ha selejtest hizunk, £ = 1, ha hibasat,
¢ = 2, ha jot. Jellemezze n a masodik hizas eredményét ugyanuigy.
a) Filiggetlen-e £ és n?

b) Mekkora £ szérdsa?

10. A (&,n) eloszlasat a kovetkez6 tabldzat mutatja:

f\n 2 0 —1
1 p1 P2 p1
0 P2 p1 D2

—2 p1 P2 p1

Tudjuk, hogy R(&,n) = 0. Fiiggetlenek-e?

11. A (&,m) lehetséges értékeit a (0,0), (0,4), (4,4), (4,0) pontok &ltal
meghatarozott négyzet belsejében 1évo egész koordinatiju pontok
alkotjdk. A (&,m) ezeket a pontokat egyenld valdsziniiséggel veszi
fel — a négyzet kozéppontja kivételével, amely négyszer akkora
val6sziniiséggel kovetkezik be, mint a tobbi. Szamitsuk ki az R(, n)-t.
Fuggetlen-e € és n?

12. A (&,m) lehetséges értékei: (1,0), (0,1), (—1,0), (0,—1). A (&n)
ezeket az értékeket egyenlo valdsziniiséggel veszi fel.

a) Vizsgaljuk meg, fliggetlen-e & és n?
b) Szamitsuk ki R(&,n)-t!
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13.

14.

15.

16.

17.

18.*

Legyen (£,n) egytittes siiriiségfiiggvénye:

Sw+y?), 0<z<l1,0<y<l,
f(z,y) =
0, kiilonben.

Szamitsuk ki R(&,n)-t!
Legyen (£,n) egytittes siriiségfiiggvénye:
1 _2/2_ 2

™3

Szamitsuk ki R(&,n)-t!
Bizonyitsuk be, hogy ha

2

flay) = 5 [(fz— ) ey (\/5— ) > ]

z2

akkor fe(z) = fy(z) = \/%e 2, R(&n) =0, de £ és n nem fligget-
lenek!
Szamitsuk ki R(£,n)-t, ha

2 _22-20y+3y2
4

]
€ :
4n

flz,y) =

Legyenek & és n fiiggetlen A, ill. y paraméterti Poisson-eloszlasi valé-

sziniiségi valtozdk. Legyen ¢ = £ + n. Hatdrozzuk meg R(§, ()-t!

A (&,71) 2-dimenziés normdlis eloszldsd, ha az egyiittes siriségfigg-
vény:
1
f(ma y) =

2mo1094/1 — p?

exp [(( —m)? e —m)=m) —m2>2)

O'% 0102 O'%
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a) Bizonyitsuk be, hogy ¢ € N(mi,01), n € N(mg,02), és
R(&,m) = p!
b) Bizonyitsuk be, hogy ha R(&,n) = 0, akkor £ és n fliggetlenek!
19.* Legyenek & és n € N(0,1) és (&,m) is normdlis, p = R(&,n).
Hatarozzuk meg a P(§ > 0,17 > 0) valdszintiséget!
20.* Legyenek &1, ..., &, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozdk, és tegyiik
fel, hogy

Mutassuk meg, hogy p > 0!
21.* Legyen a (£,m) pont egyenletes eloszldsi a D C R? halmazon.
Szamitsuk ki R(&,n)-t, ha
a) D={(z,y) | 2> +y*> <1, >0, y >0},
b) D={(z,y) |z+y <1, >0, y >0}
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6. A LEGFONTOSABB
VALOSZINUSEGELOSZLASOK

6.1. Binomzialis eloszlas

Annak valdszintisége, hogy egy tizemben a nyersanyagellatas valamely

napon zavartalan, 0.75.

a) Mekkora a valdsziniisége annak, hogy egy héten (6 napon) keresztiil
csak harom napon at lesz az ellatas zavartalan?

b) Mennyi lesz az egy heti zavartalan ellatdsi napok szdmdanak
varhato értéke?

2. 100 darab alkatrész kozil 2 darab selejtes. Egymdas utan otszor

vesziink ki 5 elemii mintat, véletlenszeriien visszatevéssel. Mennyi

annak a valdszinlisége, hogy mind az otszor jé alkatrészt hizunk?

3. Egy alkatrészhalmazbdl 6 elemii mintat vettink visszatevéssel. Annak

val6sziniisége, hogy a minta 3 db selejtet tartalmaz 4/25. Mekkora a

selejtarany?

4. Egy automata gépnél megfigyelték, hogy naponta atlagosan 12 db

termék lesz selejtes, ezek szamanak szoérdsa 3.41 .

a) Héany terméket készit naponta a gép?

b) Mekkora annak a valdszinilisége, hogy egy napon a selejtes
termékek szama 10-nél kevesebb?

5. Héanyszor dobjunk fel egy kockat, ha azt akarjuk, hogy 1/2-nél ne

legyen kisebb annak a valdészintisége, hogy a hatos dobasok szama

legalabb 2 legyen?

6. Egy forgalnas postahivatalban egy év alatt 1017 cimzetlen levelet

adtak fel. Mekkora a valdszinlisége annak, hogy egy nap 2-nél tobb

cimzés nélkiili levelet adtak fel?

95
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8.*

9.*

Annak valdsziniisége, hogy egy loveg célba talal, minden 16vésnél

0.001. Mekkora a valdszintisége, hogy 2000 lovés kozil legalabb 2

lovés célba talal?

Egy 1000 nézot befogadd szinhaznak két bejarata van. Mindegyik

bejarat mellett van egy ruhatar. Hany fogasnak kell lennie mindegyik

ruhatarban ahhoz, hogy 100 néz6 koziil atlagosan 99 abban a

ruhatarban vetkozhessen le, amelyik mellett bement?

Vizsgaljuk neg a kovetkezo eseteket:

a) a nézok parosan érkeznek,

b) a nézék egyenként érkeznek. Tegyiik fel, hogy a nézék azonos
valészintséggel valasztanak a két bejarat kozul.

Egy telepilésen 2500 lakos él. Mindegyik lakos korilbeliil 6-szor

utazik havonta vonattal a varosba. Az utazds napjat véletlenszeriien

és egymastol fuggetleniil valasztjak meg. Mennyi legyen a vonaton

férohelyek legkisebb szama, hogy a vonat 100 nap koziil legfeljebb

egyszer legyen tulzsufolt (a vonat naponta egyszer kozlekedik)?

6.2. Poisson-eloszlas

Egy augusztusi éjszakan atlag 10 percenként észlelheto csillaghullas.
Mennyi annak a valdszintisége, hogy egy negyeddra alatt két csil-
laghullast latunk?

Egy konzervgyar valamelyik tiveggyartdl 1 literes tivegeket rendel. 200
db tiveg koziil atlagosan 3 tiveg selejtes. Mekkora annak a valdszini-
sége, hogy 1000 tuveget atnézve, abban pontosan 10 selejtes tuiveget
talalunk?

Kalacsstitéskor 1 kg tésztaba 30 szem mazsolat tesznek. Mennyi a
valésziniisége, hogy egy 5 dkg-os szeletben 2-nél tobb mazsola lesz?
Egy 500 oldalas konyvben 200 sajtéhiba taldlhaté. Mekkora a valészi-

niisége, hogy 10 véletlenszertiien kivalasztott lapon nem lesz sajtohiba?
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10.

11.

Egy ruhaszovet anyagaban 100 m-enként atlag 5 hiba van. Egy 300
méteres szovetet 3 méteres darabokra vagnak. Elorelathatolag hany
hibatlan darab lesz ezek kozott?

Egy elektronikus miiszer 1000 alkatrészbol all. Egy alkatrész a tobbitol
fuggetleniil 0.001 valészintiséggel romlik el egy éve alatt. Mennyi a va-
l6szintisége annak, hogy egy év alatt legalabb 2 alkatrész elromlik?
Egy telefonkozponthoz 600 elofizeto tartozik. Tegyik fel, hogy 0.005
a valdszintisége annak, hogy valamelyik elofizeto egy meghatarozott
oraban kapcsolast kér. Mennyi a valdszintisége annak, hogy abban az
oraban éppen 4 elofizeto kér vonalat?

Televizio-késziilékek gyartasakor 200 késziilékre atlagosan 100 hiba
jut. Az el6z6 tapasztalatokbdl tudjuk, hogy a hibak Poisson-
eloszlasuak. Legfeljebb hany legyartott késziiléket valaszthatunk ki
egyszerre ugy, hogy a kivalasztott késziilékek legalabb 0.1 valdszini-
séggel mind hibatlanok legyenek?

Egy aruhazban adott At hosszisagi idGtartam alatt megjelent
latogatdk szama Poisson-eloszlasi valdszintiségi valtozd A paraméter-
rel. Ismeretes, hogy egy latogatd p valdsziniiséggel vasarol valamit.
Mennyi a valdszintisége annak, hogy adott At ido6intervallumban
éppen k személy vasarol?

Bizonyitsuk be, hogy ha & A paraméterii, n u paraméteri egymastol
fuggetlen, Poisson-eloszlasi valdszintiségi valtozok, akkor € +n A+
paraméterti Poisson-eloszlasu! Altaldnositunk a feladatot n db valé-
szinuségi valtozd esetére!

Egy gyumolcsosben az egyes gyumolcsoket tamado férgek szama
egymastoél fiiggetlen, Poisson-eloszlasu valdszinliségi valtozo, gyiimol-
csonként \ = 2 varhaté értékkel. A gyiimolesost rovarirtoval kezelik,
és ez p = 0.75 valdszintiséggel oli meg a férget. Ebbdl a gyiimolcsbol
szarmazo 10 gyiimolcsot vasarolunk.

a) Mennyi a valészintisége, hogy egy sem lesz férges?

b) Mennyi a valészinlisége annak, hogy Osszesen k férget taldlunk a

10 gyiimolcsben?
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12.

13.*

14.*

15.

c) Mennyi a 10 gyiimolcsben levd férgek szamanak vérhaté értéke és
szorasa?

d) Hatarozzuk meg a férges gylimolesok szaménak valdsziniiségelosz-
lasat, varhato értékét és szérasat!

Legyen £ A\ paraméteru Poisson-eloszlasi.

Hatarozzuk meg M (1—_15)—‘5!

Legyen &) Poisson-eloszlast A varhaté értékkel. Szamitsuk ki a

lim D?(y/€)-t!

A— 00

Egy telefonkozpontban véletlen idopillanatokban érkeznek hivasok.
Tegyiik fel, hogy a hivasok kozotti iddintervallumok egymastol
fliggetlen, A paraméterii exponencialis eloszlasu valdszinliségi val-
tozdk. Jelolje V() a (0,t) intervallumban érkezé hivasok szamat.

Bizonyitsuk be, hogy

Egy kiszolgald helyhez A paraméterti Poisson-eloszlas szerint érkeznek
az igények. Egy iranyité berendezés az igényeket egymastol fiiggetle-

nil p; valészintséggel kiildi az i-dik kiszolgaldegységhez,

sz‘ = 1.
1=1

Jelolje V; az i-dik kiszolgdloegységhez érkezo igények szamat,
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1=1,2,...,n.
Bizonyitsuk be, hogy a V; valdszintiségi valtozok egymastol fiiggetlenek
és O
Api)® s .
PV, =k) = i e i j=1,...,n!

16.* Legyen & A1 paraméterti Poisson-eloszlasi, & Ao paraméterii Poisson-
eloszlasu, Ao > A;. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges k természetes

szamra

P(& < k) > P(& < k)!
6.3. Egyenletes eloszlds

1. Mekkora valészintiséggel vesz fel egy, a (—v/3,v/3) intervallumon
egyenletes eloszlasi valdszintiségi valtozd olyan értéket, amely a
varhaté értékétol szorasanal nagyobb értékkel tér el?

2. A ¢ egyenletes eloszlasu valészintiségi valtozé, és M (&) = D?(€) = 4.
frjuk fel a £ eloszlasfliggvényét!

3. A £ egyenletes eloszldsu az (a,5) intervallumon. Ismeretes, hogy

P(E>M(E-26+1) = %

Mekkora a
P> M(E-1))?

4. A £ egyenletes eloszlasi az (a, b) intervallumon. Az a,b értékeket nem
ismerjiikk. Tudjuk viszont, hogy a (2,5) intervallum teljes egészében

az (a,b) intervallumon fekszik, és

PR<E<E) =1

a) Mekkora a P(3 < ¢ <5)7

b) Mekkora lehet az a minimélis és a b maximalis értéke?
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10.*

c) Az adott feltételek mellett milyen becslést adhatunk a

P(1 < ¢ < 3) valdsziniiségre?
Legyen a & egyenletes eloszlasti a (0,4n) intervallumon. Hatarozzuk
meg az 1) = sin  struségfiiggvényét!
Legyenek ¢, n fliggetlen, a (—1/2,1/2) intervallumon egyenletes
eloszlasu valdszintliségi valtozok. Hatarozzuk meg a & + n slriliség-
fuggvényét!
Legyenek £, n fiiggetlen, a (—1, 1) intervallumon egyenletes eloszlasu
valoszintségi valtozok. Hatarozzuk meg a £ — n strtségfiggvényét!
Legyenek &, n figgetlen, a (—1, 1) intervallumon egyenletes eloszlasi
valészintiségi valtozék. Hatarozzuk meg a &n stiriiségfiiggvényét!
Koktélt akarunk keverni 2/3 rész Gin és 1/3 rész Martini ardnyban.
A Gin és Martini adagolasaval azonban egymastdl fiiggetlen hibakat
kovetiink el, mégpedig oly médon, hogy a hiba egyenletes eloszlasi
mind a Gin, mind a Martini sajat mennyiségének 0 — 10%-aban.
Mennyi a Gin aranyanak varhato értéke?
Az A = (&1,&,&3) pont egyenletes eloszldst az z2 + y2 + 22 = 1
gombon. Hatdrozzuk meg az A pont (z,y) sikra, valamint az z

tengelyre es6 merdéleges vetiiletének eloszlasat!

6.4. Exponencidlis eloszlds

Egy & valoszintiségi valtozé jelenti annak az dtnak a hosszat, amelyet
egy gépkocsi az els6 miuszaki hibaig megtesz. Tegyiik fel, hogy
¢ exponencialis eloszlasi 500 km varhaté értékkel. Szamitsuk ki,
mennyi a valdszintsége annak, hogy £ a varhato értékénél kisebb
értéket vesz fel!

Egy radioaktiv anyag bomlasat vizsgaljuk. Legyen a ¢ értéke
egy tetszoleges atom bomlasdig eltelt id6. Legyen az atomok
élettartamanak varhato értéke 2 év. Hatarozzuk meg a felezési
idejiiket!
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Mutassuk meg, hogy az exponencialis eloszlas rendelkezik az ” orokif-

ju” tulajdonsaggal, azaz
P <z+t[§>t) =P <),

illetve
P>z +t{>1t) = P(£ > x),

Legyenek a &;-k egymastdl fiiggetlen, )\; paraméterii exponencidlis

eloszlasu valoszintiségi valtozok, ¢ = 1,...,n. Mutassuk meg, hogy
P(min(&y,...,6,) <z)=1-— 6—(2?:1>\i)$, z > 0!

Egy szovogép 400 szallal dolgozik. Az egyes szalak ”élettartama”,
tehat az az ido, amig az adott szal el nem szakad exponencidlis
eloszlast, minden szalra 150 éra varhato értékkel. Feltételezve, hogy
a szalak egymastol fiiggetlenek, mennyi a valdszinlisége annak, hogy
a gép fonalszakadds miatt a megindulastol szamitott 3 6ran beliil
megall?

Annak valdsziniisége, hogy egy benzinkutnal a tankolasra 6 percnél
tobbet kell varakozni, a tapasztalat szerint 0.1. Feltételezve, hogy a
varakozasi id6 exponencidlis eloszlasi, mennyi annak a valdszintisége,
hogy egy véletlenszeriien a benzinkithoz érkezo gépkocsi 3 percen
beliil sorra keril?

Egy forgalmas trafikba a vevok Poisson-eloszlas szerint érkeznek,
atlagosan 1 vevo percenként. Mennyi a valdszintisége annak, hogy
valamelyik vevé tdvozasa utan 5 percig nem érkezik 1ijabb vevo?
Legyen a ¢ valdszintiségi valtozé A paramétert exponencialis eloszlas.
Hatarozzuk meg a kovetkezo valdszintuségi valtozok struségfiigg-
vényét:

a) V¢ ;

b) & ;

¢) xIng;



62

6. A LEGFONTOSABB VALOSZINUSEGELOSZLASOK

10.

11.

12.*

13.

14.*

d) {6} ({ } tortrésa);
e) 1—e ¢l

A £ és n valoszintiségi valtozok fiiggetlenek és exponencialis eloszldasiak
1 varhaté értékkel. Hatarozzuk meg a kovetkezo valdszintiségi
valtozdk striségfliiggvényét:

a) &+ n;

b) & —n;

c) 1€ —nl;

d) &/n!

Hatarozzuk meg a & + n Osszeg striségfiiggvényét, ha & és n
fiiggetlenek, & egyenletes eloszlasu a [0, 1] intervallumon és n expo-
nencidlis eloszlasu 1 varhato értékkel!

Legyenek & és n fiiggetlen, A paraméterii, exponencialis eloszlasu va-
16szintiségi valtozok. Hatarozzuk meg a |£ — n| siiriiségfiiggvényét!
Legyenek a &;-k egymastol fiiggetlen, azonos A\ paraméteri expo-
nencialis eloszlasu valdszintiségi valtozok, ¢ = 1,...,n. Mutassuk meg,

hogy Osszegiik struségfiiggvénye

(n)\_nl)!xn—le—)\m, xr >0,
fo(z) = {

0, x < 0!

Egy szervizdllomason az egyes gépek javitasara forditott ido expo-
nencidlis eloszldsi 1/2 6ra varhaté értékkel. Mennyi a valészini-
sége, hogy a negyediknek beérkezett javitandé gépre nem kell 2
oranal tobbet varakozni, ha a gépek javitasat a beérkezés sorrendjében
végzik?

Egy kétfiilkés telefonnal 3 ember akar telefonalni. Az els6 és a masodik
ember elfoglalta az 1. és 2. szam fiilkét, a harmadik pedig varakozott.
Tegyiik fel, hogy &1, &, &3 beszélgetési idok fuggetlen, A paraméteri
exponencialis eloszlasi valdszintiségi valtozék. Hatarozzuk meg;:

a) annak val6sziniiségét, hogy a harmadik ember az 1. szamu fiilkébél

telefonal;
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b) a harmadik telefondlé varakozasi idejének siiriiségfiiggvényét;
c) annak valdsziniiségét, hogy a harmadik telefondl6 hamarabb
befejezi a beszélgetést, mint az elsé vagy a masodik!
15.* Legyenek & és n fiiggetlen, exponencidlis eloszldsi valdszintiségi

valtozok ugyanazon varhato értékkel. Mutassuk meg, hogy

max(&,n) 1—e ™, x>0,
P |log mzm(g’n) <z :{
0, x < 0.

16.* Legyenek a &;-k egymastdl fiiggetlen, \; paraméterti exponencidlis
eloszlast valdszintiségi valtozok, \; # Aj, 4,7 = 1,...,n. Mutassuk

meg, hogy Osszegiik sturiliségfiiggvénye:

17.% Az el6z6 feladat feltételei mellett mutassuk meg, hogy

Ai
L A

P(min(&1,...,6) =&) = y

6.5. Normalis eloszlas

1. Egy repilogép pilétajaval kozlik a 100 m magassagu légifolyoso
kozepének foldtol mért tavolsagat. A repildgép repulési magassa-
ganak ettol valo eltérése egy & valdszintségi valtozd, amely normalis
eloszlasu, 20 m varhato értékkel és 50 m szérassal. Szamitsuk ki annak
a valoszintségét, hogy a repulogép a légifolyoso alatt, a légifolyosdban,
ill. a felett halad!

2. Valamely sulyméréskor a valédi és a mérleg altal mutatott suly
kiilonbségét, vagyis a mérési hibat tekintjiuk valdszintiségi valtozonak,

amely normalis eloszlasi, varhato értéke 0, szérasa 60 gr. Legaldbb
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hany mérést kell végezni ahhoz, hogy 0.9-nél nagyobb valdszintiséggel

legalabb az egyik mérés hibajanak abszolut értéke ne 1épje tul a 7.5

gr-ot?

Legyen a & normalis eloszldasi m = 3 és ¢ = 2 paraméterekkel.

Mekkora legyen az A szam, ha azt kivanjuk, hogy a £ a (2, A)

intervallumba legaldbb 1/2 valdészintiséggel essen?

Hogyan jellemezhetok azok a normadlis eloszlasu ¢ valdszintiségi

valtozdk, melyekre 95% valdszintliséggel teljesiil az, hogy a &-nek a

varhaté értéktol vald eltérése 1-nél kisebb?

Egy fafeldolgozo telepen deszkakat készitenek. Ezek hossza normalis

eloszlast m = 400 cm és 0 = 3 cm paraméterekkel.

a) A deszkdk hany szazaléka lesz 398 cm-nél hosszabb és 401 cm-nél
rovidebb?

b) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy a deszkik hossza 400 cm-tél
legfeljebb 2.5 cm-rel tér el?

Egy loveg tiizel egy 1200 méter tavoli célpontra. A 16tavolsag

ingadozasa a 1200 m koriil normadlis eloszlasi 40 m szoérassal.

Hatasosnak tekintheto egy lovés, ha a taldlat a célhoz 50 m-nél

kozelebb esik. A lovések hany szazaléka lesz hatastalan?

Valamely gép 15 mm atméréji alkatrészeket gyart 0.5 mm szordssal.

Normadlis eloszlasunak tekintve a legyartott alkatrész atmérojét,

mekkora valésziniiséggel gyart a gép a névleges érték 5%-ndal nagyobb

eltérést alkatrészt?

Valamely szolgaltaté vallalathoz a naponta beérkezé megrendelések

szama normalis eloszlasi valdszintségi valtozd 10 szérassal. Mekkora

a megrendelések varhaté szama, ha tudjuk, hogy
P(€£ <20)=0.17

Egy gyar radiocsoveket gyart. Egy bizonyos fajta adocso élettartama
a vizsgalatok szerint normaélis eloszlasu, 1170 ora varhaté értékkel és

100 ora szérassal. A gyar a csovekre garanciat vallal. Hany o6ras
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10.*

11.

12.

13.*

miikodésre széljon a garancia, ha a gyar legfeljebb 5% garanciaigényt
kivan kielégiteni?

Egy automata gép zacskékba vegyszert adagol. A betoltott vegyszer
silya normalis eloszlasi valészintiségi valtozd 100 gr varhaté értékkel
és 2 gr szérassal. A gép a vegyszert egymastol fiiggetlenul adagolja. Az
egy nap alatt elkészitett csomagok szama Poisson-eloszlasi, A = 1000
varhato értékkel. Mennyi a valészintisége annak, hogy az egy nap alatt
elkészitett csomagok kozott legfeljebb 20 olyan csomag van, amelyben
a betoltott mennyiség nem 95 és 105 gramm kozé esik?

Egy urnaban fehér és fekete golyok vannak. Annak valdsziniisége,
hogy fehér golyét hizunk, 0.7. Mennyi annak a valdszintisége, hogy
1000 visszatevéssel huzott golyd kozott a fehér golydk szdma 681 és
720 kozé esik?

Legyen £ az A esemény megfigyelésére végzett n fliggetlen kisérlet
esetén az A bekovetkezéseinek szama.

Mutassuk meg, hogy ha P(A) = 0.5, akkor a

0.57 — 0.98y/n < £ < 0.5n + 0.98y/n

egyenlétlenség 95% valdsziniiséggel teljesiil!
Ha & norndlis eloszldsi m és o > 0 paraméterekkel, akkor az n = ef
valoszintliségi valtozo ”logaritmikusan normalis” eloszlasi

_ (ny—m)?

1 TonZ
{ay\/ﬁe 2 , y=>0,

0, y <0

sturtségfiggvénnyel.
a) Igazoljuk ezt az allitdst!
b) Szamitsuk ki M (n)-t és D?(n)-t!

c) Mutassuk meg, hogy ebben az esetben fennill az

M(eg) > eM(8)
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14.

15.

16.*

17.*

18.*

egyenl6tlenség!

[gazoljuk, hogy ha £ logaritmikusan normalis eloszlasu, akkor az
n=a", a>0,n2>1

szintén logaritmikusan normalis eloszlasu!
Legyenek & és & figgetlen, N (0,01), illetve N (0, 02) eloszldst vals-
szintiségi valtozdk. Hatdrozzuk meg &; /&, stirtiségfliggvényét!

Legyen £ N(0, 1) eloszlast valdszintiségi vdltozé. Szamitsuk ki a
M(gcose), M(E/(1+€%) és Mising)

varhaté értékeket!

Legyen £ N(0,1) eloszlasi valészintiségi véaltozé. A D?(sin€) vagy
D?(cos &) értéke lesz nagyobb?

Egy foly6 feletti hid téglalap alakd, koordinatai a Descartes-féle

koordinatarendszerben eleget tesznek a kovetkezo feltételeknek:
2] <10, y| < 100.

Tiizérségi tdmadds esetén a 16vedék becsapéddsanak (&,7) pont-
ja, ugyanabban a koordinatarendszerben, kétdimenziés normaélis
eloszlas, fliggetlen koordinatékkal és o¢ = 10, 0, = 40. Az (M¢E, Mn)
pontot célpontnak nevezziik. Hatarozzuk meg annak a valésziniliségét,
hogy a lovedék a hidra esik, ha a célpont:

a) (07 0);

b) (10,0);

c) (5,20)!



