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I. fejezet

VALOSZINUSEGSZAMITAS




1. Kombinatorikai alapfogalmak

A véges elemszamil halmazok tulajdonsagaival foglakozik a kombinatorika. Az alabbiakban
egy n elemi halmazbol képezhetd egyéb halmazok elemszamanak meghatarozasaval fogunk
foglalkozni. A képzett halmazok szamossagahoz, azaz elemeinek szama meghatdrozdsdhoz
kozvetett modszereket fogunk megtanulni. Eredményeinket majd a valdsziniiség klasszikus
kiszamitasi modjanal fogjuk felhasznalni.

Definicié: n kiilénb6zo elembdl all6 halmaz 6nmagara vald kolcsondsen egy-egyértelmii
(bijektiv) leképezéseit ismétlés nélkiili permutacioknak nevezziik. A permutacid nem mas,
mint az n kiillonbdz6 elem egy sorrendje. Két permuticio kiilonbozik egymastol, ha
valamelyik sorszamu helyeiken mas-mas elemek allnak.

Tétel: Egy ismétlés nélkiili permutaciot egyértelmiien megadunk, ha az 1,2,...,n természetes
szamok valamilyen sorrendjét vessziik.

Tétel: Az Osszes kiilonbozé ismétlés nélkiili permutaciok szama n!=1-2-...n. (n! n-
faktorialis.)

Bizonyitas: Amikor elkészitiink egy sorrendet, az elsd helyre n elem koziil valaszthatunk, a
masodikra (mivel az elsé helyre egyet mar valasztottunk) n-1 koziil. Az els6 két helyet tehat
n'(n-1) féleképpen képezhetjiik. A harmadik helyre mar csak n-2 lehetdségiink marad:
ennyiféleképp folytathatjuk a permutacio felirasat, stb. Tehat, ha mar i elemet elrendeztem a
sorrendbe, n-i féleképpen folytathatom a sort. Ebbdl mar kovetkezik az allitas.

srcr

képezziik. Osszesen 32!~2.63-10> sorrend lehetséges.

Definicio: Ha az n elemli halmazban k,,k,,---,k, darab azonosnak tekintett elem van ,

(k1 +ky+ -4k, :n) akkor a halmaz Onmagara vald bijektiv [eképezései ismétléses

permutdciok lesznek.

n!

Tétel: Az 6sszes kiilonbozo ismétléses permutaciok szama m .
IR LA I

Bizonyitas: Ha egy adott ismétléses permuticidban az azonos elemeket kiillonbozoknek
tekintenénk, az azonos elemek egymas kozotti sorrendjéb6l mas és mas ismétlés nélkiili
permutaciok lennének készithetdk, osszesen k, !k, ---k ! darab.



Példa: Egy 104 darabszamu dupla francia kartyacsomagban minden lapbol két példany van.
104!

(2!)52 .

Ezért itt az 6sszes megkiilonboztethetd permutaciok szama:

Definicio: n kiilonbozoé elembdl 4lld halmaz egy k elemszdmu részhalmazanak egy ismétlés

ne(n=1-(n—k+1) = (nf’k)! =(l’3.k!

Bizonyitas: Ha egy k-adosztalya variaciot elkészitiink, az elsé helyet n-féleképpen, a
masodikat (n-1)-féleképpen , stb. a k-adik helyet (n-k+1)-féleképp valaszthatjuk.

Példa: A magyar 18 tagu labdartigd bajnoksagbodl csak harom csapat indulhat a nemzetkozi
kupékért. Elvileg 18-17-16= 4896 variacio képzelheto el.

Definicio: Tekintsiink egy olyan n-k elemii halmazt ahol » kiilonb6zd elembdl rendre &
darabot azonosnak vesziink. Ezen halmaz 0sszes k elemszamu részhalmazainak ismétléses

Bizonyitas: Amikor egy ilyen ismétléses variaciot elkészitiink, a k hely mindegyikére az n
kiilonb6z6 elem barmelyikét tehetjiik.

Példa: Amikor egy totd szelvényt kitdltiink, az 1,2,X elemekbdl allé 3 elemii halmaznak egy

......

variacio lehetséges.

Definicio: » kiilonb6z6 elembdl allo halmaz egy k elemii részhalmaza, az n elem egy k-

adosztalyu ismétlés nélkiili kombinacioja.

Tétel: Az n elem 0Osszes kiillonb6zo k-adosztalyt ismétlés nélkiili kombinacidinak szama :

-




Bizonyitas: Az n elem ismétlés nélkiili variacioi, és kombinacioi kozott az a kiillonbség, hogy
a kombinacional a k-elemii részhalmaz elemeinek sorrendjeit nem képezziik. Tehat, egy adott
k-adrendii kombinaciobol, az elemek sorrendjének felcserélésével k! kiilonb6z6 k-adosztalyt
variacio képezhetd, ami mar igazolja az allitast.

Példa: Amikor egy hagyomanyos (6tot a kilencvenbdl azaz 6tds-) lottoszelvényt kitoltiink, a
90 szam egy 5-Odosztalyu ismétlés nélkiili kombinacidjat képezziik. Az Gsszes kitoltési

90
kombinaciok szama: ( 5) =43949 268.

Definicio: Tekintsiink egy olyan n-k elemii halmazt ahol n kiilonb6zé elembdl rendre &
darabot azonosnak vesziink. Ezen halmaz & elemszamu részhalmazait az n kiillonbozo elem k-

adosztalyu ismétléses kombindcioinak nevezziik. ( k>n is lehet ! )

Tétel: Az n kiillonbozé elem Osszes kiillonbozdé k-adosztalya ismétléses kombinacioinak

) (n + k- lj
szama: . )

Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy n+k-1 kiillénb6zé elem k-adosztalyn ismétlés nélkiili
kombinacioi és n kiillonbozo elem k-adosztaly ismétléses kombinacioi kozott kolcsondsen
egy-egyértelmil (bijektiv) leképezés adhatdo meg, ami mar igazolja az allitast.

Tekintsiik a sorszamozott nt+k-1 kiilonbozé elem egy tetszoleges k-adosztalya ismétlés
nélkiili kombindcidja elemeinek sorszamait természetes sorrendben:

i <iy<.<i, (G, #igési, {12, ,n+k—1}).

Ha most végrehajtiuk a j, =i, —(a—1) transzformaciot, k darab olyan sorszdmot kapunk,

amellyel egyértelmiien azonosithatjuk n kiilonb6zé elem egy k-adosztalyu ismétléses
kombinaciojat:
Ji £ Jy <-< j, ahol barmely indexnél j, = j, lehet és j, e{l1,2,...n}.

Mivel a végrehajtott transzformacio bijektiv, az allitasunkat bebizonyitottuk.

3+5-1
Példa: Egy analitikus haromvaltozos fliggvénynek elvileg ( 5 ) =21 darab 6todrendii

vegyes parcialis derivalt fliggvénye lehet.

Ellendrzé kérdések és gyakorlé feladatok

1. Hany kiilonb6z6 sorrendje lehet n elemnek?
2. Mit neveziink n elem k-adosztalyu ismétlés nélkiili kombinaciojanak?

.....

4. Hogyan szamoljuk ki az n/ (n faktorialis) szamot?




Zj binomialis egylitthatot?
2. Mit értiink n elem k-adosztalyu ismétléses variacidjan?
7. Dontse el, az alabbi allitdsok koziil melyik igaz, melyik hamis!
a. Amikor n elem k-adosztalyu ismétléses kombinaciojarol beszéliink, k>n is lehet.
b. Az n elem k-adosztalyu ismétléses kombinacidinak szama tobb, mint a k-adosztalya
ismétléses varidciok szama.
c. A lottohtuzasok szamat ismétlés nélkiili kombinacioval lehet meghatarozni.
d. Ha egy kombinacidban két elemet felcseréliink, egy masik kombinaciot kapunk.
e. Ha egy ismétléses variacioban két kiilonbozo elemet felcseréliink, egy masik
ismétléses variaciot kapunk.
f. Az n elem k-adosztalyu ismétlés nélkiili kombinacidinak a szama megegyezik az
(n-k)-adosztalya ismétlés nélkﬁli kombinéciéinak a széméwal (k# n-k).

.....

1. Hogyan szamoljuk ki az (

.....

h. Az n elem k-adosztalyll ismétléses komb1nac101nak a szama megegyezik n-k+1
elem k-adosztalyt ismétlés nélkiili kombinacidinak a szamaval.

i. Az n elem k-adosztalyu ismétlés nélkiili kombinacidinak a szdma megegyezik, az
olyan n elemi ismétléses permutaciok szamaval, ahol £ illetve n-k elem azonos.

j. A kenoszelvény kitoltésekor egy ismétlés nélkiili kombinaciot adunk meg.

k. A totoszelveny kitoltésekor egy ismétlés nélkiili variaciot adunk meg.

8. A VALOSZINUSEGSZAMITAS sz6 betiiib] hany kiilonboz6 huszkarakteres betiisorozat
képezhet6?

9. Hany kiilonb6z6 haromtalalatos szelvény képzelhetd el elvileg a 6tos lottdszelvények
kozott?

10. Hany kiilonb6z6 10 talalatos szelvény képzelhetd el a 13+1 mérkdzéses totdszelvények
kozott?

11. A Morse ABC ti (.) és ta (-) jeleib6l mennyi kiilonb6z6 legfeljebb 10 hosszasagh jel
kodolhat6?

12. Hanyféleképpen lehet elhelyezni 15 kiilonb6z6 postaladaba

a. két kiilonbozd levelet?

b. két azonos reklamcédulat?

(Az is lehetséges, hogy mindkét levél illetve reklamcédula ugyanabba a postaladaba
keriil.)

13. Tiz szamozott dobozba hanyféleképpen helyezhetek el harom kiilonb6zo szinti golyot?
(Egy dobozba tobb golyd is keriilhet, a dobozon belill a sorrendet nem lehet
megallapitani.)

14. Tiz egyforma jatékkockaval dobva, hany kiilonb6z6 eredményt kaphatunk?

15. Ot szinbdl hany trikolér (haromszinii) vizszintes savos zaszl6 készithets?

16. Feladatunk, hogy orarendet készitstink. A hét elsé 6t napjanak els6 hat 6rajaban lehetnek
csak tanorak. A heti 6raszamok: matematika 5, magyar 4, testnevelés, biologia, foldrajz,
fizika, torténelem 2, ének, rajz, osztalyfénoki 1. Hanyféleképpen lehet elvileg elkésziteni
az oOrarendet, ha lyukasora is elképzelhet6?

17. Igazolja, hogy

)






2. A valosziniiségszamitas alapfogalmai és axiomarendszere

Az alapfogalmak a szemléletbdl eredd, magatol értetddd fogalmakat jelentenek, amelyeket
egyszerlibb fogalmak segitségével nem lehet definialni, hanem csupan koriilirni lehet oket,
illetéleg példakat lehet mutatni rajuk.

Hasonloan, az axiomak bizonyitas nélkiil elfogadott tételek, amelyek annyira nyilvanvaloak,
hogy csupan a szemléletbdl vezetjiik le Oket.

Alapfogalom: Véletlen kisérleten (K) olyan folyamatot, jelenséget értlink, amelynek
kimenetele eldre bizonyosan meg nem mondhato, de az igen, hogy elvileg milyen modon
fejezddhet be, azaz elére tudhatd, hogy milyen végallapotok lehetnek. A véletlen kisérletet
azonos feltételek mellett, fiiggetleniil meg lehet figyelni, vagy végre lehet hajtani
akarhanyszor.

Példa: a.) Egy szabalyos jatékkockat feldobunk. Nem tudjuk eldre megmondani az
eredményt, de azt allithatjuk, hogy az 1,2,3,4,5,6 érték koziil valamelyiket kapjuk.

b.) Egy csomagbdl véletlenszertien kihuzunk 8 lapot. A véletlentdl fiigg, hogy melyik
lesz az a 8 lap, de azt tudjuk, hogy a 32 lap 6sszes ismétlés nélkiili kombinacidja koziil lehet
csak valamelyik.

c.) Egy telefonkésziiléket figyelve mérjiik két hivas kozott eltelt idot. A lehetséges

kimenetelek a [O, oo) intervallum pontjai.

d.) Egy jutalomsorsolason kihuzott személy kora szintén a véletlentdl fiigg. Elére csak
annyi allithato, hogy a kor nyilvan pl. 200-nal kisebb szam lesz.

e.) Addig dobalunk egy szabalyos jatékkockat, amig 6-ost nem kapunk. Azt persze
nem lehet eldre biztosan megmondani, hogy a hatoshoz hany dobasra lesz sziikség, de azt
biztosan tudjuk, hogy a 0,1,2,... (nemnegativ egész) szamok valamelyike fog bekovetkezni.

Alapfogalom: A K véletlen kisérlettel kapcsolatos eseménynek neveziink minden olyan
logikai allitast, melynek igaz vagy hamis értéke egyértelmiien megallapithatd a kisérlet
befejezodésekor. Az esemény bekovetkezik , ha az allitas igaz értéket kap a kisérlet végén, és
nem kévetkezik be, ha a logikai érték hamis. Az eseményeket az abc nagybetiiivel fogjuk
jelolni: A,B,C,...

.

Példa: a.)A kockadobas kisérletével kapcsolatos esemény a ,parosat dobunk”. Nem
tekinthetd eseménynek viszont a ,,Fradi nyeri a bajnoksagot” logikai allitas.

b.)A kartyahuzas kisérlethez tartozé esemény pl. az, hogy ,,van négy piros a lapok kozott”, de
nem esemény a ,,megnyerhetd a piros ulti” allitas.

c.)A telefonhivasok kozotti idétartamra vonatkozo kisérlethez tartozé esemény az ,,6t percen
beliil csengeni fog”, de nem esemény a ,,Pista fog telefonalni” allitas.

d.)A jutalomsorsolason ,,a nyertes fiatalabb mint 20” esemény, ,, a nyertes szép ember” pedig
nem esemeény.

e.)A ,,nem kell 20 dobasnal tobb a hatoshoz” allitas esemény, mig a ,,a kocka nem szabalyos”
allitds nem esemény.

10



Definicio: Az A esemény maga utin vonja a B eseményt, ha az A esemény bekdvetkezésébol,

mar a B esemény bekdvetkezése is kdvetkezik. Jelolés: AcB.

Példa: a.)Kockadobasnal a ,,hatosat dobunk” esemény maga utan vonja a ,,parosat dobunk”
eseményt

.b.),,A nyolc pirosat hizunk” esemény maga utan vonja a ,.kihtizott lapok k6zott lesz a piros
asz is” eseményt.

c.),,Az 0t percen belill megszolal a telefon” esemény maga utan vonja a ,,a tiz percen beliil
megszolal a telefon” eseményt.

d.),,A kihuzott személy 60 év feletti” esemény maga utan vonja ,,a kisorsolt személy elmult
20 éves” eseményt.

e.),,A tiz dobason beliil dobok hatost” esemény maga utan vonja a ,,htisz dobason beliil hatost
dobunk” eseményt.

Definicio: Az A ¢és B események ekvivalensek, ha AcB és BcA egyszerre. Ekvivalens
események kozott nem tesziink kiilonbséget.

Definicio: Lehetetlen eseménynek nevezziik azt a J-val jelolt eseményt, amely a K barmely
végrehajtasa soran soha sem kovetkezik be, illetdleg elvileg sem kdvetkezhet be.( A konstans
hamis allitas.)

Definicio: Biztos eseménynek nevezzik azt az QQ-val jelolt eseményt, amelyik a K barmely
végrehajtasa soran mindig bekovetkezik, mert elvileg is mindig bekdvetkezik. (A konstans
igaz allitas).

Példa: a.) A kockadobasnal a ,,10-nél kisebb értéket dobunk™ esemény az Q-val, a ,,negativ
értéket dobunk” esemény pedig J-val ekvivalens.

b.) ,,A zold, makk, tok vagy piros szinli lapok kozil lesz a leosztott nyolc kozott” esemény
biztos esemény, ,,nyolc piros szinii lapom és két dszom is lesz” pedig lehetetlen esemény
lesz.

c.) ,,Negativ szam lesz az eltelt id6” lehetetlen, mig az ,.eltelt id0 nemnegativ lesz” esemény
biztos.

d.) ,,200 év alatti személy nyeri a sorsolast” biztos esemény, a ,,200-nal Gregebb nyer”
lehetetlen.

e.) ,,Egyszer valaha fogunk hatost dobni” biztos esemény, ,,soha sem fogunk hatost dobni”
lehetetlen.

11



Definicio: A K véletlen kisérlet egy A= eseményét elemi eseménynek nevezziik, ha nincs
olyan B esemény, amely A-t maga utdn vonna. Azaz VB (#J és #A) olyan hogy BZA. Az
elemi eseményeket, - a tobbi U.n. dsszetett eseménytdl valdo megkiilonboztetésiil - m-val vagy
o;-vel fogjuk jeldlni.

Definicio: A K véletlen kisérlet 6sszes elemi eseményének halmazat eseménytérnek nevezziik.

Megjegyzés: Miutan az Osszetett események elemi események - mint allitasok -

crer

események halmazat. Ebbol a szempontbol, az eseménytér éppen az Q biztos esemény lesz.
Pl. kockadobasnal az o, =,,i értéket dobok™ (i=1,2,3,4,5,6) események az elemi események,

az A=,3-al oszthat6 szamot dobok” esemény az A= {a)3,a)6} halmaz,

Q= {a)l,a)Z,a)3,a)4,a)5,a)6} pedig a biztos esemény (eseménytér). Tehat, az események az
eseménytér részhalmazaiként is elképzelhetoek.

Definicié: Egy A esemény ellentett eseménye az az A -val jelolt esemény, ami pontosan akkor
kovetkezik be, amikor A nem kovetkezik be. A az A-nak az Q-ra vonatkoztatott
komplementer halmaza.

Az A és B események dsszegén azt az A+B-vel jeldlt eseményt értjiik, amely pontosan
akkor kovetkezik be, ha A és B koziil legalabb az egyik bekovetkezik. (A+B az A és B
események unidja).

Az A és B események szorzatan azt az A-B-vel jeldlt eseményt értjiik, amely pontosan
akkor kovetkezik be, amikor A is és B is egyidejiileg bekovetkezik. ( A-B az A és B
események metszete).

Az A és B események kiilonbségén azt az A\B -vel jelolt eseményt értjiik, ami pontosan
akkor kovetkezik be, amikor A bekdvetkezik, de B nem. (A\B = A - B).

Mivel az események kozotti muveletek a logikai allitasok kozotti diszjunkcid és
konjukcio illetve a negacid segitségével voltak értelmezve, és ott igazak a Boole algebra
Osszefiiggései, ezért azok itt is érvényesek. A kovetkezd tételben 0sszefoglaljuk az események
miveleteinek legfontosabb tulajdonsagait.

12



Tétel: Tetszoleges A,B és C eseményekre igazak az alabbiak:
a.) A+B=B+A
b.) (A+B)+C=A+(B+C)

c.) A+A=A

d) AB=BC

e.) (A'B)-C=A:(B-C)
f.) A-A=A

g.) A-(B+C)=(A-B)*+(A-C)
h.) A+B-C)=(A+B)-(A+C)

i) A=A
j.) A+B=A-B
k) A-B=A+B
1) AA=Q
m) A+A=0Q
n) AQ=A

0) ATQ=0

p.) A-B=0

r.) A+T=A

Definicio: Az A és B események egymast kizaroak, ha A-B=C, azaz szorzatuk a lehetetlen
esemény. Egymast kizaro események egyidejlileg nem kovetkezhetnek be.

Definicio: Az A ,A,,...,A ,...(nem feltétleniil véges elemszaml) események rendszere

teljes eseményrendszert alkot, ha V i# -re A;-A;= (paronként egymast kizarjak) és
ZAi = Q teljesiil.

Vi

Megjegyzés: A K véletlen kisérlet egy végrehajtasa soran a teljes eseményrendszer eseményei
koziil csak egyikiik fog biztosan bekdvetkezni.

Példa: A francia kartyacsomagbdl valo huizasnal az A =, kort huzok”, A, =, karét htizok”,
A=, pikket huzok” és A, =, treffet huzok” események teljes eseményrendszert alkotnak.

Axiomdak: A K véletlen kisérlettel kapcsolatos 0sszes események I rendszere kielégiti az
alabbi tulajdonsagokat:

1°  Qe3.

2° Ha A €3 = AeJis.

3  HaALA,,...A,,. €3 = Y AeSis
Vi
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Megjegyzés: a.) 3 nem feltétleniil esik egybe Q 6sszes részhalmazainak halmazrendszerével.
J-ben csak a kisérlettel kapcsolatba hozhaté t.n. megfigyelheté események vannak. Nem
zérjuk ki, hogy lehetnek Q-nak olyan A részhalmazai, amelyeket nem tudunk rendesen
megfigyelni, azaz lehet olyan kimenetel, ami végén nem tudjuk megmondani, hogy A
bekovetkezett-e vagy sem. Az axiomakkal éppen az ilyen kétes A eseményeket akarjuk kizarni
a tovabbi vizsgalatainkbol.

b.) Az axiomak nyilvanval6 tulajdonsagokat fogalmaznak meg. Az 1° pontban
azt koveteljiik meg, hogy a biztos esemény megfigyelhetd legyen. A 2°-ben azt allitjuk,
hogyha az A eseményt meg tudjuk figyelni, akkor az ellentettjét is meg tudjuk. A 3°-ban pedig
az az allitas, hogyha eseményeknek egy rendszerét egyenként meg tudjuk figyelni, akkor azt
az eseményt is meg fogjuk tudni figyelni, amely akkor kdvetkezik be, ha a felsorolt
események koziil legalabb egy bekovetkezik.

Tétel: Az axidmakbol levezethetdk I-nek az alabbi tulajdonsagai:
a.) Je3 , azaz a lehetetlen esemény is megfigyelhetd.
b.)Ha A, B €3 =A+B €3 is, azaz a 3° axiéma véges sok esetre is igaz.
c) Ha AB €3 = A-BeJ is, azaz megfigyelhetd6 események szorzata is
megfigyelhetd.
d) Ha ALA,,...,A,,...€eJ = HAi €3 is igaz, azaz megfigyelhet6 események
Vi
egylittes bekovetkezése is megfigyelheto.
e.) Ha A, B €3 = A\B €3 ¢és B\A€3J, azaz megfigyelhetd események kiilonbségei is
megfigyelhetdek.

Axiomak: Adott egy P:3 — [0,1] fliggvény, melyet valosziniiségnek neveziink. A P fiiggvény
kielégiti az alabbi tulajdonsagokat:
1° PQ)=1
2° Ha A A,,...,A,,... €3 paronként egymast kizarjak, azaz V i#j -re
A;-A =0, akkor P(Q 4,)= P(4,).
Vi Vi

Megjegyzés: a.) A 2° axiomaban megfogalmazott tulajdonsagot a valdsziniiség c-additivitasi
(szigma additivitasi) tulajdonsaganak nevezziik.

b.) A megfigyelhetd események valoszinliségeit ismertnek tételezziik fel. A P(A) érték az A
esemény bekovetkezésének mértéke, esélye. Az események valosziniisége az események
objektive, fizikailag létezo jellemzoje, olyan mint pl. a testeknek a tomege vagy térfogata.
Attol, hogy egy adott esetben nem tudjuk megmondani egy esemény valosziniiségét, nem
kovetkezik, hogy az eseménynek nincs, vagy nem egyértelmii a valdszinisége. Ha egy test
tomegét nem ismerjiik, vagy rosszul becsiiljik a nagysagat, abbol még nem lehet azt a
kovetkeztetést levonni, hogy a testnek nincs tdmege, vagy az nem egyértelmii. Ugyanez igaz a
valoszintiségre is. Raadasul a P fliggvény rendelkezik azokkal a tulajdonsagokkal, amikkel
minden mas mérték is rendelkezik (pl. hossz, tertilet, térfogat, tomeg stb.)

A 2° axiéma azt allitja, hogy egymast at nem fedé események Osszegének valdszinlisége az
események valdszinliségeinek Osszege, mint ahogy pl. egymast at nem fed6 részekbol allo
sikidom teriilete egyenl6 a részek teriileteinek Osszegével. Az 1° axioma azt posztulalja, hogy
legyen a biztos esemény valdszinlisége 1, és ehhez képest jellemezziik a tobbi esemény
bekovetkezésének esélyét. A fizikai mennyiségekhez mérémiiszerek szerkeszthetdk, hogy az
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adott test egy fizikai jellemz6jének elméleti értékét nagy pontossaggal megbecsiilhessiik.
Ilyen miiszer a hosszmérésre a méterrid, tdmegre a karos mérleg. Ugyanigy, mint mas
mértéknél, a valoszinliség esetén is szerkeszthetd ,mérOmiiszer”, amivel az elméleti
valoszinliség szamértéke jol becsiilhetd lesz. Ez a mérémiszer a kés6bb értelmezendd relativ
gvakorisag lesz. (Lasd az 5. pontot !)

Tétel: A valosziniiség axiomarendszerébol levezethetoek a valdszinliség alabbi tulajdonsagai:

a) P(A)=1-P(A)

b.) P(©)=1-P(Q)

c)Ha A ,A,,...,A ,...eJ események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor ZP(AJ =1
Vi

d.) Ha AcB akkor P(A) < P(B)

e.) P(A\B)=P(B)-P(A'B)

f.) P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)

A kovetkez0 nevezetes tétel az eldbbi tétel f.) allitasanak altalanositasa ketténél tobb esemény
esetére.

Tétel: ( Poincare tétel)
Ha A A,,...,A €3 tetsz6legesek, akkor P(ZAi) = Z(—l)"”Si“ , ahol
i=1 i=1

1

g — ZP(AJI 'Ajz .....Aji)_

1<) <jp <..<ji<n

Tétel: (Boole- egyenlitienség)

Legyen (Q,3,P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mezd. Akkor minden A ,A,,...,A €3
esetén

a.) P(iAi)SiP(Ai)és

b.) P(ﬁAi)zl—iP(Ki).

Ellen6rzo kérdések és gyakorlo feladatok

Mit értiink események 6sszegén?

Mit értiink események szorzatan?

Mik a valdsziniiség axiomai?

Mit allit a Poincare tétel?

Mi a teljes eseményrendszer fogalma?

Mikor mondjuk azt, hogy az A esemény maga utan vonja a B eseményt?

Tekintsiik azt a véletlen kisérletet, hogy kihtizunk egy kartyalapot a 32 lapos magyar
kartyacsomagbol. Az aladbbiak koziil melyik esemény?

Nk wLD—
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el Bwl@Rvelie 2

,»A kihtzott lap szine makk”
»Nagy értékii a kihtizott kartya”
»Nem kiraly a kihazott lap”

»SZ€p figuraju a kihtzott lap”

»A kihuzott lap a treff kettes”

,»A kihtzott lap nem a treff kettes”

8. Melyik esemény vonja maga utan a masikat?

A
B
C
D

»Szabalyos kockaval parosat dobunk”
»Legalabb 4-est dobunk”

,,0-0st dobunk”

,,Primszamot dobunk”

9. Mely események zarjak ki egymast?

mgoaQwy»

,»Két szabalyos kockaval dobva az 6sszeg paros”

»A két dobott érték koziil legalabb az egyik paros”

,»Az egyik legalabb oszthaté harommal”

,»A dobott értékek szorzata paratlan”

,»A két dobott érték koziil az egyik négyszerese a masiknak”

10. Dontse el, az alabbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis!

a.
b.

@ o Ao

=3

—me e

Qo

Barmely két esemény koziil az egyik maga utan vonja a masik bekdvetkezését.
Két esemény szorzata olyan esemény, amely a két komponens esemény
mindegyikét maga utan vonja.

Az események szorzata felcserélhetd (kommutativ).

Az események Osszeadasa atzarojelezhetd (asszociativ)

Egy esemény az ellentettjével teljes eseményrendszert alkot.

Egy esemény ¢és az ellentettje nem egymast kizaré események.

Az események Osszege akkor kovetkezik be, ha a komponens események
valamelyike bekovetkezik.

Az események szorzata akkor kdvetkezik be, ha a komponens események
valamelyike bekovetkezik.

Az események valoszintisége lehet akar 1000 %-os is.

Az események valoszinlisége a véletlen kisérlet minden egyes végrehajtasakor mas
€s mas.

Az ellentett esemény valdszinlisége mindig nagyobb mint az esemény
valdszinlisége.

Az ellentett esemény valdsziniiségének és az esemény valdsziniiségének 0sszege
mindig 1.

. Az események szorzatanak a valosziniisége nem lehet nagyobb barmely

komponens esemény valosziniiségénél.

Az események Osszegének a valoszintisége nem lehet nagyobb barmely komponens
esemény valosziniiségénél.

A fiiggetlen események kizarjak egymast.

A fiiggetlen események nem zarjak ki egymast.

Két olyan fliggetlen esemény, melyek koziil egyik sem lehetetlen vagy biztos
esemény, nem zarhatjak egymast ki.

. Fliggetlen események szorzatanak valdszinlisége egyenld az események

valoszinliségeinek szorzataval.
Fiiggetlen események szorzatanak valoszinlisége egyenld az események
valoszintiségeinek 0sszegével.
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t. Egymast kizaro események szorzata a lehetetlen esemény.

u. Ha két esemény szorzatanak valdszintisége nulla, akkor a két esemény kizarja
egymast.

v. Egymast kizar6 események 0sszegének valosziniisége a komponens események
valoszinliségeinek Osszege.

w. A lehetetlen €s a biztos események minden eseményt6l fliggetlenek.

x. Egy esemény nem lehet fiiggetlen a komplementerétol.

11. A probagyartas soran két szempontbol vizsgaljak a késztermékeket. Az A esemény azt
jelenti, hogy egy véletlenszerlien kivalasztott mintadarab anyaghibas, a B pedig az az
esemény, hogy a kivalasztott gyartmany mérethibas. Tudjuk, hogy P(A)=0,15, P(B)=0,3
¢és P(AB)=0,08. Mennyi annak a valdszintisége, hogy valamelyik termék hibatlan?

12. Mennyi P(A|§), ha P(A)=0,6 , P(B)=0,5 és P(A+B)=0,8?

13. Egy fekete €s fehér golyokat tartalmazé urndbol kihtzunk n db golyot. Jelentse A, azt az
eseményt, hogy az i-edeiknek kihuzott goly6 fehér (1<1<n). Fejezziik ki az A,
események segitségével az alabbi eseményeket:

A »Mindegyik golyo fehér”

B ,Legalabb egy golyo fehér”
C ,Pontosan egy golyo fehér”
D »Mindegyik golyd ugyanolyan szinii”

14. Bizonyitsa be, hogy tetszéleges A,B eseményekre
(P(AB))’ +(P(AB))” +(P(AB))’ +(P(A B)) 20,25 .
15. Ketten sakkoznak. Az A esemény akkor kdvetkezik be, ha a vilagossal jatszo nyer, a B

esemény akkor, ha a sotéttel jatszo masik, reminél pedig a C esemény kovetkezik be.
Fogalmazzuk meg szavakban, mit jelentenek az alabbi események:

a. AB+AB

b. AB

c. A+C
16. Egy céltabla tiz koncentrikus korbdl all és a sugarakra fennall az R, <R, <---< R,
relacid. A, azt az eseményt jelenti, hogy egy 10vés az R, sugart korbe esik. Fogalmazzuk
meg szavakban, mit jelentenek az alabbi események:

B=A +A;+A

C=A,A,A A,

D=(A,+A,)A,
17. Tegyiik fel, hogy A és B olyan események, melyre P(A)=P(B)=0,5. Bizonyitsa be, hogy
ekkor P(AB)=P(A B)!
18. Bizonyitsa be, hogy P(AB+ AB) = P(A)+P(B)—2P(AB)

19. Ha az A és B események koziil az egyik feltétleniil bekovetkezik,
P(AB) = % ,P(B|A) = % , mennyi a P(A) és P(B) valdszinliség?

2 2 1 B
20. Legyen P(A) = 3 P(A|B) = 3 P(BA) = 3 Hatarozza meg a P(A+B) és P(A|B)

valoszintiségeket!
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3. A klasszikus valoszinuségi mezo

Ekkor az eseménytér véges elemszamu elemi esemény halmaza: Q= {col,coz yeees @ }, az 3
eseményosztaly Q 0Osszes részhalmazainak rendszere, és mindegyik elemi esemény
bekovetkezésének egyforma a valdszinilisége: P({wl})z P({wz}) =..= P({mn}). Mivel az
Osszes elemi  események  rendszere  teljes  eseményrendszert  alkot,  ezért

1=P(Q)=P(Zn:,{0)i})=n~P({col} = p; =P({coi})=i Vi-re.

‘ . . 1 Ky
Igy, ha AcQ tetszdleges esemény, akkor P(A)= ZP({@}) =— Z l=——, ahol k, az A
n

meA weA
esemény szamossaga. Vagyis az események valosziniisége ilyenkor ugy szamithato, hogy az
esemény bekovetkezése szempontjabol kedvezd elemi események szamat osztjuk a kisérlettel
kapcsolatos 0sszes elemi események szamaval.
Klasszikus valoszintiségi mezdvel modellezhetd a kockadobas, a pénzfeldobas, a rulettezés, a
kartyahuzas, a lottohuzas, a tototippelés stb.

Feladat (De Méré lovag feladvanya)

Melyik eseménynek nagyobb a valdszinlisége: hogy ,,egy kockaval négyszer dobva legalabb
egyszer hatost dobunk™ (A), vagy annak, hogy ,,két kockaval huszonnégyszer dobva legalabb
egyszer két hatosunk lesz” (B)?

Megoldas: Két kiilonb6zd valoszinliségi mezordl van szd. Az elsdben egy szabalyos kockat
négyszer feldobunk. Az Osszes elemi események szdma n=6". A vizsgilt A esemény
ellentettje az az esemény, hogy egyszer sem dobunk hatost. Ilyen eset dsszesen 5* lehet,

4
vagyis az ellentett esemény valdsziniisége: P(A) =(gj . 1gy az A esemény valosziniisége: 1-

4
(g) ~0,5177472.... A masodik vizsgalt esemény egy egészen mas Kkisérlethez és

eseménytérhez tartozik. Most a véletlen kisérlet az, hogy két szabalyos kockat dobunk fel 24-

szer. Az dsszes elemi esemény most sokkal tobb: 36**. A masodik esemény ellentettje most
az, hogy a dobassorozatban egyszer sem dobunk duplan hatost. Ennek a valdszinlisége

35 24 35 24
P(B) = (%j . A masodik esemény valodszinlisége igy P(B)=I- (%j ~ 0,4914049....
Lathato, hogy az A esemény valosziniisége a nagyobb.

Megjegyzés: A feladatot De Méré lovag adta fel Blaise Pascal francia matematikusnak, aki
ebbdl kiindulva jutott el a valoszinliségszamitas els6 komoly eredményeihez. A feladatban
egyebként elsd pillantasra az tlinik fel, hogy mindkét esemény esetében a dobasok szdmanak
¢s a lehetséges kimenetelek szdmanak aranya azonos: A-nal 4:6, a B-nél 24:36.

Feladat Egy urnabdl, ahol fehér és fekete golyok vannak, véletlenszertien kivesziink
visszatevéssel két golyodt. Bizonyitsuk be, hogy annak a valdsziniisége, hogy a golyok
ugyanolyan szinliek, nem lehet kisebb mint 0,5.
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Megoldas: Legyen a fehér golyok szama n, a feketéké m (n,m >1). Ekkor a véletlen kisérlet
elemi eseményeinek szama (n+m)’, a kedvezé eseteké pedig n’+m’. A keresett
2 2
n° +m

ﬁ . Mivel (n—m)2 >0,igy 2n* +2m* >n’ +2nm+m’, azaz p>0,5.
n+m

valészinliség: p=

Feladat (Polya-féle urnamodell)

Egy urna r darab fekete és s darab fehér golydt tartalmaz. Véletlenszerlien kihuzunk egy
goly6t. A kihuzott golydt és még plusz ¢ darab ugyanolyan szinli golyot visszatesziink az
urnaba. Mennyi a valosziniisége annak, hogy az n-edik htizas utan a-szor huztuk ki a fekete,
¢és B-szor a fehér golyot? (a+p=n).

Megoldas: Pl. annak az eseménynek a valdszinlisége, hogy az elsé o htizaskor mindig fekete
¢és az utolso P huzaskor pedig csupa fehér golydt fogunk hizni:
r(r+c)(r+2c)(r+3c)-- -(r + (o — 1)c)s(s+ c)(s+2c)-- -(s+ B- l)c)

(r+s)(r+s+c)(r+s+2c)(r+s+ 3c)---(r+ s+(n— l)c)

. De minden mas olyan
huzassorozatnak, ahol a-szor huztuk ki a fekete, és B-szor a fehér golyot is ugyanekkora a

n
valoszinlisége. A kiilonbozo6 kimenetelek szama ( j , 1gy a keresett valosziniliség:
o

(nj r(r+c)(r+2c)(r+3c)--- (r + (o — 1)c)s(s+ c)(s+2c)-- -(s+ B- 1)0)

o (r+s)(r+s+c)(r+s+2c)(r+s+ 30)---(r+ s+(n— l)c)

Feladat Ha egy szabalyos pénzérmét n-szer feldobunk, mennyi a valésziniisége, hogy k-val
tobbszor fogunk fejet kapni, mint irast? (0<k<n).

Megoldas: Ha a fejdobasok szamat f, az irasokét i jeloli, fenn kell allnia, hogy f+i=n és f-i=k.
Innen kovetkezik, hogy 2f =n+k és 2i=n—k, vagyis n és k paritdsanak meg kell
egyeznie. Annak valosziniisége, hogy egy n hosszisagli dobassorozatban éppen f fejet dobunk

n 1 n n 1 n 1 n
( j(—j =|n+k (—) . Ugyanis, minden n hossziisagl sorozat egyforman (—)
f)\2 5 )\2 2

n
valoszinliségl, és ezek kozott ( fj olyan kiilonb6z6é dobassorozat lehet, ahol a fejek szama

éppen f (kedvezd esetek).

Gyakorlé feladatok

1. Egy minden oldalan befestett fakockat a lapokkal parhuzamos sikokban 1000 azonos
méretl kis kockara flirészelnek szét. A kapott kis kockakbol véletlenszertien kivalasztunk
egyet. Mennyi a valosziniisége, hogy a kockanak éppen k oldala festett? (0<k<3).

2. Egy kalapban az angol ABC 26 betiije van. Visszatevéssel 11-szer hiizva, a kihtizott
betiiket sorban egy papirra felirva, mennyi a valdsziniisége, hogy a kapott szobol
legfeljebb két betiit felcserélve éppen a STATISZTIKA sz6 jon ki?
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. Egy szabalyos érmével n-szer dobva, mennyi a valosziniisége, hogy a fejdobasok szama
paratlan lesz?

. Egy szabalyos érmével n-szer dobva, mennyi a valdszinilisége, hogy

a. eldszor az n-edikre jon fej?

b. ugyanannyi fejet dobunk, mint irast?

c. pontosan két fejet dobunk?

d. legalabb két fejet dobunk?

. Egy kalapban harom cédula van, amelyekre az 1,2,3 szamjegyek vannak felirva.
Véletlenszeriien egyesével kihtizzuk a cédulakat. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy a
htzaskor lesz olyan cédula, amelyikre éppen az a szam van felirva, ahanyadikként
kihuztuk azt?

. Feldobunk harom szabalyos pénzérmét. Mennyi a valdszintisége az A,B,C eseményeknek,
ahol A: , legalabb két érmével fejet dobunk”, B: ,,pontosan két érmével fejet dobunk™, C:
legfeljebb két érmével fejet dobunk™ ?

. A 0t6s lottohuzas eltt mennyi a valoszintisége, hogy k=1,2,3,4,5 talalatunk lesz?

. Egy urnaban fehér és fekete golyok vannak, melyeket egymas utan visszatevés nélkiil
kihtizunk. Az A vagy a B eseménynek nagyobb-e a valoszintisége, ahol A: ,,az elsd golyd
fehér” , és B: ,,az utolso golyo fehér” ?

. Ha n egyforma ladaba elhelyeziink n egyforma golydt tigy, hogy barmely ladaba
ugyanolyan valoszinliséggel tessziik barmelyik golyot, mennyi a valdszinlisége annak,
hogy mindegyik laddban lesz goly6?

10. Egy 52 lapos francia kartyacsomagbol 13 lapot talalomra visszatevés nélkiil kihtzunk.

Mennyi a valdszinilisége annak, hogy
a. a treff kiraly a kihtizott lapok kozott lesz?
b. pontosan két treff lesz a leosztott lapok kozt?
c. a treff kiraly és a treff 4sz a kihuzott lapok kozt van?
d. van treff a leosztott lapok k6zott?
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4. Geometriai valosziniiségi mezo

Alkosson a K véletlen kisérlet elemi eseményeinek halmaza egy véges mértékii geometriai
alakzatot, vagy legalabbis, lehessen kolcsondsen egy-egyértelmii leképezést 1étesiteni QO
pontjai és egy geometriai alakzat pontjai kdzott. Ilyenkor az 3 eseményrendszer a geometriai

H(A)

alakzat mérhet6 részhalmazait jelenti, és az A esemény valdsziniiségét a P(A) = modon

szamitjuk, ahol p a geometriai térnek megfeleld mértéket jeldli. Ha pl. Q intervallum, akkor p
hosszmérték, ha Q sikidom, akkor p teriiletmérték, ha Q test, akkor p térfogatmérték stb.

Feladat Ha x ¢és y két véletleniil valasztott 0 és 1 kozé esé szam, akkor mennyi annak a
valoszinlisége, hogy x+y<1 és xy < 0,16 lesz ?

Megoldas: Q most az egységnégyzet lesz, az kérdéses esemény pedig az abran besatirozott
terliletnek felel meg:

0z 0g 1

0.8
A besatirozott teriilet nagysaga: _[ ——dx+0,2=0,42.
X

0,2

Feladat (A Buffon-tii probléma, 1777)
Egy szobaban egymastdl d tavolsagban parhuzamosan padlorések futnak. Leejtve egy s<d
hosszusagu tiit, mekkora a valdszintisége, hogy a ti éppen egy padlorést fog metszeni.

Megoldas: A ti helyzetét egyértelmiien a felezOpontjanak a fels6 padloréstdl vett y
tavolsagaval és a padlorések iranyaval bezart o szogével jellemezziik. Azokkal a
koriilményekkel, hogy melyik két rés altal meghatarozott savba esik a kdzéppont, és hogy a
parhuzamosokra merdleges faltol milyen messze van a kdzéppont nem foglalkozunk, mert a
.t metszi a padlorést” esemény bekdvetkezésére ezek nincsenek hatassal.

<& >
< >

& >
< >

Nyilvan 0< y <d és 0<a<n. A tli leejtése utan y és a egyértelmiien meghatarozhato, vagyis a
véletlen kisérlet elemi eseményei azon (y,a.) pontparok, melyek elemei a [0,d] és [0,7]
intervallumok altal meghatarozott téglalapnak. (Ez a téglalap az Q) eseménytér).
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Metszés egyszerre csak egy padlorésnél kovetkezhet be, mert s<d. A metszés csak akkor
S S
kovetkezhet be, ha 0 <y < ) sina , vagy hogyha (d - y) < 5 sin o teljesiil. A feltételeknek

megfeleld (y,a) pontparok tartomanyat az alabbi dbran besatiroztuk:

S .
4 d—-sina

>
»

[0

g S . ]
A sotétitett teriilet nagysaga T = 2J. ) sinada = §[—cosa]; = 2s, a téglalap teriilete pedig dr.
0

, . 2s
Igy a keresett valosziniiség: P(" A tli metszi a padlorést" ) = e
n

Megjegyzés: Mivel a valosziniiség kapcsolatos n-vel, lehet6ség van statisztikus eszkdzokkel a
7 becslésére. Ha nagyon sokszor végrehajtjuk a véletlen kisérletet, és szamoljuk a metszések
bekovetkezését, azaz a vizsgalt esemény gyakorisagat, akkor ezt a kisérletek szamaval
elosztva (relativ gyakorisadg) a fenti valoszintiséget jol lehet kozeliteni. Ebbol n-t kifejezve
kapjuk a kozelitést. 1885-ben Stephan Smith angol matematikus 3200-szer végrehajtva a
kisérletet, m-re 3,1553 -at kapott.

Feladat Valasszunk ki egy pontot véletlenszeriien az egységnégyzetben, melynek
koordinatait jeldlje (a,b). Tekintve a p(x) = ax” — 2bx + 1 polinomot, mekkora a valdsziniisége
annak, hogy a p(x)=0 egyenletnek van valos gyoke?

Megoldas: Egy polinomnak akkor van valés gyoke, ha a diszkriminansa pozitiv, azaz
D =4b’—4a>0. Innen kovetkezik, hogy a véletlenszerlien kivalasztott pont koordinatai

kozott fenn kell allnia a b> > a relacionak. Ennek megfeleld tartomanyt az egységnégyzetben
besotétitettiik:
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A besotétitett tartomany teriilete megegyezik a keresett valoszinliséggel, mivel az
1
, 1
egységnégyzet teriilete 1. Igy P(" Vanvalos gyok" ) = j x* dx = 3

0

Feladat Valasszunk ki egy pontot véletlenszerien az egységnégyzetben, melynek
koordinatait jeldlje (a,b). Mekkora a valdszinlisége annak, hogy a pont kozelebb van a
négyzet egy oldaldhoz, mint egy atlojahoz?

Megoldas: Egymast metszd egyenesektdl egyenld tdvolsagra fekvo pontok mértani helye az
egyenesek szogének felezd egyenese. Az oldalegyenesek és az atlo egyeneseinek szogfelezoi
az oldalegyenesekkel 22,5°-0s szoget zarnak be. A vizsgalt esemény pontjai ezért az oldalak
¢s a szogfelezOk altal hatarolt tartomanyba esnek:

1
Az é4bran jelolt magassagvonal m=§tg 22,5°. A DbesoOtétitett teriilet most is a keresett
valoszinliiséggel egyezik meg:

m-1
P(" a pont kozelebb van az oldalhoz" ) =T = 4 BN tg22,5° =2 -1 .

4.5 Példa Az egységintervallumban véletlenszertien kijeldlve két pontot, mekkora a
val6szinlisége, hogy a keletkezd harom szakaszbol haromszog szerkeszthet6?

Megoldas: Jeloljiik a két pontnak a 0-tdl vett tdvolsdgait rendre x-szel és y-nal. Az (x,y) par
ilyenkor egy pontot hataroz meg az egységnégyzetben, ami tehat most is a véletlen kisérlethez
tartozd Q eseménytér. A haromszog szerkesztéséhez a keletkez6 harom szakasz a,b,c
hosszainak ki kell elégitenie egyidejlileg az a+b<c, a+c<b és b+c<a egyenlotlenségeket.

Az x<y esetben a harom szakasz az a=x,b=y-x és c=1-y. gy a haromszog szerkeszthetésége

az alabbi egyenldtlenségek egyideju fennallasat koveteli meg x,y,z-tol:
a =x b =y-x c=1-y

Xx+(y—-x)21-y<y=205
x+(l-y)2y-x<y<x+05
y=—x)+(-y)2x=x<05.
Az y<x esetben a fenti egyenldtlenségeknek a x=0,5, x-0,5<y és y<0,5 rendszer fog

megfelelni. A két kritériumrendszerhez  tartozd tartomanyt besotétitettik az
egységnégyzetben:
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w

Igy a keresett valosziniiség 0,25 lesz.

Gyakorlo feladatok

1. Egy szobaban egymastdl d tavolsagban parhuzamosan padlorések futnak. Leejtve egy s<d
atmérdjii pénzdarabot, mennyi a valdszinlisége, hogy a pénz éppen egy padlodeszka
belsejébe esik, azaz nem metszi a padlorést?

>
»

S

2. Egy d=10 cm oldalhosszusagi négyzetracsos padlozatra leejtiink egy s=3cm atmérdju
pénzdarabot.

a. Mennyi a valosziniisége, hogy a pénz teljes terjedelmével egy négyzet belsejébe
fog esni?

b. Mennyi a valoszinlisége, hogy husszor végrehajtva a kisérletet, az esemény €ppen
Otszor kovetkezik be?

3. Egy d=10 cm oldalhosszisagu négyzetracsos padlozatra leejtiink egy s=3cm hosszu tiit.
Mennyi a valészinlisége, hogy a tii teljes egészében egy négyzet belsejébe keriil?

4. Egy a=1, b=2 oldalhosszusagi téglalapon kivalasztunk egy pontot. Mennyi a
valoszinlisége, hogy a pont kozelebb van egy csticshoz, mint a kozépponthoz?

5. Ketten megbeszélik, hogy de. 10 és 11 ora kozott egy meghatarozott helyen talalkoznak.
Megallapodas szerint, aki korabban érkezik 20 percet var a masikra, és csak azutan
tavozik. Mennyi a talalkozas valoszintisége, ha mindketten véletlenszertien érkeznek?

6. Egy egységnyi hosszisagi szakaszon taldlomra valasztunk két pontot. Mennyi a
valoszinlisége annak, hogy ezek kozelebb vannak egymashoz, mint barmelyik végponthoz?

7. Egy Otemeletes hazban az emeletek kozott 6 m tavolsag van, a foldszint és az els6 emelet
kozott 8m. Ha a liftajté 2m, mennyi a valdsziniisége annak, hogy a lift megakadéasakor az
ajtot teljes egészében fal takarja?

8. Az ABCD egységnégyzeten véletlenszerlien kivalasztva egy pontot, mennyi a
valoszinlisége, hogy a pont kdzelebb lesz a négyzet kozéppontjahoz, mint az AB oldalhoz?
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5. A feltételes valosziniuiség és az események fiiggetlensége

Definicio: Tekintsiink egy K véletlen kisérletet! Legyen A3 egy esemény. Ha az A esemény
bekovetkezéseit figyeljiik a K véletlen kisérletet olyan n-szeres azonos koriilmények kozotti
végrehajtasa soran amikor az egyes megfigyelések eredményei egymast nem befolyéasolhatjak,
egy n-szeres Bernoulli -féle kisérletsorozatrol van szo.

Ha egy n-szeres Bernoulli-féle kisérletsorozatban az A esemény k, -szor kovetkezett be,

k . , .
akkor k, az A esemény gyakorisdga, r,(A) = —2 pedig a relativ gyakorisiga .
n

Megjegyzés: Nyilvanvalo, hogy mind a gyakorisadg, mind a relativ gyakorisdg konkrét értéke
fiigg a véletlent6l. Azonban a relativ gyakorisag rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

Tétel: Egy adott n-szeres Bernoulli kisérletsorozatnal
a.) r,:3 — [0,1]
b.) r,(Q)=1

c.) Ha A,A,,...,A,,...egymast kizar6 események, akkor rn(z A)) = Z r,(A).

i=1 i=1

Megjegyzés: Az el6zo tétel azt allitja, hogy a relativ gyakorisag rendelkezik a P valosziniiség
tulajdonsagaival. Késébb latni fogjuk azt is, hogy n novekedtével r, (A) - P(A) is fennall.
(Nagy szamok Bernoulli féle torvénye). Ezt a torvényszerliséget eldszor tapasztalati uton
fedezték fel a XVII. szdzadban, mikor megfigyelték, hogy a relativ gyakorisag egyre kisebb
mértékben ingadozik egy 0 és 1 kozé esé szam koriil. A klasszikus matematikusok éppen ez
alapjan definialtak az események elméleti valoszinliségét: az az érték, amely koriil a relativ
gyakorisdg ingadozik. A relativ gyakorisag tehat alkalmas az elméleti valdszinliség - mint
fizikai mennyiség - mérésére.

Kolmogorov az axiomaiban a relativ gyakorisag a.)-c.) tulajdonsagait orokitette at a
valoszinliségre, minthogy a hataratmenet ezeket a tulajdonsagokat megtartja.

A K véletlen kisérlet elemi eseményei szamunkra véletlenszerien kdvetkeznek be,
mégpedig azért, mert a végeredményt befolyasold koriilmények bonyolult komplexumat nem
ismerjiilk pontosan. Viszont ismerjilk az egyes események, elemi események bekovetkezési
esélyeit - a valoszinliséget- , vagy legalabbis tetszoleges pontossaggal mérhetjiik Oket. Ha
viszont az A esemény bekovetkezési koriilményeirdl tovabbi informaciokat szerziink be, vagy
bizonyos pontosito feltételezéssel éliink, megvaltozhat az A bekdvetkezési esélye, az néhet is,
de csokkenhet is. Pl. a kockadobas kisérletnél, a ,,6-os dobas” esemény valdszinlisége 0, ha

tudjuk, hogy a dobott érték paratlan szam, és %, ha tudjuk, hogy a dobott érték paros volt.

Hogyan valtozik az A esemény valosziniisége, ha az A-val egyidejileg megfigyelhetd
B esemény bekovetkezését ismerjiik, vagy legalabbis ismernénk ? Tegyiik fel, hogy a K
kisérlettel végrehajtottunk egy n hosszusagu Bernoulli-féle kisérletsorozatot. Az A eseményt
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k,-szor, a B eseményt k,-szer, az AB eseményt pedig k,,-szer figyeltiik meg. Ekkor a B
esemény bekovetkezéséhez képest az A esemény bekovetkezésének relativ gyakorisaga

o, k , , ,
nyilvan rn(A|B) = ﬁ , melyet az A eseménynek a B eseményre vonatkoztatott relativ
B
gvakorisaganak neveziink. Ez az arany az A bekovetkezési esélyeit pontosabban tiikrozi, ha a

B bekovetkezésérdl biztos tudomasunk van, minta r, (A) = —2.
n

A feltételes relativ gyakorisag tulajdonsagai nyilvan :
a) 0<r(AB)<l
b) r,(B|B)=1

c.) Ha A,A,,...,A,,...€3J egymast kizar6 események, akkor rn(ZAi|B) = Zrn(Ai|B)
i=1 i=1

kAB
k n AB .
Az rn(A|B) =—AB -1 5L(AB) atiras utan, ha n — o kapjuk, hogy rn(A|B) - P(AB) .
ky ks r(B) P(B)
n

Definicio: Legyenek A,B €3 olyan események, hogy A tetszbleges és P(B)>0. Akkor az A

P(AB) szamot értjiik.

eseménynek a B-re vonatkoztatott feltételes valosziniiségén a P(A|B) =

Feladat Szamoljuk ki annak feltételes valoszintiségét, hogy két kockaval dobva mindkét érték
paros feltéve, hogy 6sszegiik legalabb tiz!

Megoldas: Legyen A: ,Két szabalyos kockaval dobva mindkét érték paros lesz” és B: ,,A
dobott értékek dsszege nem kisebb mint 10”. P(B)=P(,,Az 6sszeg 10 vagy 11 vagy 12”)=
3-3 1

1
P(,,A dobasok eredménye (6,4),(4,6),(5,5) vagy (5,6),(6,5) vagy (6,6)”)=g. P(A)=¥ =7

3 1
P(AB)=P(,,A dobasok eredménye (6,4),(4,6) vagy (6,6)”)=£ = —. A definiciot hasznalva

12°
P(AB) 1 _ . . . o . .
———— = —. Lathatjuk, hogy a feltételes valoszinliség most nagyobb, mint a feltétel

P(AB)-— B "2

nélkiili.

Tétel: Tekintsiik az (€2,3,P) Kolmogorov-féle valosziniiségi mezot. Be I , P(B)>0 rogzitett.
def

Ekkor a P;(A) = P(A|B) feltételes valoszintiségre teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:
a.) 0<P,(A)<1 (VAEeT)
b.) P,(B)=1,P,()=0
C)VALA,. A,...eT:IA A =0 (iz)) > P, A)=D Py(A)

i=1 i=1
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Megjegyzés:

def
a.)Az eldzd tétel azt allitja, hogyha B-t rogzitjik, I, ={C‘C=A-B,A ES} , akkor a
(B,3;,P;) kielégiti a Kolmogorov valdszinliségi mez6 axiomadit, azaz a feltételes
valoszinliség bevezetésével az eredeti valdszinliségi mez6t lesziikitjiik.
.b.)Vannak A,B események, amikor P(A‘B) =P(A) teljesiil, azaz A valoszinlisége nem

valtozik meg, ha a B esemény bekovetkezését ismerjiik; az A bekdvetkezése "fiiggetlen” a B
bekovetkezésétol.

Definicio: Legyenek A.B €3 , P(A)-P(B) > 0. Az A és B események fiiggetlenek , ha
P(A|B)=P(A) (= P(B|A) = P(B)is ) fennall.

A kovetkezo definicié altalanosabb, mint a fenti, hiszen nem koveteli meg, hogy az
események pozitiv valosziniiségliek legyenek:

Definicio: Legyenek A,B €3 tetszéleges események. Az A és B események fiiggetlenek , ha
P(AB)=P(A)-P(B) fennall.

Tétel: Ha az A, B €3 események fliggetlenek, akkor

a.) A ¢és B

b.) A és B

c.) A és B
is fliggetlenek.

Tétel: Az D és Q események minden A€ J eseménytdl fiiggetlenek.

Definicié: Az ALA,,...,A, €T események  pdronként  fiiggetlenek, ha
P(A-A ) =P(A)-P(A)) (V i#]).

Definicié: Az A, A,,...,A €3I események teljesen fiiggetlenek, ha V k e{2,3,...,n} és
V1<1i, <1, <--<i, <n index kombindciora P(A; A; ---A; )=P(A; )P(A; )---P(A, ).

Tétel: Ha az A, A,,...,A €3 események teljesen fliggetlenek, akkor paronként is

fiiggetlenek. Forditva altalaban nem igaz.

rrrrrrrr

kapjuk.
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A megforditasra ellenpélda:

K : Dobjunk fel egy szabalyos kockat egymas utan kétszer.

A : ,ElsOre paratlant dobunk”; B :, Méasodikra paratlant dobunk”; C : ,,A két dobott szam
Osszege paratlan”.

P(A)=P(B)=P(C)=0,5 , P(AB)=P(AC)=P(BC)=0,25 = A , B, C paronként fiiggetlenek.

De P(ABC)=0 = P(A)P(B)P(C)=0,125 = azaz A,B és C nem teljesen fliggetlenek.

Tétel: Ha az A, A,,...,A, €3 események teljesen fiiggetlenek, akkor koziilik barmelyiket
az ellentett eseményére felcserélve, Gjra teljesen fliggetlen rendszert kapunk.

Tétel: (szorzasi szabaly)
Legyenek az A, A,,..., A €3 tetszéleges események, hogy P(H A;)> 0. Ekkor

P@AJ=P(A

n-2

n-1 —
n Ale{A n-1
i=1 i=1

HAJ~-P(A2|A1)P(A1).

crcr

n-1 P(HA) n-2 P(HA1) P AA
e TTa) =2 v, [Ta) = — o peaya) =T
P(HA ) o rdIay 1

A baloldalakat P(Al)—gyel Osszeszorozva, az egyszerlsités utan kapjuk az allitast.

Feladat A 32 lapos magyar kartyabol harom lapot hizunk egymas utan visszatevés nélkiil.
Mennyi a valoszinlisége annak, hogy az els6 kihtizott lap hetes, a masodik kilences, a
harmadik ismét hetes?

Megoldas: Legyenek A!: , Az elsének huzott lap hetes”, A{” ,,A mésodiknak huzott lap
kilences” , Ag”: »A harmadiknak kihuzott lap hetes”. A keresett valosziniiség a
P(APAPAY). Alkalmazva a szorzasi szabélyt:

PAPAPA) =P(AV)P(AP|AP)P(AYIAPNAY), ahol az egyes tényezdket
egyszeriien meghatarozhatjuk:

41 4 301
P(AY) = 3 P(A(2)|A(1)) = P(A(3)|A(1)A(2)) SETRETE Igy a keresett valoszintiség
1 4 1 1

8 31 10 610 °
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Tétel: (A teljes valosziniiség tétele)
Legyenek A ,A,,...,A,,...€3 teljes eseményrendszer, vagyis A;-A; =0 , (i#]) ¢és

ZAi =Q. Tegyiik fel tovabba, hogy P(A;)>0 minden i-re. Ekkor tetszéleges B €3
i=1
eseményre

P(B) =2 P(BJA)P(A,) .

Bizonyitas:

Mivel > A;=Q é B=B-Q=B-) A =) (AB), valamint (AB)-(AB)=0, a

i=1 i=1 i=1
val6szinliség o-additivitasi tulajdonsagabol kovetkezik, hogy

P(B) = P(ZAiB) = ZP(AiB) = ZP(B|Ai)P(Ai).

Feladat Egy rekeszben 15 teniszlabda van, melyek kozil 9 még hasznalatlan. Az els
jatékhoz kivesziink talalomra harom labdat, majd a jaték utan visszarakjuk azokat a rekeszbe.
(Nyilvan, ha volt kozottiik hasznalatlan, az a jaték soran elveszti ezt a tulajdonsagat.) A
masodik jatékhoz ismét taldlomra vesziink ki harom labdat. Mennyi a valdszinlisége annak,
hogy az utobb kivett labdak mind még hasznalatlanok lesznek?

Megoldas: Vezessiik be az alabbi eseményeket:
A.: ,,Az els6 jatékhoz éppen i db hasznalatlan labdat vettiink ki’ , i=0,1,2,3.

B : ,,A masodik jatszmahoz harom hasznalatlant vettlink ki”
Lathato, hogy az A, események teljes eseményrendszert alkotnak.

A B eseménynek az A,eseményekre vonatkozd feltételes valoszinliségei

) L)

P(BIA,) = W, mig az A, események valoszinliségei: P(A,) = (15) (1i=0,1,2,3). A

3 3

teljes valosziniiség tételét alkalmazva:

BE-GE0-CRE-OE
"l |

P(B) =2, P(BIA)P(A,) =
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Tétel: (Bayes tétele)
Legyenek A, A,,...,A,,...€3J teljes eseményrendszer, vagyis A;-A; =G , (i#]) és

Z:Ai =Q. Tegyik fel tovabba, hogy P(A;)>0 minden i-re. Ekkor tetszleges B €3

i=1

P(BJA,)P(A,)
eseményre, ahol P(B) >0 P(Ai|B) =— .
> P(BA)P(A )
i=1
Bizonyitas:
- P(A;B)
A feltételes valdsziniiség definiciojabol:  P(A,|B) = P(B) A szamlalé helyébe

P(B|A1)P(Ai)-t irva, a nevezd helyébe pedig a teljes valosziniiség tételébol kapott formulat
helyettesitve azonnal adodik az allitas.

Feladat Hat doboz mindegyikében hat-hat darab goly6 van, melyek k6zott rendre 1,2,3,4,5,6
darab fehér szinti talalhato (a tobbi fekete). Egy dobozt véletlenszerlien kivalasztunk, majd
abbdl visszatevéssel harom golyot kihuzunk. Ha azt tapasztaljuk, hogy mindharom goly6
fehér szinii, mennyi annak a valoszintisége, hogy a csupa fehér golyot tartalmazé dobozt
valasztottuk ki el6zéleg?

Megoldas: Legyenek A, -k a kovetkezd események: ,,Azt a dobozt vélasztottuk, amelyikben 1
db fehér golyo van” , i=1,2,3,4,5,6. Nyilvanvalo, hogy ezek az események teljes

eseményrendszert alkotnak, és mindegyikiik bekdvetkezése egyforman P valosziniiség.

Legyen tovabba B az az esemény, hogy ,,Visszatevéssel huzva mindegyik golyo szine fehér”.
-\ 3
i

P(BIA)) = (g) ,1=1,2,3,4,5,6. A Bayes-tételt alkalmazva:

P(BJA,)P(A,) 216
P(A6|B): 6 e e = 441

2 P(BIA)P(A))

~ 0,49 .

Ellen6rzé kérdések és gyakorlo feladatok

[u—

Mit értiink az A esemény relativ gyakorisagan?

Mennyi a lehetetlen és a biztos esemény relativ gyakorisaga egy n-szeres
kisérletsorozatban?

Mi a feltételes valosziniiség definicioja?

Mikor neveziink harom eseményt teljesen fiiggetlennek?

Mit allit a szorzasi szabaly?

Mondja ki a Bayes tételt!

Dontse el, az alabbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis!

N

Nownkw
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a. Az esemény relativ gyakorisaga mindig nagyobb, mint az esemény elméleti
valosziniisége.

A relativ gyakorisag lehet kisebb is €s nagyobb is, mint az elméleti valoszintiség.
Ha egy esemény relativ gyakorisaga 1, akkor az esemény a biztos esemény.

A kisérletek szamanak novekedtével a relativ gyakorisag értéke egyre csokken.
Egymast kizaré események relativ gyakorisagainak osszege az dsszegesemény
relativ gyakorisagat adja.

A teljes eseményrendszer relativ gyakorisagainak osszege 1.

Egy eseménynek a biztos eseményre vonatkoztatott feltételes valosziniisége
nagyobb mint a feltétel nélkiili valoszinlisége.

A feltételes valoszinliség lehet 1-nél nagyobb is.

Egy esemény rogzitése utan a feltételes valoszintiség kielégiti a valosziniiség
axiomait.

A fiiggetlen események kizarjak egymast.

Ha két esemény ellentettei fliggetlenek, akkor az események is azok.

A teljes eseményrendszer eseményei teljesen fliggetlenek egymastol.

. Barmely két esemény vagy fliggetlen egymastol, vagy pedig kizarjak egymast.
Barmely pozitiv valosziniiségli esemény dnmagara vonatkoztatott feltételes
valdszintisége 1.

Barmely pozitiv valoszintiségii, de nem egy valoszinliségli eseménynek az
ellentettjére vonatkoztatott feltételes valoszintisége 0.
p. Egymast kizaré eseményeknél az egymasra vonatkoztatott feltételes valoszintiség
mindig 0.
g- A teljes fiiggetlenségbdl kovetkezik a paronkénti fiiggetlenség.
r. A lehetetlen esemény 6nmagatdl is fliggetlen

8. Mennyi P(A| B), ha P(A)=0,6 , P(B)=0,5 és P(A+B)=0,8?

9. Dobjunk fel két kockat. Mondjunk olyan eseményeket ezzel a kisérlettel kapcsolatban,
amelyek fliggetlenek, és olyanokat amelyek nem fiiggetlenek egymastol!

10. Az A és B események koziil legalabb az egyik mindig bekdvetkezik. Ha P(A|B)=0,2 és
P(B|A)=0,5, mennyi P(A) és P(B)?

11. Harom szabalyos kockat feldobunk. Mennyi a valosziniisége annak, hogy van hatos
értékiink, ha tudjuk, hogy mindegyik dobas paros lett?

12. Egy urndban b darab fekete és r darab fehér golyo van. Véletlenszeriien kihuznak egy
golyo6t. A kihtizott golyot €s még ugyanolyan szinlibol ¢ darabot visszatesznek az urnaba.
A kisérlet eredményét nem ismerve, masodszorra mi hiizunk az urnabol. Feltéve, hogy a
masodik huzéaskor fekete golyot hiizunk, mennyi a valoszintisége annak, hogy az els6
huzaskor is fekete volt az eredmény?

13. Harom szabalyos kockat feldobunk. Mennyi a valoszintisége annak, hogy a dobasok
kozott van hatos, ha mindegyik kockan kiilonb6z6 érték van?

14. Egy ladaban 100 darab jatékkocka van, melyek koziil 99 teljesen szabalyos, egy pedig
hamis olyan értelemben, hogy vele mindig hatos dobhat6 csak. Ha véletlenszeriien
kivesziink egy kockat a 1adabol és azt tizszer feldobva mindig hatost kapunk, mennyi a
valoszintisége, hogy éppen a hamis kockat vettiik ki el6zdleg?

15. Két politikus x és y egymastdl fiiggetleniil hazudnak illetve mondanak igazat 2/3 illetve
1/3 valoszinliséggel. Feltéve, hogy x azt allitja, hogy ,,y hazudik”, mennyi a valdsziniisége,
hogy y igazat mond?

oo o

e

=
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16. Két urna koziil az egyikben n fekete €s m fehér, a masikban N fekete és M fehér golyo
van. Az els6bdl talalomra atrakunk egyet a masodikba, majd onnan taldlomra vissza
vesziink egyet. Megint az elsébol hlizva, mennyi a valdszinlisége a fehérnek?

17. Két jatékos felvaltva huz egy-egy golyot visszatevés nélkiil egy urnabol, amiben egy fehér
¢és harom fekete golyo van. Az a jatékos nyer, aki el6szor hiz fehéret. Mennyi a
valdsziniisége, hogy az elsdnek htizo jatékos fog nyerni?

18. Egy kalapban tiz cédula van, melyekre a 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 szamjegyek vannak felirva.
Visszatevéssel kivesziink két cédulat. Jeldlje n a szamjegyek Osszegét, & pedig a
szamjegyek szorzatat. Adjuk meg a P(n=i| £=0) valoszintiségeket! (i=0,1,...,18).

19. Egy perzsa sah egyszer egy elitéltnek azt mondta, hogy tetszés szerint elhelyezhet 50
fehér és 50 fekete golyot két egyforma vazaba. Az egyikbdl majd a sah kihuz egy golyot,
¢s ha az fehér , megkegyelmez. Ha viszont a kihuzott golyo fekete, vagy kideriil, hogy nem
mindegyik goly6 volt a vazakba berakva, esetleg a kivalasztott vazaban nem volt
semmilyen goly6, az itélet halal. Hogyan kell szétosztania az elitéltnek a golyokat, hogy a
megkegyelmezés valdszinlisége maximalis legyen?
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6. A valosziniiségi valtozo és az eloszlasfiigevény fogalma

A gyakorlati alkalmazasok jelentds részében a véletlen kisérlet elemi eseményei valds
szamokkal jellemezhetoek. Gondoljunk csak példaul a kockadobas kisérletre, a rulett-tarcsa
megforgatasara, a Duna pillanatnyi vizmagassagara, vagy a legkozelebb sziiletend6 csecsemd
testsulyara stb. Sokszor, bar az elemi események nem szamok, de egy alkalmas fliggvénnyel
(amit majd valdszinliségi valtozonak neveziink) egy-egyértelmii megfeleltetés létesithetd
koztiik és a valds szamok egy részhalmaza kozott, €s igy a valoszinliségi valtozé segitségével
atfogalmazhato a véletlen jelenség. Pl. a kartyahuzasnal a kartyakat sorszdmozzuk, minden
addigi esemény ekvivalens modon targyalhatd. A leképezd fiiggvények (valosziniliségi
valtozok) definialasa az esetek tobbségében természetes modon adodik.

Felhasznalhatok a valoszinliségi valtozok az eredeti kisérlet egyszeriisitésére is. Pl.
késobb latni fogjuk, hogy egy n-szeres hosszisagi Bernoulli kisérletsorozat helyett egyetlen
valoszinliségi valtozo megfigyelése is lehetséges.

Definicio: Legyen (Q,3,P) Kolmogorov- féle valdszintiségi mez6. A & : Q@ — IR fliggvényt
valosziniiségi valtozonak nevezziik, ha minden x € IR esetén a ,,§ kisebb értéket fog felvenni
mint x” allitds megfigyelhetd esemény lesz, azaz A, ={o| {(®)<x}eI minden valos x-re.

A val6szinliségi valtozoval kapcsolatos események valoszintiségeit az eloszlasfiiggvény
segitségével fogjuk szamolni.

jel
Definicio: Az F,(x)=P(A,)=P({o|&(0) <x)) ZPE<x),x cIR figavényt a &

valoszinliségi valtozo eloszldsfiiggvényének nevezziik.

Mint lathat6, az eloszlasfiiggvény a valds szamokat a [0,1] intervallumra leképezd valos
fuggvény, azaz F, :1R—>[ 0,1 ] A kovetkezé tétel Osszefoglalja az eloszlasfiiggvény

legfontosabb tulajdonsagait. Bizonyithatd, hogy ha egy F(x) valos fiiggvény rendelkezik az
alabbi a.),b.),c.) tulajdonsaggal, akkor ahhoz mindig taldlhatd olyan K véletlen kisérlet és
azzal kapcsolatos valosziniiségi valtozo, aminek éppen F(x) az eloszlasfiiggvénye. Az
eloszlasfiiggvények, és az a.), b.), c.) tulajdonsaggal rendelkez6 valos fiiggvények halmaza
tehat egybeesik!

Tétel: (Az F, eloszlasfiiggvény tulajdonsagai)
a.) E. monoton nemcsokkend, azaz F,(x) < F.(y),ha x<y.
b.) E;. balrol folytonos, azaz lim F, (x) = F;(y) minden y €IR-re .
X—>y+

c.) lim F,(x) =1¢és lim E(x) =0.

33




0 ,hax<1

Feladat Mutassuk meg, hogy az F(x)=1< 1+2x > 1 fliggvény nem lehet
x—0,8 "’

eloszlasfiiggvény!

Megoldas: Mivel limF(x) =2, ezért a ¢.) tulajdonsag sértil.

X—>0

A kovetkezo tétel mutat ra arra, hogyan lehet az eloszlasfiiggvényt felhasznalni a ,,& értékei x
és y kozé esnek” tipusu események valdszintiségeinek kiszamitasdhoz.

_Tétel: Tetszoleges x<y esetén
a) Px=E<y)=E(y)-EX)
b.) P(x<&<y)=FE(y)-E(x+0)
c.) P(x<&<y)=FE(y+0)-FE(x)
d.) P(x<E<y)=FE(y+0)-FE(x+0)
e.) P(E=x)=E(x+0)-E(x)

Vegylik észre, hogy ha F. folytonos az x helyen, azaz F,(x) = F.(x+0), akkor az allitas e.)

pontjanak értelmében P(E=x)=0. Tehat, ha egy valosziniiségi valtozohoz folytonos
eloszlasfliiggvény tartozik, akkor az azt is jelenti, hogy értékkészletének minden elemét O
valoszinliséggel vesz fel. Pl. a Duna vizmagassagat nyilvan egy folytonos valdsziniliségi
valtozoval jellemezhetjiik. Annak valosziniisége, hogy egy tetszleges pillanatban
megfigyelve a vizmagassagot éppen 8 métert kapjunk (mm pontossaggal) nulla valosziniiségi
esemény. (Lehet, hogy a megfigyelt érték kozel lesz a 8000 mm-hez, de némi eltérés biztosan
fog mutatkozni...) Ez persze nem jelenti azt, hogy a ,,Duna vizmagassaga éppen 8 méter”
esemény lehetetlen volna. Ez csupan annyit jelent, hogy az emlitett esemény bar elvileg
bekovetkezhet, de ennek valosziniisége 0. Kiilonbség van tehat a 0 valdszinliségli esemény és
a lehetetlen () esemény kozott. A lehetetlen esemény specidlis nulla valdszinliségl
esemény.
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6.1 Diszkrét valdsziniiségi valtozok

Definicio: A & valdszinliségi valtozot diszkrétnek nevezzik, ha értékkészlete megszamlalhato

(sorozatba rendezhetd) , vagyis V o € Q-ra {(w) e X = {X1 ,xz,...,xn,...} , €¢s X-nek nincsen

torlodasi pontja. Ez utdbbi azt jelenti, hogy barmely x; értékhez talalhatd olyan pozitiv €
szam, hogy az ( x;-¢, X, +¢) intervallumban egyediil x, van az X elemei koziil.

A diszkrét valoszinliségi valtozoknal a kapcsolatos események valdszinliségeit az eloszlassal

crer

jel
Definiciéo: A p, = P({(D‘ (o) = xi}) =P(§=x;) (i=1,2,..) valoszinliségek Osszességét a &

diszkrét valoszinliségi valtozo eloszldsanak nevezzik.

Tétel: A £ diszkrét valoszintiségi valtozo p,,p,,...,Pp,,...closzlasara teljesiil, hogy
a.) 0<p <1

b.) Zpi =1
i=1

Az a.) allitds abbol adodik, hogy a p, szdmok éppen az A, = {m‘ (o) = xi} események

valoszintliségei.
Mivela A, = {w‘ E(m) = xi} (i=1,2,...) események teljes eseményrendszert alkotnak, igy a b.)

allitas is igaz.

Tétel: A Ediszkrét valdsziniiségi valtozd F. eloszlasfiiggvényére igaz, hogy F (x) = Z:pi

masrészt p; = F.(x; +0) - F.(x;). Azaz a diszkrét valoszinliségi valtozo eloszlasfiggvénye
olyan lépcsés fliggvény, melynek az ugrohelyei az x,,X,,...,X,,... helyeken vannak, és az

ugras nagysagarendre  p,,pP,,....Pyoee- -

Mivel A = {oo‘ E(w) < x} = Z:Ai = Z{co‘ E(w) = xi} és az A, események egymast

paronként kizarjak, kovetkezik az allitas elsé része.
Masrészt p; = P(§=X;)=P(x;<E<x) =FE(x,+0)-E(x).
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) H3

Diszkrét valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye

Feladat Egy csomag magyar kartyacsomagbol talalomra kihtizunk egy lapot. Vegye fel & a
kartya pontértékét! (also:2, felsd:3, kirdly:4, asz:11, hetes:7, nyolcas:8, kilences:9, tizes:10).
Adjuk meg és abrazoljuk a  eloszlasfiiggvényét!

Megoldas: & Ilehetséges értékei, az értékkészlete az {2,3,4,7,8,9,10,11} szamhalmaz.
Mindegyik i értéket P(§ =1) = % valoszintiséggel veheti fel. Igy az eloszlasfiiggvény:

0 , hax<2

—,ha2<x<3

0.2
,ha3<x<4

na ,had<x<7

0.4 Fi(X)Z ,ha7<x<8

,ha8<x<9

0z

,ha9<x<10

,hal0<x<11
1, ha x>11

cx>|\]°°|<3\oo|Lm>o|.|>c><>|uaoo|l\)oo —_

Az alabbiakban a gyakorlati alkalmazasokban leggyakrabban el6fordulé nevezetes diszkrét
val6szinliségi valtozokat fogjuk targyalni.
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6.1.1 Példa Karakterisztikus valosziniiségi valtozo

Legyen (€2,3,P) Kolmogorov- féle valdszinliségi mezd, A € I egy pozitiv valdszintiségii
esemény: p=P(A)>0.

1,

0, ogA
esemény bekovetkezésekor 1 értéket, kiillonben 0 értéket vesz fel.) Ekkor & diszkrét

val6szinliségi valtozo, melyet karakterisztikus- vagy indikator valosziniiségi valtozonak
neveziink. Jelolés: & e y(A) . A § eloszlasa :

py=P(E=0)=P(A)=1-p,p, =P(E=1)=P(A)=p.

A £:Q — IR fliggvény definicioja a kdvetkezo : (o) = { . (Vagyis & az A

6.1.2 Példa Binomidlis eloszldsu valosziniiségi valtozo

Legyen (Q,3,P) Kolmogorov- féle valdszinliségi mezd, A €I egy pozitiv valoszinliségl
esemény: p = P(A) > 0 . Hajtsunk végre egy n-szeres Bernoulli-féle kisérletsorozatot. Vegye
fel & azt az értéket, ahdnyszor A bekdvetkezett a kisérletsorozatban. & lehetséges értékei
tehat 0,1,2,...,n. Az egyes értékek felvételének valosziniiségei, azaz & eloszlasa :

n n
‘ =P(§=k)=(kj p-d-p)t =(kj p*-q" , k=012,...,n

& -t n és p paraméteri binomidlis eloszlasu valdsziniiségi valtozonak nevezziik.
Jelolés: € € B(n,p).

A binomialis eloszlas képletét az alabbi felbontas alapjén lehet megérteni:
2. k. k+l. k42, n. 1. 2. k-1. ko k+1. k2. n. 2. n-k. p—k+1. n—-k+2. n.

(o] @)=k} = AR A A A AL AR A A A A At A A A A A A

A jobboldalon 4ll6 események egymast kizarjadk, ¢és mindegyikiik valoszinlisége a

n! n
fliggetlenség miatt p*-q" . A tagok szdma ———— =( j , mert n elem olyan ismétléses
kl(n—-k)! \k

permutacidirdl van szo, ahol k illetve n-k elem megegyezik.
A p, valoszinliségek eloszlast alkotnak, hiszen a binomidlis tétel szerint:

n n n
2., =Z(k)-pk q" =" =1"=1.
k=0

Nyilvan B(1,p) = y(A), tehat a binomialis eloszlas a karakterisztikus eloszlas kiterjesztése.

Tétel: A binomidlis eloszlas p, elemeire teljesiil, hogy

n-k+1 R
—'B'pk_l J(k:19273,"'7n)7p0:q
ko q

b.)Ha a = [(n+ 1)-p] , ahol [X] az egészrészt jeloli, akkor p, > p, , (k=0,1,...,n)

a.) p, =

Feladat A véletlen kisérlet az, hogy n-szer feldobunk egy szabalyos jatékkockat és egy
pénzdarabot egyszerre. Jeldlje & a hatos dobasok szamat, n pedig a fejdobasok szamat. Adjuk
meg a P(§ <n) valdszintséget!
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1 1
Megoldas: Mindkét valtozo binomialis eloszlasu: & eB(n,g) és e B(H’E)'

P@zk%%iXéY(am*HEWePm:k%4iK%Y(£y¢:(BﬁgnAFQL%n

P(n < &|E=0)=0, mert ez lehetetlen,
P(m<gE=1)=P(n=0),
P <gE=2)=PM=0)+P(n=1),

P(M<glE=n)=PMM=0)+P(n=D+-P(n=n-1).
A teljes valosziniliség tételét felhasznalva kapjuk meg a végeredményt:
P(M<&)=PM<g[g=0)P(E=0)+-+PM<E[E=n)P(C=n).

6.1.3 Példa Poisson eloszlasu valosziniiségi valtozo

Ha egy & valosziniiségi valtozd értékkészlete a természetes szamok halmaza:
} :

X=IN= {0,1,2,....,n,.... , eloszlasa pedig p, = P(§ =k) = Fe’x ,k=0,1,2,...,ahol A >0

akkor &-t A paraméterii Poisson eloszldsu valosziniisegi valtozonak nevezzilk. Jelolés:

& ePo(}).

A fenti valosziniiségek valoban eloszlast alkotnak, mert
o k

ipk = Z}L—e* = e’*ix—k =e.e"=1.
k=0 k=0 k' k=0 k'

Poisson eloszlast alkalmazunk a binomialis eloszlas helyett olyankor, amikor n nagy és p

kicsi. Erre vonatkozik az alabbi tétel:

n Ak
Tétel: lim(kjpkqn'k = e, azaz a Poisson eloszlas a binomiélis eloszlas hataresete,
n—om !

np=»X1
amikor a kisérletek szdma (n) minden hataron tul nd, az A esemény valoszintsége pedig 0-
hoz tart, mikézben az np szorzat allando.

A Poisson eloszlas tehat jol alkalmazhaté olyan Bernoulli kisérletsorozat modellezéséhez,
ahol a kisérletek szama nagyon nagy, viszont a megfigyelt esemény valdszinlisége 0-hoz
kozeli. Példaul:

— egy adott térfogatban id6egység alatt elbomlo atomi részecskék szama;

— a mikroszkdp latdterébe bekeriilt egysejtiiek szama;

— iddegység alatt a telefonkdzpontba beérkezo hivasok szama;

— egy sliteményszeletben talalhaté mazsolak szama;

—egy konyvoldalon talalhato sajtohibak szama; stb.
Az emlitett esetekben binomialis eloszlas alkalmazasa koriilményes lenne, mert a binomiélis
egyiitthatok szamolasa a nagy n miatt tulcsordulashoz, illetve szamolasi pontatlansagokhoz
vezethet.
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6.1.4 Példa Geometriai eloszlasu valosziniiségi valtozo

Legyen K egy véletlen kisérlet, és (Q2,3,P) a hozzatartozé Kolmogorov- féle valdsziniiségi
mezd, A €3I egy pozitiv valosziniiségli esemény: p=P(A)>0 . A K kisérlet egymastol
fiiggetleniil addig hajtsuk végre, amig az A esemény be nem kovetkezik. A & valdszinliségi
valtozot értelmezziikk ugy, mint az A esemény bekovetkezéséhez sziikséges ismétlések
szamat. § -t p paraméterii geometriai eloszlasu valosziniiségi valtozonak nevezzik.

Jelolés: € eG(p) .

& lehetséges értékei : 1,2,3.4,.., azaz a pozitiv egész szamok. & eloszlasa:
k-1. k.

A2kl
p.=P(E=k)=(1-p)'p=q“'p, hiszen {0)| E(w) = k} =A-A--~A-A, és a fiiggetlen
végrehajtas miatt az esemény valoszintisége: q-q---q-p=q"'p.

A geometriai sor Osszegzoképletét felhasznalva lathatjuk be, hogy ezek a valdsziniiségek

valdban eloszlast alkotnak: Zpk = qu"p = pz q- = p# = pl =1.
k=1 k=1 k=0 1-q p

Tétel: A geometriai eloszlas drokifju tulajdonsagu:
P(¢=m+k|¢>m)=P(E=k), Vm,k-ra.
Annak feltételes valoszinlisége, hogy a kovetkezd k végrehajtas végén bekovetkezik az A

esemény, amennyiben az el6z6 m megfigyelés alatt nem kovetkezett be ugyanannyi, mint
annak valdszinlisége, hogy éppen a k-adik végrehajtas utan kovetkezik be az A esemény.

Bizonyitas:
PE=m+kEg>m) PE=m+k) q"™'p

P(§=m+Kk[g>m) =

PE>m)  P¢E>m) &
>.q%'p
o=m+1

m+k—1 m+k—1

a7 p q97p )
= R =q“'p=P(E=k)
pq" Y q"

a=0

A geometriai eloszlas ,,0rokifju” tulajdonsagat a kovetkezOképp lehet interpretalni: attol,
hogy egy esemény az ismételt végrehajtds soran régen fordult eld, még nem fog a
bekovetkezési valoszinliség megnéni ! Tehat pl. azért, mert régdta lottbzom nem lesz
nagyobb az 6t0s talalat elérésének esélye.

Feladat A véletlen kisérlet az, hogy n darab dobozba véletlenszeriien golyokat helyeziink el
ugy, hogy minden elhelyezésnél barmelyik doboz kivalasztasa egyforman valdszinti. Akkor
allunk meg, ha észrevessziik, hogy az egyes szamt dobozba bekeriilt az elsé golyo. Jeldlje € a
kisérlet befejez6désekor az elhelyezett golydk szdmat. Adjuk meg a & eloszlasat!

39




Megoldas: Annak valdszinlisége, hogy az egyes szamil dobozba ejtiink egy golyot p=;,

n—1
annak, hogy nem ebbe keriil a goly6 q = o Ha A-val jeloljiik a ,,az egyes dobozba keriil a

goly6”, akkor a golyoelhelyezéseket addig kell folytatnunk, amig A el6szor be nem fog
kovetkezni, tehat & geometriai eloszlast lesz. Az eloszlésa:
n—1) 1

k-1
P(a:k):qklpz(_j —,k=0,1,2,....
n n

6.1.5 Példa Hipergeometriai eloszldasu valosziniiségi valtozo

Tegyiik fel , hogy egy urnaban N golyo6 kozott F fekete van a tobbi nem fekete. Kivesziink
egyszerre n db golyot az urnabdl, ahol 1 < n < min(N — F,F). Vegye fel a £ valosziniiségi
valtozo a kivett golyok kozott talalhato fekete szinliek szdmat! Nyilvan, a £ lehetséges értékei
W
k) {n-k
0,1,...,n. A € eloszlasa p, =P(E=k) = T , k=0,1,....n. §-tn,NF paraméterii

n

hipergeometriai eloszlasu valdszinliségi valtozonak nevezziik.
Jelolés: & eHG(n,N,F).

A Kklasszikus valoszintiségi képlet alapjan kovetkezik a p,-ra fent adott képlet. Az Osszes
lehetséges kivalasztasok szama N elem n-edosztalyt ismétlés nélkiili kombinacioi.

F
A "kedvezd"” kivalasztasok szamanak meghatarozasa: az F fekete koziil k-t (k) féleképpen,

n—k
szorzat megadja a kiilonbozo k feketét tartalmazo kivalasztdsok Osszes szamat.
Azt, hogy a p, valoszinliségek valoban eloszlast alkotnak, ugy tudjuk igazolni, ha az

(I+x)V™"-(1+x)" = (1+x)" azonossigban Osszehasonlitjuk mindkét oldalon  x"

n (F) (N-F N) |, n
egylitthatoit: Z( ) ( j :( ) . Atosztas utan adodik a Zpk =1 Osszefiiggés.
k) \n-k n s
Amikor egy nagyobb széria selejtaranyat akarjak megbecsiilni, mintat vételeznek, €s a
mintaban megfigyelt selejtaranybdl probalnak kdvetkeztetni az egész készlet selejtaranyara. A
mintat kétféleképpen képezhetjik. Visszatevés nélkiili mintavételezésrél beszéliink, ha a
mintaelemeket egyenként vesszilk ki és utana végezziik el a selejtességre vonatkozo
vizsgalatot. Visszatevéses a mintavételezés, ha a mintaclemeket megvizsgalds utdn
visszatessziik, és az ujabb huzaskor megint szamolunk az 6sszes termékkel, tehat elvileg
olyan elemet is kivehetiink, melyet el6z6leg mar vizsgaltunk. Ha az urnamodellben a golyok
helyett termékeket, a fekete golyok helyett selejtes termékeket vesziink, akkor a
hipergeometriai eloszlas a teljes készletbdl valo viasztevés nélkiili mintavételezést jelenti.
Amennyiben az n termék kivalasztasat ugy végezziik, hogy minden kivalasztas utan a

az n-k db nem feketét az N-F koziil pedig ( j féleképpen lehet kivalasztani, igy a
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terméket visszatessziik, B(n,%) (binomialis) eloszlassal irhatjuk le a folyamatot. Az

alabbi tétel azt mondja ki, hogy nagy elemszamu sokasag esetén a kétféle mintavételezés
kozott gyakorlatilag nincs kiilonbség.

F\(N-F
, . (kj(n_k) (nj kK n-k . - o ap F
Tétel: Ié:—r%T: P .A hipergeometriai eloszlas értékei B(H’N)
F n

N
eloszlassal jol kozelithetoek, ha N = pF — .

Feladat Mennyi a val6szinlisége, hogy a hagyomanyos 6tos lottohtizds soran valamennyi
kihuzott szam paros lesz?

Megoldas: Ha & most a kihuzott paros szamok szdmat jelenti, akkor £ HG(90,45,5), hiszen a

paros szamok szama 45. A § eloszlasa P(§ =k) = 90
(5

vonatkozik, amikor k=5, azaz a keresett valosziniiség: P(§ =5) = (—

90j
5

,k=0,1,2,3,4,5. A kérdés arra

[45 45

~ 0,0278.
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6.2. Folytonos valdszinuségi valtozok

Definicio: Legyen & az (Q,3,P)-n értelmezett valoszinliségi valtozo, melynek értékkészlete
kontinuum (nem megszamlalhatoan végtelen) szamossagu. Jeldlje F az eloszlasfiiggvényt.
& -t folytonos valosziniiségi valtozénak nevezzik , ha F, abszolit folytonos, azaz létezik olyan

f. IR > IR fuggveny, melyre fennall az F,(x)= J.fé (t)dt (x elR) Osszefliggés. Az f;

fuggvényt a & valoszinliségi valtozo (vagy az F, eloszlasfiggvény) siiriségfiiggvényének
nevezzilk. Ha F, abszolut folytonos, akkor folytonos is ¢és majdnem mindeniitt

dE. (x)

differencialhato, azaz praktikusan véges sok helyen lehet csak toréspontja: = f.(x), ha

x folytonossagi pontja f, -nek.

Megjegyzés: a.) A diszkrét valoszinliségi valtozok nem folytonosak, mar csak azért sem, mert
eloszlasfliggvényiik nem folytonos.

b.) Léteznek olyan valosziniiségi valtozok, melyek se nem diszkrétek, se nem folytonosak.
Ezek az dltaldnos valdsziniiségi valtozok, melyekkel a tovabbiakban mi nem foglalkozunk; a
gyakorlatban ritkan fordulnak elé. Pl. az a § altalanos valdsziniiségi valtozo, melynek
eloszlasfiiggvénye:

,hax=-1
x -2

e? dt,hax>0
0

[ SR

Fg(x)z

)

Tétel: (A stiriiségfiiggvény tulajdonsdgai)
Legyen & az (Q2,3,P)-n értelmezett folytonos valoszinlisegi valtozo. Akkor az f; : IR — IR
striiségfiiggvényre teljesiil, hogy

a.) f;(x) 2 0 , ha x folytonosségi pont.

b.) jmfi (t)dt=1.

dE. (x)

Az a.) allitas abbol kovetkezik, hogy F, monoton nem csdkkend, és = f;(x), hax

folytonossagi pontja f, -nek. Ugyanis monoton nem csokkend fliggvény derivaltja

nemnegativ.
A b.) tulajdonsag az eloszlasfiiggvény c.) tulajdonsagabol adodik:

1= lim F, (x) = lim [f.(de=[r (0.
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Megjegyzés:
a.) A striségfiiggvény a folytonos valosziniiségi valtozoknal ugyanazt a szerepet tolti be,
mint diszkrét valdszinliségi valtozoknal az eloszlas. Ugyanis tetszdleges a € IR és Ax > 0-ra

a+Ax

Pla<g<a+Ax)=F,(a+Ax)—F, (a)= Ifé(t)dtzfi(a*)Ax , ahol

a<a <a+Ax.Ha Ax kicsi, akkor f.(a)~ fg(a*), igy Plas&<a+Ax)~f.(a)Ax.
Tehat a & valoszinliségi valtoz6 az a kornyezetében az f.(a) értékkel aranyos
valoszinliséggel tartozkodik. ( Az f, (a)értek lehet 1-nél nagyobb is !')

def dF
b.) fé(x)zo,haaﬁ.
X

Feladat Az egységnégyzeten kivalasztunk véletlenszerlien egy pontot. Jeldlje & a pontnak a
legkézelebbi  oldaltol  vett tavolsagat. Adjuk meg a & valoszinliségi valtozod
striiségfiiggvényét!

Megoldas: Geometriai modszerrel lehet meghatarozni az eloszlasfiiggvényt. Az alabbi abran
sOtétitve mutatjuk a £<x eseménynek megfeleld tartomanyt:

F

[
1« ,
0o hax<0
A teriilet nagysaga (1-2x)°, igy F, (x)=11-(1-2x)* ,ha 0<x<0,5.
1 , hax>05

4-8x,ha0<x<0,5

Derivalas utan kapjuk a stirliségfiiggvényt: f, (x) = { 0 . egyébkent
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6.2.1 Példa: Az egyenletes eloszldasu valosziniiségi valtozo

A & az[a,b] intervallumon egyenletes eloszlast, ha eloszlasfiiggvénye:

0 ,x<a
Q(X)_ b_aa a X>0D.
1 ,x>b
Jelolés: & eU([a , b]).
1
. b
Ekkor a stirliségfiiggvény: f,(x)=1b-a ’ Xe(a, )
0o , Xeé(a,b)
1 L -
[ T T I
a h a b

Az [a,b] intervallumon egyenletes eloszlis eloszlas- és siiriiségfiiggvénye

Tétel: Ha & a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast és F(y) egy szigorian monoton
novekvod eloszlasfiiggvény azon az intervallumon, ahol 0 < F (y) <1, akkor az n=F"'(§)
valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye éppen F(y) lesz.

Ez a tétel konnyen belathato. El6szor is megjegyezziik, hogy egy szigorian monoton névekvo
fiiggvénynek 1étezik az inverze.

P(n<y)=P(F'(§) <y)=P(F(F'(§)) <F(y)) = P(§ <F(y)) = F(y), mert F(y) €[0,1].

A tétel lehetdséget ad, hogy a szamitogépek egyenletes eloszlast véletlen szamokat generalo
rutinja segitségével tetszéleges F(y) -eloszlasfiiggvényhez tartozd véletlen szamokat
eléallitsunk és azokat szimuldcios programokhoz felhasznaljuk. Példaul a kockadobas
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kisérletét ugy szimulédlhatjuk, hogy generdlunk egy & véletlen szamot a nulla és egy kozott.
i—-1 i
Ha ¢ € [T ,g} , akkor az ,,a kockéval i értéket dobtunk” eseménynek fog megfelelni.

Feladat Egy egységnyi hosszliisagu szakaszt talalomra valasztott pontjaval két részre osztunk.
Mi a keletkezett szakaszok koziil a kisebbik hosszanak stiriségfliggvénye?

Megoldas: Jeloljik n-val a kivalasztott pont origotdl vett tavolsagat! Ekkor nyilvan
0,hax<0

n eU[O,l] , ¢s eloszlasfiggvénye F (x)=9x, haO<x<1. A keletkez§ szakaszok kozill a
l,hax>1

rovidebb hosszat jeloljik &-vel!l A két valtozd kozott az alabbi kapcesolat all fenn:

n,han<05 | o
€= | Igy & eloszlasfiiggvénye kifejezheto lesz n eloszlasfiiggvényével:

-n,han>05"
F.(x)=P(E<x)=P(E<x,n<05)+P(E<x,n>05)=PMM<x,n<0,5+P(1-n<x,n>0,5)=
0 ,bhax<0
=1P(n<x)+P(1-x<n)=x+(1-(1-x))=2x,hax €(0,0,5), azaz &eU[O, 0,5] .
1 ,hax>0,5

6.2.2 Példa: Az exponencialis eloszlasu valosziniiségi valtozo

A & A > 0 paraméterii exponencialis eloszlast valdszinliségi valtozo, ha eloszlasfiiggvénye
l—e™™,x>0
F‘?(X):{o L x<0"
Jelolés: & e E(A).
re ™™ x>0

0,egyébként

A stiriségfiiggvény Fé’ (x) =1, (x) = {

el 1

0.8

0.6

0.4

0.5
0.2

oh 1 2,03 4 5 0o i 3 ; 3 i [

Az exponencialis eloszlas siiriiség — és eloszlasfiiggvénye a A = 0.5, 1, 2 esetekben
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Tétel: (Az exponencidlis eloszlas orokifju tulajdonsdga)

Ha Ee€E(A), akkor P(§< y|c“3 >2x)=P(E<y—x) Vx<y, vagyls annak feltételes
valoszintisége, hogy & legfeljebb y-ig ,,é1”, ha mar x-et ,megélt” egyenlé annak
valoszintiségével, hogy & legfeljebb y-x ideig ,,¢1”, azaz a talélési kondiciok az id6 mulasaval
nem csokkennek, hisz 0 és y-x kozott ugyanaz a ttlélési esély mint x €s x+y kozott.

Legyen ugyanis x <y tetszdleges, ekkor
_ —\y —Ax
P(§<y|§2x)= P(x<¢&<y) _ E (y)-E(x) _ I-e —1::3
P(§2>x) 1-F.(x) I-1+e
=1-e™0 =P(E<y-x)
A tétel megforditidsa is igaz, vagyis csak az exponencidlis eloszlds 6rokifji a folytonos
valdszintiségi valtozok kozott. Az exponencidlis eloszlast véletlen idotartamok modellezésére
hasznaljak. Példaul exponencialis eloszlasu két telefonhivas kozott eltelt id6, a fodrasznal
eltoltott varakozasi id6, egy berendezés hibamentes iizemelési ideje, stb.

Feladat Egy szobaban 6t telefon van, melyek koziil barmelyik megszolalhat a tobbiektol
teljesen fiiggetleniil & id6n beliil, ahol & A=1 paraméterii exponencialis eloszlast
valoszinliségi valtoz6. Mennyi az esélye annak, hogy egységnyi idon beliil pontosan két
telefonkésziilék fog csorogni?

Megoldas: Az ,,egy telefon megcsorren egységnyi idon beliil” esemény valdszintisége:
p=PE<D)=F.(1)=1- e”'. Mivel &t fiiggetleniil iizemeld késziilékiink van, a feladat

atfogalmazhat6 igy, mintha az A eseményre vonatkozo 0tszords Bernoulli kisérletsorozatrol
volna sz6. Igy a binomidlis eloszlast figyelembevéve, annak valoszinlisége, hogy az A

5 1 1
esemény pontosan kétszer kovetkezik be: (Jpz (1-p)’ =10(1- g)z (E)3 ~ 0,1989.

6.2.3 Példa 4 normdalis eloszlasu valosziniiségi vailtozo

A & valoszinliségi valtozd pelRés o >0 paraméterii normalis eloszldasu, ha
eloszlasfiiggvénye

1 X (=)’
FF(x)=®, _(x)= e 2 dt ,xelR.
g( ) p,c( ) \/%G _J.oo
Jelolés: £ e N(u,0).
C(x-w)’

A g stiriségfiggvénye: £, (x) = o, ,(x) = Tin e > ,xelR.
noe

Ha € e N(0,1) , akkor standard normalis eloszlasrol beszéliink. Ilyenkor

1 = 1F e
Pu(X) =9(x) = e * & c1>0,1(x)=q>(x)=ﬁje 2 dt.
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0.54

0.4

-4 -2 [iki] 2 4 ) 3 3

. A normalis eloszlas siiriiség - és eloszlasfiiggvénye (-1,0.5), (0,1) és (1,2) paraméterekkel.

Tétel: (Transzformacios tulajdonsdgok)

a) @, (x)=d(E—5),
(e}

b.) cpu,c(x)=§cp(%),

vagyis a standard normalis eloszlas stirliségfliggvényével és eloszlasfiiggvényével tetszéleges
u €1R és o > Oparaméterii normalis eloszlasu stiriiségfiiggvény és eloszlasfiiggvény
eléallithato.

Az ¢el6z0 tétel bizonyitasa:

ﬂ
X— 15 L ]y Wty
o B [ am e a0
t:;H , ot+pu=u, %zl
u (e)

b.) az a.) mindkét oldalat derivaljuk.

Tétel: (A ¢ Gauss-fiiggvény tulajdonsdgai)

a.) o(—x)=0(x), vagyis ¢ paros fliggvény,

b.) lim ¢(x) = lim ¢(x) =0,

1
c) —=0(0)20(x)>0, VxelR,
) 2 ?(0) 2 o(x)

d.) ¢ inflexids helyei a +1 és -1, azaz ¢~ (-1) = ¢"(+1) =0,
e.) ¢ analitikus,

£) Jomx) dx=1.
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Tétel: (A © eloszlasfiiggvény tulajdonsagai)
a.) Od(x)=1-d(-x), Vx>0, azaz ® grafikonja szimmetrikus a (0, 0,5)-ra,
b.) @ szigortian monoton ndvekedd,
c.) @ analitikus, és
1 X3 (_l)k 2kt
T T T a2 ke
d.) )l(i_r)ri(b(x) =1, X1_i>n[10(l)(x) =0.

1
d)(x)=§+ +--) ,Vx>0.,

Feladat Egy automata zacskokba cukorkat adagol. A zacskok & sulyat =100 (gramm),

o=2 (gramm) paraméter(i normalis eloszlastnak tekinthetjiik. Mennyi a valoszintisége annak,
hogy harom véletlenszertien kivalasztott zacské kozott legalabb egy olyan van, aminek a
sulya 99 és 101 gramm ko6zé fog esni?

Megoldas: Legyen A a ,zacsko sulya 99 és 101 gramm kozé esik” esemény. Az A
bekovetkezésének valosziniiségét a & eloszlasfiiggvénye segitségével hatarozhatjuk meg:

101-100 99100
P(A)=P(99 <& <101)=F,(101)~F, (99) = @(T) - @(T) = ®(0,5)— D(-0,5) =

=2d(0,5)-1~0,383. A harom zacsko kivalasztdsa n=3 és P(A) paraméteri binomialis
eloszlassal modellezhetd, ami alapjan a keresett valoszintiség:

1‘@(“"‘))0“—”&)3 ~ 1 (1-0,383)° =0,765114887.

Ellenorzé kérdések és gyakorlé feladatok

Mi a valoészintiségi valtozo definicidja?
Milyen tulajdonsagok jellemzik egyértelmiien az eloszlasfiiggvényt?
Definialja a binomialis eloszlast!
Mi a stirliségfliggvénye a p,c paraméterti normalis eloszlasnak?
Mit jelent az, hogy az exponencialis eloszlas 6rokifju?
Dontse el, hogy az alabbi allitdsok koziil melyik igaz, és melyik hamis!
a.) A valoszinliségi valtozo olyan valos értéki fiiggvény, amelynek értelmezési
tartomanya a K véletlen kisérlet Q eseménytere.

S

b.) Minden Q-t IR-be leképezo fliggvény valdszinliségi valtozo.

c.) Egy véletlen kisérlethez tobb valdszinliségi valtozot is értelmezni lehet.

d.) Az eloszlasfiiggvény szigoruan monoton ndvekedo.

e.) Az eloszlasfiiggvény értékei nemnegativak.

f.) Az eloszlasfiiggvény folytonos.

g.) Az eloszlasfiiggvény balrol folytonos fliggvény, aminek jobbrdl lehet els6faji
szakadasa.

h.) Az eloszlasfiiggvény nem veheti fel a 0 és az 1 értékeket csak hatarértékben.

1.) Annak valosziniiségét, hogy egy valdszinliségi valtozo az értékeit egy
intervallumban veszi fel, az eloszlasfiiggvény segitségével meg lehet hatarozni.
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j.) Ha egy pontban az eloszlasfiiggvény folytonos, akkor az azt is jelenti, hogy azt a
pontot a valdszinliségi valtozo nulla valoszintiséggel veszi fel.
k.) Haa &:Q — IR fliggvény értékkészlete az irracionalis szamok halmaza, & nem

lehet diszkrét valoszinliségi valtozo.

1.) Haa &: Q2 — IR fliggvény értékkészlete véges, akkor & csak diszkrét valoszintiségi
valtozo lehet.

m.) A folytonos valosziniiségi valtozok eloszlasfiiggvénye 1épcsos.

n.) Egy n-szeres Bernoulli kisérletsorozatban a p valoszinliségli A esemény
gyakorisaga binomialis eloszlasi valosziniiségi valtozo.

0.) Az egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozo stirliségfiiggvénye 1€pcsos.

p.) Az exponencialis eloszlas slriiségfiiggvénye paros.

q.) A 1,0 paraméterti normalis eloszlas strliségfiiggvénye szimmetrikus az x=p
fiiggdleges tengelyre.

r.) A 1,0 paraméterii normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye szimmetrikus a (p, 0,5)
pontra.

s.) A hipergeometriai eloszlassal modellezhet a visszatevés nélkiili mintavételezés.

t.) A binomialis eloszlassal modellezhetd a visszatevés nélkiili mintavételezés.

u.) A normalis eloszlas 6rokifju tulajdonsagu.

v.) Az exponencialis eloszlas 6rokifju tulajdonsagu.

w.) A geometriai eloszlasu valoszinliségli valtozo értékkészlete véges.

x.) A karakterisztikus eloszlas specialis binomialis eloszlas.

7. Legyen a & valoszintiségi valtozo folytonos eloszlasfiiggvénye olyan, hogy 1>F(x)>0
esetben szigorian monoton novekedo is. Bizonyitsa be, hogy ekkor az n=F(&)
valosziniiségi valtozo egyenletes eloszlasu a [0,1] intervallumon!

8. Legyen a & valoszinliségi valtozo folytonos eloszlasfiiggvénye olyan, hogy 1>F(x)>0

1
esetben szigoruan monoton ndvekedo is. Bizonyitsa be, hogy ekkor az n=In——

F(&)
eloszlasa A=1 paraméterii exponencialis lesz!

9. Ha a & standard normalis eloszlasu valdszintliségi valtozo, mi a stirliségfliggvénye az
n =&’ valésziniiségi valtozonak?

10. Ha a & valoszintliségi valtozo striiségfiiggvénye f(x), akkor mi a stirliségfliggvénye az
n=[§| valosziniiségi valtozonak?

11. Ha & A-paraméterii Poisson eloszlasu valosziniiségi valtozo, akkor mi az eloszlasa az
n=2&+1 valosziniiségi valtozoénak?

12. Ha a € a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasu valosziniiségi valtozo, mi a

. 1 g :
stiriségfiiggvénye az n = g és C= E val6szinliségi valtozoknak?

13. Haa & u,c paraméterti normalis eloszlast valoszinliségi valtozo, mi a stirliségfliggvénye
az = e" valésziniiségi valtozonak? (n az i.n. lognormalis eloszlast valésziniiségi
valtozo).

14. Ha & a [0,2] intervallumon egyenletes eloszlasu, akkor mi a stiriségfiiggvénye az
n= |§ - 1| valoszinliségi valtozonak?

15. Ha & A-paraméterii exponencialis eloszlast valoszinliségi valtozo, akkor mi a
stiriségfiiggvénye az n=3&+3 valdszinliségi valtozonak?
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16. Ha & A-paraméterii exponencialis eloszlast valosziniiségi valtozo, akkor mi a
stiriségfiiggvénye az n= \/E valoszintliségi valtozonak?

17. Ha & A-paraméterii exponencialis eloszlast valoszinliségi valtozo, akkor mi a
stiriségfiiggvénye az n:&—z val6szinliségi valtozonak?

18. Egy szabalyos pénzdarabbal végziink dobasokat. A pénzfeldobast addig folytatjuk, amig a
dobasok sorozataban mind a fej, mind az irasok szdma eléri a k szdmot. Jelolje & az ehhez
sziikséges dobasok szama. Adja meg a & eloszlasat!

19. A [0,1] szakaszon véletlenszertien kivalasztunk két pontot. Legyen & a két pont tavolsaga.
Adja meg & slriiségfiiggvényét!
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7. Vektor valoszinuségi valtozok, valoszinuségi valtozok egyiittes eloszlasa

Nagyon gyakran nem lehet a véletlen jelenséget egyetlen szamadattal jellemezni. Pl.
amikor az id6jarasi helyzetet probaljak eldrejelezni, megadjdk a véarhatd hémérséklet,
csapadékosszeg, légnyomads, szélerdsség stb. adatokat, azaz a prognosztizalt helyzetet egy
vektorral jellemzik. A vektor komponensei valdszinlségi valtozok, értékeik a véletlent6l
fiiggnek. Felmertiilhet az egyes komponensek kdzott fennallo kapcesolatok kérdése is.

Definicio: Legyen (Q2,3,P) Kolmogorov- féle valoszinliségi mezd. Tekintsiik a &: Q — IRP

figgvényt! A éz(él,éz,...,ip)T vektor valdsziniiségi valtoz6, ha minden x €IR” p-

dimenzids vektor esetén {(0|§1 (@) <x,,8,(0) <X,,, &, (0) < xp} €3 teljesiil.

Tétel: A & vektor valosziniiségi valtozd < Mindegyik komponense valosziniiségi valtozo.

Definicié: Legyen (x;,X,,...,x,)" = x €IR”. Ekkor az

F; x)= Félqéz,m,&p (X1,X5,0.,%,) =P(§, <X,,&, <X,,...,&, <Xx,) p-valtozos skalar-vektor
fuggvenyt a & vektor valoszinliségi valtozd eloszlasfiiggvényenek, illetve a §.E,,....&,
komponens valdszinliségi valtozok egyiittes eloszldsfiiggvényének nevezzik.

Tétel: ( Az egyiittes eloszlasfiiggvény tulajdonsagai)

. r rer 3 144 add r b * ok
a.) F. minden valtozojaban monoton nem csokkend fliggvény, azaz V i-re ha x; <x; , akkor

Fé(xl,...,xi seees X)) < Fé(xl,...,xi peees X))
b.) E minden valtozojaban balrol folytonos fliggvény, azaz
. 0
hnol Fé(xl,...,y,...,xp): Fé(x],...,xi ,...,xp) .
y—x; -0
c.) ngnmFé(xl,...,xi,...,xp) =1¢és axlilir}wFﬁ(Xl""’Xi’“"Xp) =0.

d.) Legyen T=[al,bl)x[az,bz)x---x[ap,bp) tetszOleges  p-dimenzids  tégla, ¢és

€1,€5,.-5€ 6{0,1} tetszOlegesek (0 vagy 1 - diadikus -szamok) . Akkor

p

. p
Z:(—l)’Fé(sla1 +(1-g)b,&8, +(1—¢,)b,,...,e,a, +(1—¢,)b,) = 0,ahol j= Zsi .

V(al,sz,m,sp) i=1

A d.) allitas nem szerepelt az egydimenzios esetben, akkor a neki megfeleld alak a tetszdleges

[a ' bl) intervallum esetén F, (b,) — F, (a,) > 0, ami a monotonitasi tulajdonsaggal esik egybe.
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Tobbdimenzios esetben sziikség van d.)-re, mert pl. p=2 esetben a
0 ,ha x,+x, <0
F(x,,x,) =

1 ,ha x,+x,>0
fliggvény kielégiti a.),b.) és c.)-t , de d.) nem teljesiil ra. A bizonyitds azon mulik, hogy
megmutathatjuk, hogy d.) jobboldalan a P(§ €T) wvaldszinliség all, ami nyilvanvaléan
nemnegativ.

Tétel: Ha F(x) tetszbleges, az el6z0 tétel a.) - d.) tulajdonsagaival rendelkezd skalar-vektor
fliggvény, akkor megadhatd olyan (Q2,3,P) Kolmogorov- féle valdszinliségi mez6é és hozza
olyan § vektor valésziniisegi valtozé melynek eloszlasfiiggvénye éppen F(x).

Definicio: Ha §=(§1,éz,...,§p)T vektor valoszinlisegi valtozo eloszlasfuggvénye F. és

1<), <j, <-<j, <p egy tetszéleges k elemli index kombinécid, akkor az indexekhez
tartozo §;,§; ,...,&; komponens valdszintisegi valtozok egyiittes eloszlasfiiggvénye az F,

egy k-dimenzids perem vagy vetiileti eloszlasfiiggvénye.

Tétel: Haa E,g,,....§, valoszinliségi valtozok egyiittes eloszlasfiggvénye Fé ismert, akkor

barmely vetiileti eloszlasfiiggvénye meghatarozhatd. Forditva altalaban nem igaz: ha ismerjiik
az Osszes alacsonyabb dimenzids vetiileti eloszlasfiiggvényt, az egyiittes eloszlasfiiggvény
nem allithato eld.

Hasonl6 az eset, mint a geometridban a testeknél. A test vetiilete barmely sikra vonatkozoéan
egyértelmiien képezhetd, de a vetiiletek ismeretében nem feltétleniil allithato vissza a térbeli
alakzat. A megfeleld vetiileti eloszlasfiiggvényt — az egyiittes eloszlasfiiggvénybdl
hataratmenettel kaphatjuk:

F‘t:il.‘t:iz,..“\;ik (Xil ’Xiz ""’Xik ) = lim F

vxow  G1bGp
iefiyiy iy}
Arra, hogy a forditott allitds nem igaz, p=2 esetben adunk ellenpéldat:
Legyenek &, és &, olyan valoszinliségi valtozok, melyek csak a -1,0 és +1 értékeket vehetik
fel az alabbi eloszlastablazat szerint

E\E, -1 0 +1 &, perem
-1 0.125+¢ 0 0.125—-¢ 0.25
0 0 0.5 0 0.5
+1 0.125—¢ 0 0.125+¢ 0.25
&, perem 0.25 0.5 0.25 1

ahol 0 < € < 0.125 tetszbleges.
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Ekkor

0 , x<-1
025 ,-1<x<0
075, 0<x<l1
1 , x>1

F‘:i (X) =
a két wvetlleti eloszlasfiiggvény, ami nyilvan nem hatdrozza meg az egyiittes
eloszlasfiiggvényt, mely az € paramétert is tartalmazza.

Az egyiittes eloszlasfiiggvény segitségével értelmezhetjilk a fliggetlenség fogalmakat
val6szinliségi valtozok kozott.

Definicio: Legyenek &|,¢,,...,&§, valoszinliségi valtozok.
a.) §,,&,,...,&, paronkent fiiggetlenek,ha V. 1<i< j<n-re
Fé“ij(x,y) = Fél(x)-FéJ (y) teljesil V x,y €IR -re.
b.) §,,&,,...,&, teljesen fiiggetlenek,ha V.2 <k <p és V1<1i, <i, <-<i, <p

(X5 X 5een X ) = I_IFéij (Xij) ,

index kombinaciora E . .
1.8

LSk

VX ,X

X, €lR-re.

i

iz,..

A valosziniiségi valtozok paronként (illetve teljesen) fiiggetlenek, ha velilk kapcsolatos
barmely nivé-eseményrendszer paronként ( illetve teljesen) fiiggetlen eseményekbdl all.

Tétel: Ha E.&,,....& teljesen fuggetlenek , akkor paronkeént is fliggetlenek. A megforditas
altalaban nem igaz.

A tétel elsO fele nyilvanvalo, hisz a teljesen fiiggetlenség feltételrendszere a paronkénti
fiiggetlenség feltételrendszerét is tartalmazza. Az ellenpélda ugyanazon a kockadobasos
példan alapulhat, amikor megmutattuk, hogy a paronként fiiggetlen események rendszere nem
feltétleniil alkot teljesen fiiggetlen eseményrendszert.

Definicio: a.) Ha & és n diszkrét valosziniiségi valtozok Xz{xl,xz,...,xn,...} illetve

Y = {yl 3 Yosees Y, ,} értékkészletekkel, akkor az

jel
r, = P({w\ g0)=x,| N {@\ (@) =y, }) SPE=x.n=y,) (ij=12..) valosziniségek

Osszességét a két diszkrét valoszinliségi valtozo egyiittes eloszlasanak nevezzik.
b) A §.§,,....,&, diszkrét valoszinliségi valtozok — ertékkészleteit jeldlje rendre

X0 = {xl(i’,xz“),...,xn(i),...} (i=1,2,...,p). Ekkor a

Ly = P(&, = xi(ll),iz = Xi(zz),...,ép = ng)) valosziniiségek Osszessege a §,&,,...,§, diszkrét

val6szinliségi valtozok egyiittes eloszlasa .
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Definicio: Ha adott a €,8,5--,E, diszkrét valoszintliségi valtozok

_ _ g O ) : ) . .
{ri],iz,m,ip =P, =x{".6, =xi,....6, =% ) ,Vlk} egyiittes eloszlasa, és

i i, »

I<j<p<.<j<p , akkor a §&,.§, ,...,§; diszkrét valoszinliseégi valtozok egyiittes

eloszlasat k-dimenzios vetiileti- vagy peremeloszldasnak nevezziik.

Tétel: A diszkrét valoszinliségi valtozok egyiittes eloszlasa kielégiti az alabbi
tulajdonsagokat:

a.) 0< L i <1
b.) Z L, =1
Vi sl
() (i2) (ix)
C') P(Faj1 :Xill ! 5E_>j2 =Xijz " 7“'>E.;jk :Xijk . )= Z ril,iz,.“,ip

Vi, ezl Tyl ey

Az a.) éllitas nyilvanvalo, hiszen az

A, = 0| =x, ) +{o] @) =x, o] g, @) =x, 7 esemeny

P

valoszinliségérél van szo. Mivel az A; ; ., események teljes eseményrendszert alkotnak,
iz

igaz a b.) allitas. A c.) allitas specidlisan a p=2 esetben: P(& =x,) = ZP(& =X;,N=y;) €s

J=1

P(n=y) =Y P(E=x.n=y).

Tétel:

TA & € m diszkrét valdszinliségi valtozok fiiggetlenek, ha Vi,j-re
P(E=x;,n= Yj) =P(E=x)-P(n= Yj)-

b.) A §,E,,...,&, diszkrét valoszinliségi valtozok teljesen fliggetlenek, ha V 2 <k < p-re ¢s
V1<), <), <...< ] <p esetén

k
(0 (i) ) (ja)
P(E; =x; e =X sy = X, " ):HP(‘:J'“ =X, ) -
a=1

J1 < 12 Ja

Lathato, hogy a valdszintiségi valtozok paronkénti (illetve teljesen) fliggetlensége ekvivalens
a kapcsolatos A, = {co| (o) = xi} nivoesemények paronkénti (illetve teljesen)

fliggetlenségével.

Feladat Két szabalyos kockat feldobunk. & jelentse a hatos dobasok szamat, n pedig a dobott
szamok 0sszegét. Adjuk meg & és m egyiittes eloszlasat!

Megoldas: Az alabbi tablazatban az oszlopok tetején szerepelnek a & lehetséges értékei, a
sorok elején pedig az n értékkészletének megfeleld szamok allnak. Az (i,j) koordinataknak
megfeleld cellaban a P(&=i,n=j) valdszintiségek talalhatok.
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n\i 0 1 2 n peremeloszlasa

2 1 0 0

36 36

3 2 0 0 2

36 36

4 3 0 0 3

36 36

5 4 0 0 4

36 36

6 5 0 0 5

36 36

7 4 0 6

36 36 36

8 3 2 0 5

36 36 36

9 2 0 4

36 36 36

10 il 2 0 B

36 36 36

11 0 2 0 2

36 36

12 0 0 1 1

36 36

& peremeloszlasa 25 10 1 1
36 36 36

2
Példaul a tablazat nyolcadik soranak és masodik oszlopanak keresztez6désében azért all 36"

mert a 36 dobasi lehetdségbdl csak kettd felel meg a £=1,n=8 feltételeknek, a (6,2) és a (2,6).
Az n eloszlasat a sorokban all6 valdszintiségek Osszeadasaval, a & eloszlasat pedig az
oszlopokban all6 valdszinliségek Osszeadasaval kapjuk meg. Lathatéo az is, hogy & nem

25
fliggetlen n-tol, hiszen pl. P(§=2,1=2)=0= g =P(E=2)P(n=2).
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7.1 Példa Polinomialis eloszlas
Legyen (€2,3,P) Kolmogorov- féle valoszinliségi mezd, A ,A,,...,A, €3 egy r eseménybdl

allo teljes eseményrendszer, azaz A;-A; =9, ZAi =Q. Ekkor 0<P(A,)=p, esetben

i=1

Z:pi =1 . Hajtsunk végre egy n-szeres Bernoulli-féle kisérletsorozatot! Vegye fel & azt az
i=1

értéket, ahanyszor A, bekoOvetkezett a kisérletsorozatban. A & ,E,,...,& valoszinliségi
valtozok egyiittes eloszlasat n,p,,p,,...,p, paraméterli polinomialis eloszldsnak nevezziik. A

&, valosziniiségi valtozok értékei a 0,1,2,...,n szdmok kozé esnek. A §|,&,,...,&, valoszinliségi

valtozok értékei kozott szoros Osszefiiggés van: Zii =n. A &.,§,,...,& valoszinlségi
i=1
valtozok egyiittes eloszlasa:
P, =Ky &y =Ko §, —k,) = e B b ¢
I 7 ™1oD2 T 2ot TNy _kl!kzl"'kr!pl pz pr

r

A fenti valoszintliségek valoban eloszlast alkotnak, hiszen:

n

n! e ) o
—Dp,'p 2..-prr:(p +p +...+pr) 1" =1.
vg::o k tk, bk ! 1 P2 1 ,

k;+k,+..+k =n
A polinomialis eloszlas a binomialis eloszlas tobbdimenzios kiterjesztése. A polinomialis
eloszlas & komponensei egyenként B(n,p,) eloszlastiak, azaz a polinomidlis eloszlas

egydimenzids peremeloszlasai binomialisak.

Definicié: A ,E,,...,&, folytonos valosziniiségi valtozok egyiittes stirliségfliggvényén azt az

fél’éz """ ép(xl,xz,...,xp) fliggvényt értjiik, melyre
Fg_],g_zﬂ,",gp (X17X27"',XP) = J. J. J.fﬁ.wisz_.p (tl,tz,...,tp) dtp...dt2 dtl , azaz

p
a F‘ilv&zw,ip (Xlaxz,-..,Xp)

T o
=f&h%mép(xl,xz,...,xp) , ha x=(x,,X,,...,x,) folytonossagi

0X 0%, 0X,,

pontja fa,,a_z AAAAA . (x,,X%, ,...,xp)—nek.

Definicio: Az f
R

striségfiiggvényén (2<k<p-1) valamely 1<1i, <i, <--<1, <p indexkombinaciéra a

e (X1,%,,...,X,) egyiittes siirlségfliggvény egy k-dimenzios vetiileti
P

& ,& -, & valoszinliségi valtozok egyiittes siirlisegfliggvenyét értjik.
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~+00 +00 ~+00

Tétel: f, . . (x,.%, X )= | [ [ R (4t de de dt

p-k-1 Jp-k
—00—00 —00

azaz az egylittes slriiségfiiggvényt az Osszes tobbi, a kivalasztott indexkombinaciéban nem
szerepld indexhez tartozo valtozoéra kell kiintegralni a teljes szamegyenesen, hogy eldallitsuk

a k-dimenzios vetiilet stirliségfiiggvényt (j,,j,,..-5 ], {il IS PRSI } ).

Tétel: Legyenek &,¢,,...,&, folytonos valdsziniiségi valtozok az (€2,3,P) Kolmogorov- fele
valosziniiségi mezon.

a.) §,,&,,...,&, paronként fiiggetlenek < vV 1<i< j<n-re

f&héj(x,y) =1, (x)- fé_i(Y) teljesiil V x,y €IR -re.

b) &,E,,...,E, teljesen fiiggetlenek <> ¥V 2<k<pés V1<i, <i, <--<i, <p

k
indexkombinacidra f&il,&;z,...,&,k (X 5 X, 5eees Xy ) = Hfﬁ.ij (X)), VX, X 500X €1R.
j=1

Az fiiggetlenség definiciobol egyszeriien derivalassal kdvetkezik az allitas.

p=2 esetben az el6zo tételek specidlis alakjai:

FE,,(x.y) T T
S =Ry R0 = [, 0o dy £ = [, e

A g ¢és nflggetlenek < f, | (x,y) = f.(xX)f, (y) (Vx,y €IR).

Tétel: ( Az egyiittes stirtiségfiiggvény tulajdonsagai)
a)f. . gp(Xl,xz,...,xp) >0

~+00+0 +00

b) [ [ [ e o (tithnt,)dt, oty dt, =1 .

—00—00 0

,,,,,

7.2 Példa A kétdimenzios normalis eloszlds
Amennyiben a (§,n) par egyiittes eloszlasat az

1 '{(XM)Z _2p(X*H1)(Y*H2) (Y*P-z )2

1 _2~(1—p2) + 2

£, (0y)= o e
o 2:m-G,-G,41-p°

egylittes slirtiségfiiggvénnyel lehet leirni azt mondjuk, hogy a két valdszintiségi valtozo
egyiittes eloszlasa kétdimenzids normalis, ahol a peremeloszlasokra
£ eN(y,,0,),n €N(p,,0,) teljesiil. (A képletben -1<p<1).

(x,y €IR)

A kétdimenzioés normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye egy olyan feliiletet ir le, melynek
minden, az x-y sikra merdleges, a (ul T )pontot tartalmazo sikkal valdé metszete Gauss-féle
haranggorbe, mig az x-y sikkal parhuzamos nemiires sikmetszetei ellipszisek.
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A kétdimenzios normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye

Ellendrzé kérdések és gyakorlé feladatok

1. Mi az egyiittes eloszlasfiiggvény és a peremeloszlasfliiggvény fogalma, és mi a kapcsolat
kozottik?

ok

SRS

J-

Mikor teljesen fiiggetlenek a & ,&,,&, valoszinliségi valtozok?
Hogyan nevezziik a binomialis eloszlas tobbdimenzids megfelel§jét?
Mik az egyiittes stirtiségfliggvény tulajdonsagai?

Az alabbiak koziil melyik allitas helyes és melyik hamis?

a.
b.

Az egyiittes eloszlasfiiggvény tobbvaltozos valos fiiggvény.
Az egyiittes eloszlasfiiggvény értékei az 1-hez tartanak, ha valamelyik valtozdjaval
+oo-hez tartunk.

. Az egyiittes eloszlasfiiggvény értékei az 0-hez tartanak, ha valamelyik valtozdjaval

-co-hez tartunk.
Diszkrét valosziniiségi valtozok egylittes eloszlasa a peremeloszlasok 0sszegeként
all eld.

. Diszkrét valdszinliségi valtozok peremeloszlasait az egylittes eloszlasbol

Osszegzéssel szamolhatjuk ki.

Fiiggetlen folytonos valdsziniiségi valtozok egyiittes striiségfiiggvénye a
peremsiiriségfiiggvények szorzata.

Fiiggetlen folytonos valdszinliségi valtozok egyiittes eloszlasfiiggvénye a
peremeloszlasfiiggvények szorzata.

Az egyiittes eloszlas elemeinek Osszege 1.

A vektor valészinliségi valtozé minden komponense valosziniiségi valtozo.

Az egylittes stirliségfliggvény minden valtozojaban folytonos.

6. A £ és n valosziniiségi valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazza az alabbi tablazat:

-1 0 1
AN

-1 p [ 3p | 6p
1 S5p | 15p | 30p

Mekkora a p paraméter értéke? Fliggetlenek-e & és 1 ?
7. Elészor egy szabalyos kockaval dobunk, majd a dobott értéknek megfelelden kihtizunk
lapokat egy 32 lapos kartyatomegbdl. Jeldlje & a kihtizott lapok kozott talalhato figuras
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lapok szamat, m pedig legyen a kihtzott kirdlyok szdma. Adja meg a P(&=4,n=2)
valdsziniiséget!

8. Legyen a & és m egyiittes siiriségfiiggvénye f(x,y)=2e " ,0<x,y<o (egyébként
f(x,y)=0). Hatarozza meg a peremstiriiségfiiggvényeket! Fiiggetlenek-e & és n?

9. Legyen a § és n egyiittes stiriségfiiggvénye

4
f(X,y): E(X+XY+Y)ahaO<X<1éSO<y<1
, egyébként

Hatéarozza meg a peremsiiriiségfiiggvényeket! Fiiggetlenek-e & és n?
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8. Varhato érték, szoras, szorasnégyzet, magasabb momentumok,
kovariancia és a korrelacios egviitthato

Definicio: a.) A & diszkrét valoszintségi valtozonak akkor 1étezzék vdrhato értéke, ha a

0

2

i=1
sorgsszeget értjiik.
b.) A & folytonos wvaloszinliségi valtozonak akkor létezzék vdrhato értéke, ha az
+00
I x| - f.(x)dx improprius integral konvergens. Ekkor a & wvarhato ertékén az

—o0

X;|-P(§ =x;) sor konvergens. Ekkor a & wvarhato értékén az MéZZXiP(szi)
i=1

Me= [ x-f, (x) dx szamot érjiik.

—0

Egy valoszinliségi valtozonak nem feltétleniil 1étezik vérhato értéke. (Ld. A 10 szamu
gyakorlo feladatot!)

Tétel: Legyen g: IR — IR tetszbleges valds fiiggvény. Ekkor, ha az n = g(§) valdsziniiségi
valtozd, és 1étezik a varhato értéke, akkor

a.) ha & diszkrét : Mn=ig(xi) ‘P(E=x))

i=1

b.) ha & folytonos: Mn= Ig(x) -f, (x) dx.

Tétel: Legyen a &  valoszinliségi valtozd varhato értéke ME. Ekkor az m=a-§+b
valoszinliségi valtozonak is 1étezik varhato értéke, és Mn=a-ME+b.

Alkalmazzuk a megel6z0 tételt a g(x)=a-x+b linedris fliggvényre !
a.) diszkrét eset:

Mn:i(a‘xﬁb)l)i=a'ixi'pi+b'ipi =a-ME+b-1.

i=1 i=1 i=1

b.) folytonos eset:

+00

Mn=[(ax + b)f,(x) dx =a- [ xf,(x)dx+b- [, (x) dx=a-M&+b-1.

Kovetkezmény: A konstans valdszintiségi valtozo varhato értéke dnmaga.
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Tétel: a.) A E.E,,....E, diszkrét valoszinliségi valtozok értekkészleteit jeldlje rendre
X0 = {le ,xz(i),...,xn(i),...} (i=1,2,...,p) , egyiittes eloszlasukat pedig

{ril,ibwip =P, = xi]“),iz = xiz(z),...,ip = xip”’)) }. Legyen g:IR” — IR tetszbleges
p-valtozoés valos fliggvény.
Akkorhaaz mn=g(g,§,,...,§,) valoszinliségi valtozo és letezik a varhato erteke,
Mn= z g(Xi](l)axiz(z)a-”:Xi ™P(g, = Xi,(l),iz = Xi2(2)7"'9§p =x ™).

V(i g nip) P P

b) A §.E,,....§, folytonos valoszinliségi valtozok egyiittes stiriiségfliggvényét jeldlje

f;

Akkor ha az n=g(§},&,,...,§,) valoszinliségi valtozo €s létezik a varhato értéke,

ey (X15X5 ,--»X,).Legyen g IR” — IR tetszbleges p-valtozos valos fliggveny.

+00+00

Mn= J. j _[g(xl,)(2,...,Xp)-fé“QMip (Xl,xz,...,xp)dxpmdxzdx].

—00—00 —0

Tétel: Az n=¢&, +&,+-+&  valdszinlsegi valtozo varhato értéke létezik, amennyiben a &

tagok varhato ertéke letezik, es MnN=ME,+M&,+..+ME .

Az el6z6 tétel kovetkezménye, amikor g(X,,X,,...,X,) = X, + X, +...+X, .

Tétel: Legyenek a & és m valoszinliségi valtozok fiiggetlenek, 1étezzék a varhato értékiik.
Akkor a =& valosziniiségi valtozonak is 1étezik a varhato értéke, és MC=ME-Mn .

Legyen most g(x,y) =x-y!
a.) diszkrét eset:

M=) > xyP(E=x.n=y) =) xyP(E=x)P(n=y,)=

Vi v

= (Z x;P(E=x;, )j (Z yiPm=y; )j =ME&Mn .

b.) folytonos eset:

M= ffxyfm (x,y)dydx = ffxyfé (x)f, (y)dydx = [ fxfé (x) dxj ( fyfn (v) dy] =

—00—00 —00—00 —o0

=ME-Mn .

Definicio: A & valdszinliségi valtozo n-edik momentuman a &" valdszinliségi valtozo

varhato értékét értjiik, ha az 1étezik. Jelolés: p, =M E&".
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Diszkrét esetben: n, =Y x"P(E=x)
i=1

+o0

Folytonos esetben n, = Ix" . (x) dx .

—©

Definicié: A & valosziniiségi valtozo szérdsnégyzetén vagy varianciajan az m = (& —ME)?
valészinliségi  valtozd varhaté értékét értjik (amennyiben az 1étezik). Jeldlés:
D’ £=M(§{-Mg)”.

A & val6szinliségi  valtozd szordsa a szoérasnégyzet pozitiv négyzetgyoke:
DE= +M(E-ME) .

Diszkrét esetben: D’ £=) (x,~ME&) -P(£=x,) .
i=1

Folytonos esetben : D’ &= J(x -Mg)-f.(x) dx .

Tétel: Legyen & olyan valoszinliségi valtozo , melynek létezik szorasnégyzete. Akkor

minden valos x esetén:
D’ =M(E-ME)’ <M(E—x)°.

Legyen g(x) =M(§ —x)* =M(&* —2&-x +x°)=ME*-2x -ME +x° .
Mivel g'(x)=2x-2-ME=0 , = x=M¢g ¢és g"(x)=2>0 , ezért az X=ME hely
minimumhely, ami mar igazolja az allitast.

A & valosziniiségi valtozo értékei a varhatd érték koriil ingadoznak a legkisebb mértékben az
Osszes valos szam kozil, és ezt a minimalis ingadozast, bizonytalansagot jellemzi a
szorasnégyzet. Ha tehat egy valosziniségi valtozonak nagy a szdrasa, értékeit bizonytalanul
tudjuk csak megbecsiilni. Ha a szorasnégyzet egyre kisebb, a bizonytalansagunk a valtozo
értékeit illetéen csokken. Ad abszurdum, a konstans szérasnégyzete 0. A tétel megforditasa is
igaz, azaz a 0 szordsu ,,valdszintiségi valtoz6” a konstans.

Tétel: DE=0 < P(E=ME)=1.

Tétel: (Steiner formula)
D¢ =M(E-A) —[M(&—-A)]*, minden A €IR -re.
Specialisan az A = 0-ra
D%t =M -[ME]° .

Bizonyitas: Legyen A €IR tetszoleges !
M(E-A) =M(E —2AE+A%) =ME*-2A -ME+A”
[M(E-A)]* =[ME-AT" =(ME)* 2A -ME+A”.
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gy M(E-A) —[M(£-A)]* =ME*-[ME]* .
Viszont

D% = M(& - MEY=M(&® -2&- Mg +[Mg]") = M2 —2Me- Mg +[Me]” = Me® —[meg]”
amibdl mar kovetkezik az allitas.

Kovetkezmény: Mivel D*E=M(E-ME)> >0=> Mg> >[Mg]’, tehat, ha & miasodik
momentuma (igy a szérasnégyzete is ) 1étezik, akkor a varhato értéknek is kell 1éteznie !

Tétel: D*(at +b) =a’> D¢, minden a,belR-re. Azaz a szorasnégyzet eltolds invaridns.

Bizonyitas: D*(af + b) =M(a& + b)’ —[M(af + b)’=a> -ME +2abM¢E + b’ —a’ -[ME]—
—2ab-ME—b? = a2 - [ME’-[ME]* ]=a -D.

Tétel: Legyenck a & és n valdszinliségi valtozok fiiggetlenek, 1étezzék a szorasnégyzetiik.
Akkor
D*(E+m) =D +D’n .

Bizonyitds: D*(§+m) =M(§+1)’ —-[M(§+1)]° =

=M[&” +2& 1+’ | -[(ME)” £ 2ME - M + (M) | = ME” £ 2M (1) + M’ —
—(M§)” F2ME-Mn—(Mn)* = ME’* - (ME)” +Mn’ —(Mn)* =D’ +D™n .
Felhasznaltuk, hogy fliggetlenség esetén : M(&- 1) = (M§) - (Mn).

8.1 Nevezetes eloszlasok varhato értéke és szorasnégyzete

Diszkrét eloszlasok

8.1.1. Példa Karakterisztikus eloszlas

Azeloszlas : P(E=1)=p,P({=0)=1-p=q.
ME=1-p+0-q=p,D*=(1-p)’-p+(0—-p)*-q=q’-p+p°-q=p-q(q+p) =pq .
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8.1.2. Példa Binomialis eloszlas

, n k n-k n k n-k
Az eloszlas : pk=P(§=k)=[kj-p -(1-p) =(kj-p q , k=0,12,...,n

L a n n n n n!
ween - 2a (s e (o E e
: g P g WP kZ; KP4 Z:(1<—1)!(n—1<)!*’ d

k=1

L n—1)! 1 n—l—(k— < n-1)! -1_n-l-a
—np- ( ) pk 1q 1=(k=1) :npz ( ) pk 1q l-a _
S (k—D)(n—1-(k-1))! “Zol(n—1-a)!

—an( j k=1 nl"—np-(p+q)“’1=np,azazM§=np.
n n n n n
DE=ME’-[ME]” , ME = D k*-p, =) k’ -(kjpkq“k =2 K -(kjpkq“k=
k=0 k=0 k=1

Y LIS - 1™ ok ek N n! k  n-k -
_zk'(k_l)'( jp art 2k (k)p = 2 oo P e

(n-2)! k-2
2 (k-2)l(n—2-(k-2))!

.qn—Z—(k72) +np =

-n(n—)pz

n-2 i
=n-(n-1)p’ Z( j p*-q"* ™ +np=n-(n—1)-p*-(p+q)"* +np=n’p’ —np’ +nplg

y D*=n’p’ —np’ + np — (np)” = np(1 - p) = npq.

8.1.3 Példa Poisson eloszlas

Az eloszlas :p, = P(& = k)—k 7 ,k=0,1,2,...

© )\;k © }\‘k—l

ME=)> k-p k et =e" A" =k-et-e =M

Z < Z ;(k—l)' é(k—l)!

© o) k

M§2=Zk2~pk:Zk-(k—1)~pk+2k-pk:z A hin=

k=0 k=1 k=0 k=1 (k - 2)'

y e AP 2 2
=A-e +A=A-e"-e"+A=NA+A\.
o (k=2)!

fgy D?E=ME -[ME]* =2 + AL —A =\ .
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8.1.4 Példa Geometriai eloszlas
Az eloszlas :p, =P(£=k)=(1-p)'p= qk’lp k=1,23,...

- 2 I T 1
Mg=) k-p, = k-q“'-p= pZ -9 =—, hiszen 3 q" = —
k=1 k=1

(1 q) p k=0 l-q
d& . < d[ 1 j 1
quq 2kq dqg\l1-q/ (1-q)°

, s

ME =Y i pk—Zk (k—l)pk+2k pk—pqzk (k- ;=
2

=pPq

1 1
EL N
(1-9 p p° p
. _2q 1 1 +2q-1 (p+q)+q-1
fgy D%E=ME*-[ME]’ i LEL A L
p’ p p p p p

8.1.5 Példa Hipergeometriai eloszlds
F\ (N-F
(kj'(n—k)
N k=0,,...,n.
2
F\ (N-F F-1) (N-1-(F-1)
n (k)(n—k) nF’[k-J(n—l—(k-nj

Az eloszlas :p, =P(E=k) =

n n\n-1
(F—lj (N—l—(F—l))
Fo k-1 \n-1-(k-1)) F
=n_ Z =n—_, hiszen a szumma mogétt a HG(n-1,F-1,N-1)
N & (N—j
n—1

eloszlas valdszinliségei allnak, melyek Osszege 1.

n n n n k ) n
ME=>"k*-p, => k-(k—1)p, + > k-p, :Zk-(k—l)TJrnE:
k=1 k=2 k=1 k=2 ( j
n

[ - j [N—Z—(F—Z)j
2 BE=D ) n-2-(k-2) F F-(F-1)

:kz I\W—D(N—2j NN Ny g E
n-(n-1)
F((F_l)'(n—l)+N—lj
=n— ‘
N N-1
’ (F-D-(n-D+N-1) ,F F(N-F)N-n
gy D% -Mg*-[M£ ] N( N ) n NZ_HN( - j(N_J_
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Folytonos eloszlasok

8.1.6 Példa Egyenletes eloszldas

e b 1 [x27 1 b2-a?> a+b
Me=[x-f,(x)dx =[x ——dx = == - .

- b-a b-a| 2 -a 2 2
+o0 b b 3 3 2 2
1 1| x° 1 b’—a” a +a-b+b
Mg = | x*-f dx=|x*- dx = - =
S _'[OX o (x) dx -!X b-a = b-a| 3| b-a 3 3 ’

2 2 _ 2 a2

D% =ME2-[ME ]’ _a'+a-b+b _(a+b) :a Zab+b :(b a)

3 4 12 12

8.1.7 Példa Exponencidlis eloszlds

M&z_-[OX.fg(X) dxz{x'ke"“ dx =[-xe™]] +£e_h dxzo{_%e_h

0

ME¢,2=J‘)<2ofg()()d)iz_l‘)(Z~7xe_xx dXZ[ x’e _M] +I2X€ M dx =0+

0

21 2 2 (1) 1
=Z.— =2 {oy D*%=ME-[M 2=—_(—j -
TR E=M¢ -[ME] ECY ¥

8.1.8 Normalis eloszlas
a.) Standard normalis eloszlas

+00 o0 1 7& 1 ﬁ +00
Mé=|x-f.(x)dx= | x- e 2 dx=|—- e ? =0.
e R e { N }

0

0

ME2= jx f(x)dx—J; -\/_ =];

N‘*

ezdx:

(U A T
=|x-(- e ? + e 2 dx=0+1=1.IgyD*%=M =1-0=1.
{(J_)L-LJ_ gy D’E=ME-[ME]’
b.) Az altalanos eset, £ e N(u,0).

Mé= Ix f(x)dx—Jx q>”<x)dx—Ix —qa(—)dx—f(cyw) o(y) dy =

—o0

-nycp(y)dyw- fcp(y)dy=0-0+u-1=|u .

0 0

ME= [ dn [, =[x T o
(e} (o)

-0 —©

—J(Gyﬂt) ‘o(y)dy=0 fy o(y)dy +2p- nycp(y)dwu f(p(y)dy—

—o0 —o0

=’ 1+2n-0-0+p*-1=c"+p’ .InnenDzﬁ—Mﬁ -IME) ="+’ —p’=0o".
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Tehat a normalis eloszlas p paramétere a varhatd értéket, a o paraméter pedig a szorast
jelenti.

Definicio: Legyenek & ¢és m valoszinliségi. Tegyiik fel, hogy létezik a szérdsnégyzetiik.
Akkor a & ¢és m kovariancidgjan a = (§—-ME)-(n—Mn) valoszinliségi valtozd varhato
értéket értjiik. Jeldlés: cov(E,m) = M[(§—ME)-(n—Mn)].

Megjegyzés: cov(E, &) = DE .

DS

Definicio: Egy & wvaldszinliségi valtozo standardizaltjan a & = valoszinliségi

valtozot értjiik.

Definicio: A & ¢és m valoszintségi valtozok korrelacios egyiitthatojan standardizaltjaik
cov(&,n)
D¢ - Dn

kovariancigjat értjiik. Jelolés: R(E,m) = cov(g, n=

Megjegyzés: ME =0, DZE =1.

Tétel: ~ cov(S,n) =M(E-n)— (M) (Mn).

Bizonyitds:
cov(&,m) = M((E-Mg) - (n—-Mn)) =M(S-n-&-Mn—n-MC+(MS)-(Mn)) =
=M(E-n) - (Mg) - (Mn) — (Mn) - (ME) + (Mg) - (M) = M(&-n) — (Mg) - (Mn).

Tétel: Ha & és m flggetlenek, akkor cov(§,m) =0 é R(&,n)=0 . A tétel megforditasa
altalaban nem igaz.

A megforditasra ellenpélda:
Legyenek a & és n diszkrét valoszintiségi valtozok, {-1,0,1} értékkészletekkel. Az egyiittes
eloszlasukat az alabbi tablazatban lathatjuk:

n\§ -1 0 +1 n
perem

-1 0 0,25 0 0,25

0 0,25 0 0,25 0,5

+1 0 0,25 0 0,25
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perem

0,25

0,5

0,25
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ME‘,zMn:i-(—l)+%-0+%-1=0,M(F;n)=(—1)-(—1)-O+1-1-O=0
= cov(E,m)=M(E-Nn)-(ME)-(Mn)=0. A & és m nem fiiggetlenek, mert pl.

PE=0m=1)=, #PE=0)-P(n=T) =2 .

Definicio: A & és n valdszinliségi valtozok korreldlatlanok , ha

cov(§,n) = M(§-n) —(MS)-(Mn) = 0.

A korrelalatlansag a fliggetlenség sziikséges, de nem feltétleniil elégséges feltétele.

Diszkrét esetben a kovariancia szamitasa:

cov(&,m) = D Y xyPE=x,m=y) - (D xPE=x))-(Q yP(n=y)).
vi Vi Vi vj

Folytonos esetben a kovariancia szamitéasa:

cov(&,m) = TTxy- f., (X,y) dxdy - (Tx f. (x) de . (Ty £,(y) dy] .

—00—00 —00

Tétel: Ha a & és m valosziniségi valtozok szorasnégyzetei 1éteznek, ugy
D’(£+m) =D’ +Dn+2cov(é,n) .

Bizonyitds:
D’(E+m) = M[(E£ )’ |- [M(E+n)] = M[&” £ 2En+ 17|~ [(ME)” £ 2(ME)(Mn) + (Mn)’ | =
= ME? £2Mégn+ Mn’ — (M§)? m2(ME)(Mn) — (Mn)* = D’ + D’n+2cov(§,m) .

p p
Tétel: D’() &) =D D% +2> cov(§.§)
i=1 i=1 i<j
Bizonyitds:
p=2 -re éppen az elozo tételt kapjuk. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz valamely p>2 -re.

p+l p

DZ(ZE’“) = Dz(Z‘ii) + Dzép+] + 200V(Zéi’ép+l) =

=Y D’ +2 D cov(&,,E)+2D cov(§,E,,) = allitas.
i=1 i=1

i<j
i,j=1,2,...p

Tétel: Ha a & ¢és m valdszinliségi valtozok szorasnégyzetei 1éteznek, ugy
—1<R(Em) <1
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Bizonyitas:
E-ME .~ n-Mny

Legyenek E =

és = a standardizalt valoszinliségi valtozok.
DS Dn
- §-Mg n- Mnj cov(&,n)
= M . = = R .
cov(&, M) ( DE Dn DE-Dny ()

0<D*(E+T)=D*E+ D+ 2cov(E, M) = 1+1+2R(E,M) = —-1<R(E,m)<1.

Kovetkezmény: |cov(§,n)| <DE-Dn.

Tétel: Ha a & és n valosziniiségi valtozok szorasnégyzetei 1éteznek, ugy
R(,m) =%l < 3Ja,belR :P(E=a-n+b)=1.

Bizonyitds:

§-ME - _n-Mn
pe =7 Dy
Ja,belR :P(E=a-n+b)=lPE=1tH)=1<

& 0=D° (giﬁ) =2(1FR(§,n)) ©R(E,n) = £1 rdadéasul R(&,n) =sign(a) .

(A bizonyitaskor felhasznaltuk, hogy csak az egy valdsziniiséggel konstans valosziniiségi
valtozonak lehet 0 a szorasa.)

Legyenek E = a standardizalt valoszinliségi valtozok.

Ellen6rzé kérdések és gyakorlo feladatok

Mi a varhato érték definicidja?

Milyen tulajdonsagai vannak a varhato értéknek és a szorasnégyzetnek?

Mi a kovariancia €s a korrelacios egyiitthato?

Mi a kapcsolat a fiiggetlenség és a korrelalatlansag kozott?

Mikor 1 a korreléacios egyiitthato abszolut értéke?

Melyik allitas igaz, melyik hamis?

a. Minden valoszinliségi valtozdnak van varhato értéke.

. Minden val6szintiségi valtozonak van szorasa.

A binomialis valosziniiségi valtozonak van varhat6 értéke és szorasa is.

A szorasnégyzet linearis.

A vérhat6 érték linearis.

Két valoszinliségi valtozo szorzatanak varhato értéke egyenld a varhato értékek

szorzataval.

g. Két fiiggetlen valosziniiségi valtoz6 szorzatanak varhato értéke egyenld a varhato
értekek szorzataval.

h. Két fiiggetlen valoszintiségi valtozo szorzatanak szorasnégyzete egyenlo a
szorasnégyzetek szorzataval.

i. Két fiiggetlen valoszintiségi valtozo dsszegének szorasnégyzete egyenld a
szorasnégyzetek 0sszegével.

j. Két fiiggetlen valosziniiségi valtozo 0sszegének varhato értéke egyenld a varhatd
értekek Gsszegével.

k. Egy valdsziniiségi valtozé onmagaval vett kovariancidja éppen a szorasnégyzet.

Egy valoszintiségi valtoz6 dnmagaval vett korrelacios egyiitthatéja mindig 1.

SN hR W=

mo o o

—
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m. Két fiiggetlen valoszintiségi valtozo korrelacioja 0.
n. Ha két valdszintiségi valtozé kovarianciaja 0, akkor fiiggetlenek.
o. Egy valoszinliségi valtozo négyzetének varhato értéke nem kisebb mint a varhato
értékének négyzete.
p. Egy valdszinliségi valtozo négyzetének varhato értéke egyenld a varhato értékének
négyzetével.
. A standardizalt valosziniiségi valtozo szorasa 1.
A standardizalt valosziniiségi valtozo varhato értéke 1.
A pozitiv konstans szorasa pozitiv.
Fiiggetlen valoszinliségi valtozok kiilonbségének szorasnégyzete a szordsnégyzetek
kiilonbsége.
7. Legyen & Poisson eloszlast A>0 paraméterrel, n=2&+1. Adjuk meg n varhato értékét és
szorasat!

[ e e

1
8. Legyen & n és p paraméterli binomialis eloszlast valosziniiségi valtozo, n = Tre" Adjuk

+&
meg 1 varhato értékét és szorasat!
9. Legyenek & és 1 azonos eloszlasu valoszintliségi valtozok. Igaz-e, hogy
5y
g+n &+

10. Ha a & strtiségfiiggvenye f, (x) = , (x eIR), akkor létezik-e a varhato értéke?
T

1
(1+x%)
11. Egy szabalyos kockaval dobunk ismételten. & az els6 dobéas, 1 a masodik dobas
eredménye. Szamoljuk ki R(,&+mn)-t!
12. Legyenek & és n n=1 és p=0,5 paraméterii fiiggetlen binomidlis eloszlasu valosziniiségi
valtozok. Mutassuk meg, hogy &+n és |E-1| bar korrelalatlanok, de nem fiiggetlenek!
13. Legyen £€U(0,2), azaz a (0,2) intervallumon egyenletes eloszlasu valoszintliségi valtozo.
n=cos§ ¢és (=sin&. Hatarozzuk meg cov(n,{)-t! Fiiggetlenek-e n és C?
14. Legyen £eN(u,6), azaz p,c paraméterti normalis eloszlasu valoszinliségi valtozo! Adjunk
képletet ME" -re!

71



9. A nagy szamok torvénvei és a centralis hatareloszlas tételek

A valdszinliségi valtozok varhatd értékének ¢és szoérdsnégyzetének fontos tulajdonsagat
fogalmazza meg a Markov €s a Csebisev egyenl6tlenség.

Tétel: (A Markov egyenlotlenség)
Legyen & > 0 olyan valdszintiségi valtozo, melynek 1étezik a varhato értéke: ME > 0.

Akkor Ve > 0 esetén P(§ > ¢) S%.
€

Bizonyitas:

Diszkrét valosziniiségi valtozo esetében:

Me=) xP(E=x)2 ) xP(E=x)2¢- D P(E=x)=¢-P(&2¢)=allitis.
Vi X;2¢ X;2¢g

Folytonos valosziniiségi valtozo esetében:
Me =[x £, (x) de2[ x- £, (x) dx 2 ¢ [ £,(x) dx = ¢ {1 - F, (6)) = ¢ - P(& 2 ¢) = dllités.
0 € €

Megjegyzés:

1.) Az egyenl6tlenségben most akkor kapunk nem semmitmondé allitast, ha & > ME.
Kiilonben a Markov egyenldtlenség csak annyit jelentene, hogy egy valdszinliség nem
nagyobb, mint egy 1-nél nagyobb szdm...Tehat most € > 0 nem azt sugallja - mint altaldban a
matematikai tételekben-, hogy € tetszOlegesen kicsiny pozitiv szam, hanem éppen
ellenkezbleg, most € nagy.

2.) A Markov egyenldtlenséget atfogalmazhatjuk a kovetkez6 modon, ha végrehajtjuk az
1

€ = 6 - Mg helyettesitést: Vo >0 esetén P(& > 6-Mg) < 3

Innen viszont az olvashato le, hogy & kicsi valoszintiséggel vehet csak fel a sajat varhato
értékénél sokkal nagyobb értékeket, vagyis & hajlamos a varhato értéke kozelében értéket
felvenni. Pl. annak valdsziniisége, hogy egy nemnegativ valdszinliségi valtozé a varhato
értékének Otszordsénél nagyobb értéket felvegyen, 20%-nal kisebb.

Tétel: (A Csebisev-egyenlotienség)
Legyen & olyan valdsziniiségi valtozo, amelynek véges a szorasnégyzete :DE < o .

2
Akkor minden € > 0 esetén P(|§ —M§| >g)< D%

82

Bizonyitas: Alkalmazzuk a Markov egyenldtlenséget a & = (é - ME,,)2 ,e=¢" helyettesitéssel:

P((§-ME)* > &%) = P(|g—ME| > ¢) < M(<i—2M§)2 _ Dzza .
€ €

Megjegyzés:

1.) Az € -r6] ugyanaz elmondhato, mint a Markov egyenl6tlenség esetén: € > DE esetben lesz
csak nem-trivialis az egyenldtlenség.

2.) A Csebisev egyenlétlenség is atfogalmazhato, ha € =8 -DE:
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Minden & >0 esetén P(|§—M<§| >3-Dg) S8—12. Vagyis a valosziniiségi valtozd a varhato

értéke koriil ingadozik, ¢és annal kisebb mértékben, minél kisebb a szorasa. Pl. egy
valosziniiségi valtozd nem térhet el jobban a varhat6 értékétdl , mint a szorasa haromszorosa,

csak legfeljebb é ~ 0.11 valosziniséggel.

Feladat Egy célpontra 200 16vést adnak le. A taladlat valoszinlisége minden lovésnél 0.4.
Milyen hatarok kozé fog esni 90%-os valoszintiséggel a talalatok szama?

Megoldas: Jeloljik E-vel a talalatok szamat! A 16véssorozat felfoghatd egy n=200 hosszusagt
Bernoulli kisérletsorozatnak, ahol a megfigyelt esemény a célpont eltaldldsa. Ezért &
binomialis eloszlasti n=200 és p=0,4 paraméterekkel. Igy

ME =np=200-0,4=280,¢és D°E=npq=200-0,4-06=48. A Csebisev egyenldtlenséget
alkalmazzuk erre az esetre e=+/10 valasztassal:
P(|§ - M<i| > \/EDQ) = P(|E3 - 80| > \/480) <0,1, ahonnan

P(|& —80] < v480) = P(80— V480 < £ <80+/480) = P(58 < £<102) 20,9 adodik, azaz a

16vések 58 és 101 kozé fognak esni legalabb 90%-os valoszintiséggel.

Feladat Automata mindségvizsgalo n=100 000 elem(i mintat ellendriz le egy gyartdosoron
eldallitott szamitogépes alkatrésztomegbol. A vizsgdlat utan milyen valdsziniiséggel
allithatjuk, hogy a mintdbol meghatirozott selejtarany a készlet elméleti p
selejtvaloszinliségétol legfeljebb 0,01-dal tér el?

Megoldas: & most a selejtes termékek szamat jelolje a mintdban! Ekkor a selejtarany a
mintaban % lesz. Nyilvan £eB(100 000, p), ahol a p ismeretlen.

ME=np=10°p,és D’ =npq=10"-pq. A Csebisev egyenldséget most &=1000-rel

£ 10°pq 39
Ikal k: P{|&—10°p| <1000 =P(—— >—~0,975.
alkalmazzu (|<ﬁ, p| ) ‘105 p 10° 20~

< 0,0lj 21—

A levezetésben felhasznaltuk, hogy pq=p-p’ <0,25.

A nagy szamok torvényei azt a megfigyelést tamasztjak ald elméletileg is, hogy egy
valdsziniiségi valtozot sokszor megfigyelve, az atlagérték mindig kozel van az elméleti
varhato értékhez. Az is igaz, hogy a megfigyelések novekedtével az eltérés csokken, azaz az
atlagértékek konvergalnak is a varhat6 értékhez. A kdznapi életben a tételt ugy fogalmazzak
meg, hogy a véletlen jelenségek is kiszamithatéak hosszutavon.
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Tétel: ( A nagy szamok tételének Csebisev-féele gyenge alakja)
Legyenek a §,.&,,...,&,,... valoszinliségi valtozok paronként fliggetlenek és azonos

eloszlasuak (azonos eloszlasfiiggvénnyel rendelkezok). Létezzék a kozds p = ME, varhato
értékiik és a kozos o° = D€, szordsnégyzetiik.

& +8,+ 4G, TV ,
Akkor a §, =——————— val6szinliségi valtozd sorozatra Ve>0 esetén
n
P(C,—pn[=e)>0 (n— ) teljesill.

+&, 4+ 1$ 1
Bizonyitis: MG, =M(M) =—> Mg, =—-n-p=p.
n ni n

= 1 & 1 c’
A paronkénti fiiggetlenség miatt: D?( = Dz(—z é’;ij = —ZZ“DZQi =—n-c’=—.

0o n- g n n
Lathato tehat, hogy , minden indexre teljesiti a Csebisev egyenlGtlenség feltételét, igy:

2 2
P(|Cn -M(C |2¢)= P(|Cn - |,t| >g)< D—zc“ = 0—2 —>0 (n—>®) , ami mar igazolja az
allitast.

€ n-e

Megjegyzés: A tétel azt allitja, hogy azon valosziniiségek szdmsorozata, hogy az atlag az
elméleti varhato értéktdl akarmilyen kis €-nal is jobban eltérjen, nullahoz konvergal.

Tétel: ( A nagy szamok tételének Bernoulli-féle gyenge alakja)

Legyen (Q,3,P) Kolmogorov- féle valoszinliségi mezd, A €I egy pozitiv valosziniiségl
esemény: p = P(A) > 0 . Hajtsunk végre egy végtelen Bernoulli-féle kisérletsorozatot, vagyis
1,0 €A
0,meA’
végrehajtaskor az esemény karakterisztikus valdszinliségi valtozoja. &.-k teljesen fliggetlenek
¢és azonos eloszlastiak:
po=P(ii=0)=P(K)=q , p=PE=D)=P(A)=p , Mg =p, ngizpq'

£ +E ot

Legyen {, =————=r,(A) arelativ gyakorisag.
n

Akkor Ve > 0 esetén P(

figyeljik meg az A bekdvetkezéseit! Legyen &, ={ vagyis az i-edik

rn(A)—p|28)—>O (n— ).

Bizonyitas: A tétel feltételei specidlis esetben a nagy szdmok Csebisev-féle alakjanak felelnek
meg. Ekkor a Csebisev egyenldtlenségnek a

P(C, - MC,

2
l‘n(A)—p|28)S D?“ = qu < !
€ n-g 4-n-¢

>g)=P( >—>0 (n— o)

| R :
felel meg, mert p-q < 2 mindig teljestil.

Megjegyzés: A tétel azt mondja ki, hogy a relativ gyakorisag jol kozeliti az esemény elméleti
valoszinlis€égét, ahogyan azt mar a valoszinliség axiomai utan tett megjegyzésiinkben eldre
jeleztiik.
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Tétel: (A centralis hatareloszlas tétel)

Legyenek a §,.&,,...,&,,... valoszinliségi valtozok paronként fliggetlenek és azonos
eloszlasuak (azonos eloszlasfiiggvénnyel rendelkezdk) az (Q,3,P) Kolmogorov-féle
valoszinliségi mezén. Létezzék a kozds p=ME vérhato értékiik és a kozos o = D€,
szorasnégyzetiik.

§ +&,+-+E, —n-p e , -
Akkor a C = 7n valoszinliségi valtozo sorozatra teljesiil, hogy az
n-c

eloszlasfiiggvényeik fliggvénysorozata minden pontban a standard normalis eloszlas
eloszlasfiiggvényéhez konvergalnak, azaz

§ +&+-4E, —n-p
F. (x)=P(, <x)=P( Tno <X) > D(x) (n—>x) VxelR.

Megjegyzés: A tétel ramutat a normalis eloszlasnak az elméletben jatszott fontos szerepének
okara: tetszoleges eloszlasu valdszinliségi valtozok atlaga normalis eloszlast kovet. Tehat, ha
egy véletlen jelenséget sok egyenként nem jelentOs, fiiggetlen hatas Osszegeként kapunk,
akkor az jol kozelithetd a normalis eloszlassal. Tipikusan ilyenek a mérésekbdl szarmazo
adatok: a Duna kozepes vizallasa, a napi kézéphomérséklet stb. Az elektromos eloszto
kozpontban is normalis eloszlasunak tekinthetd a lakossagi fogyasztds, hiszen nagyon sok
kisfogyaszté ereddjeként 4ll eld. Es bar lehet, hogy az egyes fogyasztok kiilon-kiilén nem a
normalis elosztas szerint fogyasztanak, de az atlagos fogyasztast a nagy szamok torvénye
értelmében biztosan tekinthetjiik normalisnak modelljeinkben.

Tétel: (A Moivre-Laplace tétel ,1733.)

Legyen (€2,3,P) Kolmogorov-féle valosziniiségi mezd, A €3 egy pozitiv valoszintiségl
esemény: p = P(A) > 0 . Hajtsunk végre egy végtelen Bernoulli-féle kisérletsorozatot, vagyis
figyeljik meg az A bekovetkezéseit az 1,2,...,n,...-edik kisérletnél! Legyen

1,0 €A
= { 0 oA’ vagyis az i-edik végrehajtaskor az esemény karakterisztikus valoszinliségi
véltozdja. -k teljesen fliggetlenek és azonos eloszlasuak:

p0=P(§i=O)=P(A)=q > pl:P(éizl):P(A):p 5 M&izp > ngizpq-

Akkor a C = SiFGde, np valoszinliségi valtozd sorozatra teljesiil, hogy az
' yn-p-(1-p)

eloszlasfiiggvényeik fiiggvénysorozata minden pontban a standard normalis eloszlés
eloszlasfliiggvényéhez konvergalnak, azaz
F (x)=P((, <x) > ®(x) (n—> o) VxelR.

Bizonyitdas: A Moivre-Laplace tétel a centralis hatareloszlastétel azon specialis este, amikor a
&, €1 (A), azaz karakterisztikus eloszlasuak.

Raadasul E (x)=P(,<x)=P(n-S, <yn-p-q.-x+n-p), mivel
E,~1+az+"'+§n , sy
r,(A)=S, = . a relativ gyakorisag és n-S_ € B(n,p).
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fgy P(n-S, =k) = ( jp -q""", amibdl az eloszlasfiiggvényre:

P(n-S, <4/npq-x+np) = Z (E)pk .q“‘k — Z (E)pk .q"-k

k<,/npq-x+np k-np
v 1pq:

Tehat a tétel azt allitja, hogy a binomialis eloszlas standardizéltja hatareloszlasban standard

2

<X

X v

n
normalis eloszlas lesz, azaz lim Z (kjpk q" T =D(x) = \/— Je 2 dt (Vx €lR).

n—o kfnp<x
pq
Masképpen fogalmazva, hosszi Bernuolli kisérletsorozatok esetén az esemény gyakorisaga
kozelitdleg normalis eloszlast fog kdvetni.

260 500
Feladat Kozelitdleg hatarozzuk meg a A= z ( K j Osszeget!
k=220

Megoldas: Legyen £eB(500, 0,5)! Ekkor a kiszamitandd A 6sszeget felirhatjuk:

260

A =2 z P(¢ = k) alakban. A Moivre-Laplace tétel szerint: z PE=k)= D(x)-D(y).
k=200 k-250

y< \/E <X
Most ugy kell x-et és y-t megvalasztani, hogy 220=250++/125y és 261=250++/125x legyen.
Tehat y=-2,683281573 és x= 0,9838699100999, amivel
27 A= @(0,9839) - D(-2,6833) = B (0,9839) + D(+2,6833) — 1~ 0,8365+0,9963 1=
=0,8328, azaz A= 2,726079698256e+150. A @ fliggvény értékeit a standard normalis eloszlas
tablazatabol olvastuk ki.(Ld. A fiiggelékben!)

Megjegyzés: Az elobbi 0sszeg kiszamitasa még szamitogépre irt program segitségével sem
trivialis a binomialis egyiitthatokban szerepld nagy faktorialisok miatt.

Ellen6rzo kérdések és gyakorlo feladatok

Mit allit a Csebisev egyenldtlenség?
Mondja ki a nagy szamok torvényének Csebisev féle alakjat!
Mit allit a nagy szdmok térvényének Bernoulli féle alakja?
Mit allit a centralis hatareloszlés tétel?
Mondja ki a Moivre-Laplace tételt!
Melyik allitas igaz, melyik hamis?
a. A Markov egyenldtlenség csak a varhat6 értéknél nagyobb & valos szamok esetén
érvényes.
A Csebisev egyenl6tlenség csak diszkrét valoszinliségi valtozokra igaz.
A Moivre-Laplace tétel egy specidlis esete a nagy szamok torvényének.
A Csebisev egyenl6tlenség a Markov egyenldtlenség specidlis esete.
A centralis hatareloszlas tétel azt allitja, hogy a binomialis eloszlas nagy n
paraméter esetén kozelithetd normalis eloszlassal.
7. Egy lizemben csavarokat csomagolnak. Egy-egy dobozba atlagosan 5000 csavar keriil. A
csavarok szamanak szordsa a tapasztalat szerint 20 darab. Mit mondhatunk annak

SAINAIF I o

o a0 o

76




valoszinliségérdl, hogy egy dobozban a csavarok szama 4900 és 5100 kozé esik, ha az
eloszlast nem ismerjiik.

8. Egy szovogép 500 szallal dolgozik. Annak a valosziniisége, hogy egy szal id6egység alatt
elszakad 0,008 minden szalra. Hatarozzuk meg, hogy 0,95 valosziniiséggel milyen hatarok
kozott varhato a szalszakadasok szdma egy idéegység alatt?

9. Legyenek &,.&,,...,&,,... fliggetlen azonos eloszlasu valdsziniiségi valtozok véges
szorassal. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges x € IR valos szam esetén

1
IimP(§, +&,+--&, <x) € {0,5 ,1} , vagyis a hatarérték csak 0 vagy 0,5 vagy 1 lehet!

10. Legyen & standard normalis eloszlast valosziniiségi valtozo! A standard normalis eloszlas
tablazatanak hasznalata nélkiil bizonyitsa be, hogy ekkor fennall a

2
P(-3<&<3)>21- egyenlOtlenség!
( £ ) \/ﬁ gy g

11. Ha egy gyar egyforma energiaigényti gépe koziil atlagosan 70% miikodik és 30% var
javitasra, vagy éppen javitjak, akkor atlagosan 210 gép energiaigényét kell kielégiteni.
Mennyi energiat kell biztositani akkor, ha 99,9%-os biztonsadggal szeretnénk elérni azt,
hogy minden mikodoképes gép valdban miikddni tudjon? (Feltessziik, hogy a gépek
meghibasodasa egymastdl fiiggetlen.)
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II. fejezet

MATEMATIKAI STATISZTIKA

1stQtr 2nd Qtr 3rd Qtr 4th Qtr
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1. A matematikai statisztika alapfogalmai

A valo6szinliségszamitds elméletében az (Q,3,P) Kolmogorov valoszinliségi mezon
fogalmaztuk meg a tételeinket, azaz a P valdszinliségi mértéket végig adottnak tételeztiik fel.
A gyakorlati probléméaknal azonban a valoszinliség nem ismert, legfeljebb logikus
elofeltételezéseink vannak rola. A matematikai statisztika alapfeladata éppen az, hogy a
véletlen kisérletre, vagy a véletlen tomegjelenségre vonatkozdé megfigyeléssorozat
segitségével kovetkeztetni tudjunk a jelenséghez tartoz6 adekvat valosziniiségi mértékre, azt
megfeleld pontossaggal kozeliteni tudjuk. Ilyen értelemben a véletlen jelenségek matematikai
modellezésénél a matematikai statisztika modszerei megeldzik a valdsziniiségszamitas
modszereit. A  matematikai  statisztika fogalomkoére, modszertana  viszont a
valoszinliségszamitas fogalmaira és modszereire alapul, €s ilyen szempontbol a matematikai
statisztika koveti a valoszinliségszamitast. A matematikai jelz0 arra utal, hogy az allitasokat
matematikai formuldkkal fogalmazzuk meg, és az ott szokott egzaktsaggal bizonyitunk,
legtobbszor a valdszinliségszamitasnal igazolt tételekre hivatkozva. Ezzel a jelzdvel is
szeretnénk hangsulyozni a témakor kiilonbségét a foleg tarsadalomtudoményoknal
(kozgazdasagtan, szocioldgia, politologia) alkalmazott statisztikai modszerektdl, ahol a
rendelkezésekre all6 adatokat leird statisztikdkkal jellemeznek valahogy, ¢és a
kovetkeztetéseket heurisztikusan hozzak meg.

Ugyanugy, mint a valdszintiségszamitasnal, a véletlen kisérlet (k) alapfogalmabdl indulunk
ki. Azt is feltessziik, hogy ismert az elemi események () halmaza és az események J
halmazrendszere. A P valdsziniiség pontosan nem ismert, csak azt tudjuk, hogy a k véletlen
kisérlethez tartozo valosziniiség eleme egy P halmaznak. Tehat V PeP esetén Kolmogorov-
féle valoszinliségi mezot kapunk. A matematikai statisztika alapfeladata ezen P halmazbol
kivalasztani azt a valosziniiségi mértéket, amely ténylegesen a kisérlethez tartozik.

Ezért a k véletlen kisérlethez megfigyeléssorozatot szerveziink, azaz adatokat gytjtiink.

Definicio: Legyen (Q2,3) egy k véletlen kisérlethez tartozo eseménytér €s eseményalgebra, P
valoszinliségi mértékek egy halmaza, ahol V PeP szobajohetd valdszinliség. Az
X =(&,,E,,....&,)" statisztikai megfigyelést statisztikai mintdnak nevezziik, ha & -k teljesen

fliggetlen, azonos eloszlast valdsziniiségi valtozok V PeP esetén (Q2,3,P)-n, azaz V PeP-re
P( <x)=F(x) (i=12,3,...,n)¢s

k
P(§;, <x;,8, <X ,....§ <X )= HFP(xi“) (V2<k<n). n a minta elemszama,

a=1
F.(x) a minta eloszlasfiiggvénye, & az i-edik mintaelem. Egy ® € esetén a
& (o) =x,&(0) =Xx,,.....,§ (®) = X, szdm n-es a minta egy realizdcioja.

Megjegyzés: Amikor egy statisztikai modszert alkalmazunk, mindig egy méréssorozat
eredménye, azaz a statisztikai minta realizaltja all a rendelkezésiinkre. Ez a szam n-es
azonban lehetett volna egy teljesen mas szam n-es is, hiszen ha megismételnénk a
mintavételezést, egészen biztos, hogy mas adatokhoz jutnank, azaz a minta fligg a véletlentol.
A modszerek elméletének targyaldsakor ezért a mintat fliggetlen, azonos eloszlast
val6sziniliségi valtozok
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sorozatanak tekintjiik. A fliggetlenség és az azonos eloszlasbdl valo szarmazés feltételeit a
mintavételezés megtervezésekor kell figyelembe venni.

A statisztikai kovetkeztetéseinket a statisztikai mintabol szamolt mennyiségek segitségével
hozzuk. A statisztika a minta egy fiiggvénye, tehat maga is valoszinlségi valtozo. A
matematikai definicidja a kdvetkezo:

Definicié: A T,:IR" — IR skalar-vektor fliggvényt statisztikai fiiggvénynek nevezziik, ha

adott X =(§,&,,...,&.)" statisztikai minta esetén T (§,,&,,....§.) V PeP esetén
valoszinliségi valtozo lesz az (QQ, 3, P) valdszinliségi mezon.

A gyakorlati alkalmazasokban az alabbi statisztikak fordulnak legtobbszor elo:

— defl n
Definicio: A & = —-Zéi statisztikat a &,§,,...,&, statisztikai minta dtlag- vagy empirikus
n g

kozép statisztikdjanak nevezziik.

def 1 n —
Definicié: Az s’ =—-Z(§i—§n)2statisztikét a §,,&,,...,&§, statisztikai minta empirikus
n g

def
ror ’ . s o 2 . . ror . .
szorasnégyzet statisztikdjanak nevezzik. s, =++/s,” az empirikus szords statisztika.

n

def —
Definicio: Az s = Z:(ii — & ) statisztikat a &,&,,...,E, statisztikai minta korrigalt
i=1

R
n—1

def
. . oo , . 1 rer . * * 2 .y .. oo
empirikus szordsnégyzet statisztikdjanak nevezziik. s, =++/s«  a korrigadlt empirikus szoras
statisztika.

Definicié: Tekintsiik azokat az 1 (x,,X,,...,X,) skalar-vektor fiiggvényeket, melyek
definicioja:
def

Xk =1, (X,,X;,...,X,) =X, ,hax; k-adik legnagyobb elemx,,x,,...,x, kozott. A

def
& =1.(§,,8,,....8,) (k=12,...,n) statisztikdk a rendezett mintaelem statisztikak.

Megjegyzés: A rendezett mintaelem-statisztikak kozott V PeP esetén 1 valoszinliséggel

fennall, hogy &' <&", <--<&", . Specidlisan &", = min{&,,&,,....&, },
6 &0 =max{&,,&,,....&, |-
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0 ,Xﬁg*]
def | kK, .
Definicio: Az F (x)=7—,& « <x=<& n (k=12,...,n—1) véletlen fiiggvényt a
n
1 ,X><i*n

€,E,,...,&, statisztikai minta empirikus eloszlasfiiggvényének nevezziik.

Megjegyzés: Az empirikus eloszlasfiiggvény minden rogzitett x elResetén statisztika, azaz
valosziniiségi valtozo! F (x) minden realizdcidja diszkrét eloszlasfiiggvény, azaz olyan

lépcs6s fliggvény, melynek ugrashelyei a véletlen mintatdl fiiggenek, €s az ugrasok
magassaga

1 valosziniiséggel l

Definicié: A T, = £, — &' statisztika a &,,E,,...,&_ statisztikai minta terjedelme.

T

Definici6o: Legyen most az X = ((&1 ,nl)T,(§2,nz)T,...,(&,n,nn)T) statisztikai megfigyelés
kétdimenzids statisztikai minta, ahol az (&i ,ni)T parok azonos eloszlasuy, teljesen fiiggetlen

1< - _
valdsziniiségi vektor valtozok. Akkor a ¢, = —I-Z:(ééi - én)-(ni - ni) statisztika a
n—1

(Fﬂ N, )T ,(éz M, )T yuen ,(&n M, )T minta empirikus kovariancidja,

n

>(&-€,)-(n,-m,)

i= Cn . . . r .7 .. 7.
p, = \/ E =———— pedig az empirikus korrelacids egyiitthatdja,

Z(éi_gn)z'Z(ni_ﬁn)z e

ahol pl. s = —Z(éi—én) a §,&,,...,&, statisztikai minta korrigalt empirikus

szorasat jeloli.
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2. Becsléselmélet

2.1 Pontbecslések

Tekintsiik az (€2,3) mérhetd teret, ahol Q egy véletlen kisérlet elemi eseményeinek halmaza,
3 pedig Q részhalmazainak c-algebrdja, azaz a megfigyelheté események halmazosztalya.
Legyen tovabba adott a P={P} valésziniiségi mérték csalad, ahol V PeP olyan

valoszinliség, ami lehetséges. Adott ezenkiviil egy 9 : P-— IR fliggvény, melyet a P-hez
tartozd paraméternek neveziink. Jeldlje &,,&,,...,&, ,...a (nem feltétleniil véges elemszamu)
statisztikai mintat. Feladat olyan T (§,,&,,...,&,) €IR (n=12,...) statisztika-sorozat
megadasa, amely segitségével "jol" tudjuk becsiilni a § paramétervektort. Ha a paramétert
"pontosan" meg tudjuk becsiilni, akkor ez egyben azt is jelenti, hogy az adekvat P
valdszintiséget is kozelitéleg megkapjuk. Az alabbiakban az elvarand6 "jo", "pontos" becslési
tulajdonsagokat definialjuk.

Definicio: A T, (§,,&,,....&,) €IR statisztikaa 3 €IR paraméter torzitatlan becslése, ha

V PeP esetén a T, -nek, mint vektor valdszinliségi valtozonak létezik varhato érték vektora
és M, T, =9.

Megjegyzés: 1.) Az M, T, azt jeloli, hogy a varhato érték vektor fligg attol, hogy melyik P
valoszinliségi mérték alapjan szamoljuk az F; (x) = P(Tn < x) eloszlasfiiggvényt, majd abbol
a varhato érteket.

2.) A Csebisev-egyenlotlenségbdl tudjuk, hogy egy valdszinliségi valtozd értékei a varhato
értéke koriil ingadoznak. Az tehat, hogy egy statisztika a paraméter torzitatlan becslése, azt az

elvarhaté tulajdonsagot fejezi ki, hogy a becslési statisztika realizaltjai az ismeretlen
paraméter koriil ingadoznak a paramétertérben.

Definiciéo: A T, (§,,E,,...,&,) €IR statisztika-sorozat a 3 € IR paraméter aszimptotikusan

torzitatlan becslése, ha ¥ PeP esetén a T, -nek, mint valdszinliségi valtozonak 1étezik

véarhato értéke és Iim M, T, = 3.

n—oo

Megjegyzés: A torzitatlansagbol nyilvanvaléan kovetkezik az aszimptotikusan torzitatlansag,
tehat ez utobbi a gyengébb tulajdonsag.

Definicio: A T, (¢,,E,,...,&,) €IR statisztika-sorozat a 8 €IR paraméter konzisztens

becslése,ha ¥V PeP és V € > 0 esetén &1_{2 P(‘Tn - 8‘ > 8) =0.
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Megjegyzés: A konzisztencia mas kovetelményt fejez ki, mint a torzitatlansag. A
konzisztencia tulajdonsaga azt a jogos elvarast fejezi ki, hogy a megfigyelések szamanak
novekedtével javuljon a becslés pontossaga. Ezt a tulajdonsagot még szemléletesebben fejezi
ki az er6sen konzisztencia, hiszen a megfigyelések szamanak novekedtével a becslés szorasa,
igy a varhato értéktol (a paramétert6l) valo eltérése is nullahoz tart.

Definicio: A T, (§,.&,,...,&,) €IR statisztika-sorozat a 3 €IR paraméter erdsen

konzisztens becslése, ha V n-re T, torzitatlan becslése a paraméternek , és lim D* T, =0.

n—»o

Tétel: Ha a T, (n=1,2,..) statisztika sorozat erdsen konzisztens becslése 3 -nak, akkor
konzisztens becslése is.

Bizonyitas: Most M, T, =3 . A Csebisev egyenlotlenségbdl:

P

n

D 2
>g) <= 50 (0> ) = allitds.
e

T, -9,

Definicio: Legyenek T  és T~ a 9 IR paraméter torzitatlan becslései, ahol 3D, T és

D,>T" (VP €P) . Azt mondjuk, hogy T  hatdsosabb becslése 9-nak mint, T~ ha
D,’T <D,’T" (VP eP)-re.

Megjegyzés: Adott becslési problémanal lehetdleg a legkisebb szorasnégyzetli torzitatlan
becslést kell alkalmazni.

Definicié: Ha a t torzitatlan statisztikdra igaz, hogy D,’t" = gﬁgnﬁt (P €P), akkor t -ot
t=

3Dt

hatasos becslésnek nevezzik.

Megjegyzés: A Csebisev egyenltlenségbdl tudjuk, hogy a valdszinliségi valtozé annal kisebb
mértékben ingadozik a varhato értéke koriil, minél kisebb a szorasa. Ez az oka, hogy a
torzitatlan becslések kozott a hatasos becslés megkeresése a cél, hisz varhatdlag ez pontosabb,
mint barmely mas torzitatlan becslés.
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Példa: Legyen (Q,3), P ésrajta & : Q — IR valdsziniiségi valtozo adott. Tegyiik fel, hogy
V PeP-re & egyenletes eloszlasu valoszinliségi valtozo a [0,8] intervallumon, ahol 3 >0
ismeretlen paraméter.

. X 1 9
Tehit most VPePre F o(x)=o,F(x)=f,(x)=4 ,x €(0,9), M,t= >

2
D = ?—2 . Legyen tovabba &,,¢&,,..., &, ,... statisztikai minta, amelynek eloszlasfiiggvénye &-

ével azonos V Pe P-re.

def nn + 1 * def — . . . . .
Tekintsik a T, =——¢, ,T, =2¢&, statisztikdkat! Megmutatjuk, hogy mindegyikiik
n

torzitatlan, de kiillonbozo szorasu becslés, tehat eltér a hatasossaguk.

= = 9
M,T, =M,2¢, =2M,¢, :2M9§=25=8:>T2 torzitatlan.

b, ot o
n 12:n 3.n’

DT, =4D2¢ =4

A & eloszlasfiiggvénye:

def n-1

P(e; <x)= [FgS (x)]“ - (gj , x €[0,8] = stirtiségfiiggvénye f, ,(x) =n XSH x €(0,9).

9 9 X"t 1 [ %! 9 n
M,E, :_([an,s(x) dx = Ongn dXZHSn Ll"'ll :mE}DMST1 =9, torzitatlan.
: (n+1)’ . (n+1)° ¢ x"!
DT, =M,T; _(MSTI) = M (§,) -97 = 2 IX2 n—dx-97 =
n n 0 9
m+D> 1 [x*]" | (@*+2n+1-n’-2n)9’ 92
~n 9" [n+2] B n(n+2) " n(n+2)’

Az eredményt dsszegezve: DT, <D:T,, azaz a T, .hatdsosabb torzitatlan becslés T, -nél.
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Tétel: Legyen (Q0,3) , P ésrajta & : (2 — IR valodsziniiségi valtozo adott. Tegytik fel, hogy

V PeP -re IM,E§ . Legyen most a paraméter 3 =9(P)=M,E. Legyen tovabba
€.,&,,-..,E, ... statisztikai minta, amelynek eloszlasfiiggvénye &-ével azonos V Pe P -re.
Akkor

P R . . D He: s s .
a.) A &, :_'Zéi empirikus kozép statisztika a 3 elméleti varhatd érték paraméter
i=1
torzitatlan becslése. 3
b.) Ha a feltételekhez azt is hozzévessziik, hogy V PeP-re ID}E is, ugy & erésen

konzisztens becslés is.

c.) A linedris statisztikak kozott a En statisztika a leghatdsosabb, azaz ha tetszdleges
C15CyseensCpy ZCi =1 valos sulyokkal tekintjiik a t=Z:ci~c“3i linearis becslést, akkor t
i=1 i=

; . 2% 2
torzitatlan, és D&, <D;t.

Bizonyitds:

a.) MPgn ZMP[

_ 1 &
SECRSES
. : 1. o
c.) Eldszor is megjegyezziik, hogy a ¢, = — (i=1,2,...,n) sulyvalasztasnal az atlagstatisztika
n

. . I . - 8 .
i1s linearis becslés. Legyen ¢, =c,—— (1=1,2,...,n). Ekkor E € = E c,—1=0. Igy
n i=1 i=1

D Te -t |- St ie, die Y el b Se, + 1y -
i=1 i=1 i=1 i=1

n 2 & 1] D; —
=D§a-{28?+;-281+ }z—"‘lnian .
i=1 i=1

n n
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Tétel: Legyen (Q,3), P ésrajta  : Q — IR valoszinliségi valtozo adott. Tegyiik fel, hogy
V PeP-re 3DJE . Legyen most a paraméter 9 = 3(P) = D}E. Legyen tovabba & ,&,,....E,,...

statisztikai minta, amelynek eloszlasfliggvénye &-ével azonos V Pe P-re.
Akkor

I < = . . o ot o s
a.) Az sn2 = _'Z(E-‘i — &)’ empirikus szorasnégyzet statisztika a 3 elméleti szérasnégyzet
i=1

, . . , , * 1 L - .y,
paraméter aszimptotikusan torzitatlan becslése, az s W= P Z(En — & ) korrigalt
n- i=1

empirikus szordsnégyzet statisztika pedig a 9 elméleti szorasnégyzet paraméter torzitatlan
becslése.

b.) Ha a feltételekhez azt is hozzavessziik, hogy V Pe P-re IM,&" is, ugy sn2 konzisztens,

2, . ..
s erosen konzisztens becslés is.

Bizonyitas:
Fel fogjuk hasznalni a Steiner tételt:

Segeédtétel: (Steiner)
Tetszdleges a,x,,X,,...,X, valos szdmokra

1 1 2 — \2 1 = — 2 — 2
;'Z(a_xi) :(a_xn) +H.Z(Xn_xi) = Z(Xn_xi) .

=

1
n .
I r r , r , 1 - — 2 1 - 2 =2
Masrészt a=0 valasztassal, dtrendezés utan: —- Z:(xn -X,) =—") X -X
i=1

i n °
i=1

=]
=]

A segédteétel bizonyitasa:

1 & 1 & 1 & 1 &
— Y (a-x)" == (a-X,+X,-x,)> =(a-%,)> +2-(a=X,) — 2 (X, = X)) +— 2 (X, —-x,)’.
8 - n 5 | — n

A tétel bizonyitdsa:
I & — I & - 1 & -
Mpsf=Mp(;-2<ai—am):M{;-Zaf—<an>2}=;-ZMp§f—Mp<an)2=
i=1 i=1

i=1
a.)

B =

5 9 5 n—1
D(8+(M,8))=(C +(M,8)) =" 858 (n> o)

. 2 n 2 * 2 n 2
Mivel s+™ = 1s = M;sn =—1Ml,sn =9.

n

n-— n-—

2 (M, -3
b)Belathaté, hogy D2s’ = — 2( S
(n—1) n  n(n-1)

2 1 ,
SZJ - O,Dlz,s*n — 0amib6l, mar

s, konzisztencidja kovetkezik.
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Tétel: Legyen (Q,3) , P és rajta § : QQ — IR valdsziniiségi valtozo adott. Legyen tovabba
€,E,5---»C, ... statisztikai minta, amelynek eloszlasfiiggvénye &-ével azonos V PeP-re.

Rogzitsiik most az xelR valos szamot. Ekkor a 8 = 8(P) = F,(x) valds paraméter P-n.
Akkor az F, (x) empirikus eloszlasfiiggvény a 3 elméleti eloszlasfiiggvény torzitatlan, erésen
konzisztens becslése.

Bizonyitas: Az  empirikus  eloszlasfiiggvény  definicidjabol  nyilvanvald, hogy
n-F, (x) €{0,12,...,n} és
P(n-Fy(x)=k)=P(k:db 1 indexre &i <x,(n-k) db j indexrej#i éj >X)=

n k n-k
= |F )| -[1-F(x) =n-F (x) eB(n,9).
(-] - o)

Azaz n-F,(x) binomidlis eloszlasi n és F (x)=3 paraméterekkel. Viszont ekkor
M,(n-F(x))=n-3 ¢ésDi(n-F(x))=n-9-(1-9). Imnét pedig M,(F (x))=9 ¢és

D} (F, () = 0= <

Megjegyzés: 1) 9—-9* <0.25.

2.)) Mivel az erésen konzisztenciabdl  kovetkezik a  konzisztencia, ezért
Ve>0,Vx elR,VP eP-re P(|E (x)- FP(x)| >g)—>0 (n—> o). Ennél az allitasnal
lényegesen erdsebbet fogalmaz meg a kovetkezé Glivenko-tol szarmazo tétel: az empirikus
eloszlasfiiggvény 1 valdsziniliséggel, egyenletesen konvergal az elméleti eloszlasfiiggvényhez.
Elméleti jelentGsége miatt a tételt a matematikai statisztika alaptételének is hivjak.

4L — 0 (n — ) kovetkezik, ami az allitast igazolja.
n

Tétel: a.) A c, empirikus kovariancia az M, (& —-M,;§)(n—M,n)elméleti kovariancia
torzitatlan becslése. Ha még azt is feltehetjiik, hogy IM,&",M,n" is, akkor c, erésen

konzisztens becslés is.
b.) Az p, empirikus korrelaciods egylitthatd az elméleti korrelaciods egylitthatd aszimptotikusan

torzitatlan becslése. Ha még azt is feltehetjiik, hogy IM,E* , M, n* is, akkor p, konzisztens
becslés is.

Eddig csak arrol volt sz6, hogy milyen jo tulajdonsagai lehetnek egy statisztikanak, de még
nem tudjuk, milyen mddszerekkel lehet egy adott becslési problémahoz alkalmas statisztikat
eléallitani. A kovetkezdkben két altalanos becslési modszert fogunk ismertetni.
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Definicio: Legyen adva az (Q,3) mérhet6 téren a P valoszinliségi mértékek tere, amelyhez
adotta € ,&,,...,& statisztikai minta , amelyek eloszlasfiiggvénye abszolut folytonos V Pe P-
re, azaz létezik a minta slrliségfiiggvénye. Legyen tovabba adott a 9: P— IR

paraméterfiiggvény. Jelolje most L(x,3) = H f (x,) a minta egyiittes slirliségfliggvényét. A

i=1

9 paraméter maximum likelihood becslésén azta T, (§,,&,,...,&,) statisztikat értjiik, melyre

L(x,T, (x)) =max L(x,9) teljesiil (V x €IR").
9elRX

Definicié: Legyen adva az (€,3) mérhet6 téren a P valdszinliségi mértékek tere, amelyhez
adotta & ,&,,...,&, diszkrét eloszlasu statisztikai minta V Pe P-re. Legyen tovabba adott a
9: P — IR paraméterfiiggvény.

Jelolje most L(x,9) =Py (&, =x,,&, =X,,....&, :xn):l_[Pg(F3i =X,) a minta egyiittes

i=1
eloszlasat. A S paraméter maximum likelihood becslésén azt a T, (§,,E,,...,&,) statisztikat
értjiik, melyre L(x, T, (x)) = max L(x,9) teljesil (V x €IR").

Megjegyzések: 1.) L(x,93)-t likelihood fiiggvénynek is nevezik. Az elnevezés jogos, mert
most az egylittes stirliségfliggvényben nem x -et, hanem 3 -t tekintjiik valtozonak.

: 4 r , T
2.) A moddszer alapgondolata a kdvetkezé: mintavételezés sordn az x = (x] , X, ,...,xn)
realizacidt mértiik. Feltételezziik, hogy azért éppen ezt a realizacidt kaptuk, és nem mast, mert
az 0sszes realizaciok koziil ennek a legnagyobb a bekdvetkezési valoszintisége. Vegyiik tehat,
az 6sszes 9 paraméter koziil azt, amelynél éppen az x realizacié bekdvetkezése a maximalis.
A valaszt mind a folytonos, mind a diszkrét esetben a L(x,9) > max szelsoérték-feladat

SIS
megoldasabol kapjuk meg.
3.)) Mivel a természetes alapti logaritmusfliiggvény szigorGan monoton novekvo, a
L(x,9)—> max feladat helyett sokszor célszerii az In L(x,3) —> max sz¢élséérték-feladatot
elR elR

def

megoldani, ugyanis ugyanott lépnek fel a maximumhelyek. Az 1(x,9) = In L(x,9) fliggvényt
loglikelihood fiiggvénynek nevezzik.

X,

09

4.) A maximumbhelyet az ) =0 egyenlet megoldasai kozott kereshetjiik.
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Példa: A varhato érték maximum-likelihood becslése normalis esetben, amikor ismert a
szoras.

1 7 (-9)° :
Legyen f,(x) = € 20 , ahol o, > 0 rogzitett, § 1R az ismeretlen paraméter.
\J2T o,

1 ’ - 2fn x-9)?
Most a likelihood fiiggvény: L(x,9) = [\/2_—J . 2o , a loglikelihood fiiggvény
T o,

1
pedig 1(5,8):n-ln[ ] Z(x - 9)% . A maximumhely keresése:
J2no,) 20; =
2
A9 1 S5 —9y-= o:»s——Zx Mivel SHED 160 kapott

a9 o 5 9> o
stacionarius hely maximumhely = az atlagstatlsztika normalis esetben a varhatoé érték
maximum-likelihood becslése.

A maximum likelihood moédszerrel akkor is dolgozhatunk, ha a paraméterek szdma egynél
tobb. Ilyenkor tobbvaltozos szélsdérték szamitas tjan lehet a statisztikakat eléallitani, ahogy
azt a kovetkezo példaban latjuk.

Példa: A varhato érték €s a szorasnégyzet maximume-likelihood becslései normalis esetben.

1 2
1 *T(X*SI) .
Legyen f, 4 (x) =ﬁe 28: , ahol 9,>0 rogzitett, 9, €elR az ismeretlen
v 21 9

paraméterek.

;
29,

H M:

(x; -9

Most a likelihood fliggvény: L(x,9,,9,)= , a loglikelihood

) -
— _e
[JznszJ
Z(x -9,)’. A maximumhely

2 =l

figgvény pedig 1(x,9,,9,)=—-n-In\2n —gln 9, - 5 9

keresése:
(x,9,,9,) 1 a I ¢ _
—=L = = X, — 9 0 =9, = X, =X
09, 9, gi( )= n; S
ol(x,98,,9,) n 2 RS » 1 —\2 2
682 28 28; E(X 1) 2 n;(xl 1) n;(xl Xn) Sn
d’1(x,9,,9 d’1(x,9,,9 1 & 2
Mivel dx.9,.9,) > 2)=—i, (x > 2)= 1’12_ (x —81) ,
d9; 9, dS; 29; 82 ‘o
—-n
2 — 0
d 1(5981582) 1 Z( ) k tt st . ;. hl H ,t. sn
e - a ka acionari matrixa:
43 d9, ; 2 X. pott stacionarius hely Hesse X 0 —n

2
2(s3)
amibdl latszik, hogy a hely maximumhely = az atlagstatisztika és az empirikus szorasnégyzet

statisztikdk normalis esetben az elméleti varhatd érték és szorasnégyzet maximum-likelihood
becslései.
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Példa: 4 varhato értéek maximum-likelihood becslése Poisson eloszlas esetében.

1

9
Most a minta eloszlasa: pi(9)=_—'e*9 1=0,1,2,.... A likelihood fiiggvény, a minta
il

XX

. il o , 8% 8 -
egylittes eloszlasabol szamolhato: L()_(,S)zl I e = -e "7, a loglikelihood
i=1 Xi .

n

X!

i
i=1

fliggvény pedig: 1(x,9)= 1118-2Xi -n-9—In (H X; !] . A stacionarius helyek
i1 i=1

Mivel

ol

n °

, ax,d) 1 1<
megkeresése: =" - _.yYx —n=0=29==") x =
8 09 9 ; ' n; '

o’1(x,9 1 < D : , . ,

#) = —§-2xi <0, a kapott stacionariushely maximum. Tehat a Poisson eloszlas
i=1

esetén is a paraméternek maximum likelihood becslése az atlagstatisztika.

Megjegyzés: A maximum likelihood mddszer alapvetd fontossagu a becsléselméletben. Ahol
lehet, célszerti alkalmazni. Vannak azonban esetek, amikor a likelihood egyenlet a
paraméterre transzcendens egyenletet ad, azaz a paraméterre a kifejtés lehetetlen. Ilyen
esetekben sokszor hasznos a momentumok modszere. A modszer 1ényege az, hogy a minta
elméleti momentumai fiiggvénykapcsolatban vannak az eloszlas paramétereivel, és ebbe az
ismert fliggvénybe a mintabdl becsiilt empirikus momentumokat beirva kapjuk a becslési
statisztikakat.

Definicio: Legyen adva az (Q2,3) mérhetd téren a P valoszinliségi mértékek tere, amelyhez

adott a &,&,,..., statisztikai minta. Legyen tovabbd adott a 9:P —IR
def

paraméterfiiggvény. Tegyiik fel, hogy Iléteznek a p, = Mgé';iOL =g (3)(a=12,.,k)

momentumok, és Fe (1, ity) =9, (a=1,2,...,k). Tekintsiik a

N def g . o
, =—- Z £ (a=12,...,k)  empirikus momentum  statisztikdkat. = Akkor a
n i=

def
m, =g, (0;,0,,....0,) (a=12,...,k) statisztikdk a 9, paraméterek momentumos

becslesei.

Megjegyzés: A momentumok moddszere nem rendelkezik olyan optimalis tulajdonsagokkal,
mint a maximum likelihood moédszer, de azért az altalanos feltételek mellet belathato, hogy a
becslései konzisztensek. A konzisztencia azon mulik, hogy az empirikus momentumok is
konzisztens becslései az elméleti momentumoknak.
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Példa: (4 normalis eloszlds paramétereinek becslése a momentumok modszerével)

1 2
1 - (x-p)
A minta strtiségfiiggvénye f (x)= e P . A normalis eloszlas esetén tudjuk,
gfuggvenye f (x) \/ﬁ 1]
hogy 1= g(ky,,) = 1y, D= g(py,1,) = uz—ulz-
1 1 ,
Az empirikus momentumok: i, = —Zi , L, == Z&, . Igy a momentumbecslések
n n

i=1

egybdl adodnak: n~m, =g, (K, 1,) = ‘:naD g (1,1, = Zé ——Zi—s

Lathato, hogy ugyanazok a statisztikak adodtak, mint a maximum hkehhood modszernél.

Példa: (4 Poisson eloszldas paraméterének becslése a momentumok modszerével)

k
A minta eloszldsa most Py (&, =k) = %69 (k=0,1,2,...) .A 8 >0 paraméter éppen az

elméleti varhatd érték, az els6 momentum, igy a momentumbecslés egybdl adodik:
S~ = & Ezuttal is ugyanazt a statisztikat kaptuk, mint a maximum likelihood modszernél.

2.2 Intervallumbecslések

A 2.1 pontban az ismeretlen paramétervektort a minta egy fliggvényével, azaz statisztikaval
probaltuk meg kozeliteni. Konkrét realizacional tehat, a paramétertér egy pontjat egy masik
ponttal becsiiljik. Ezért beszéliink pontbecslésrdl. De tudjuk azt is, hogy folytonos
eloszlasoknal, annak valoszintisége, hogy a valdszinliségi valtozo az értékkészletének éppen
egy tetszOlegesen kivalasztott pontjat fogja felvenni, nulla. Az intervallumbecsléseknél a
mintabol készitett tartomanyokat definidlunk, amely tartomanyok nagy valdsziniiséggel
lefedik a kérdéses paraméter-pontot.

Definicié: Legyen adva az (,3) mérhet6 téren a P valdszinliségi mértékek tere, amelyhez

adott a §,&,,...,§, statisztikai minta. Legyen tovabba adott a 9: P —IR

paraméterfiiggvény. Legyen & > 0 rogzitett. Azt mondjuk, hogy a 9 paraméterhez megadtunk
egy legalabb 1—¢ szignifikancia szintii konfidencia intervallumot, ha t,(§,,&,,...,§,) és

t,(&,,E,,...,§,) olyan statisztikdk, hogy Py (t,(§;.8,,....E,) <t,(§,,&,,...,E,)) =1, ¢és
Py (t,(&,,E,,.--,6,) <9 <t,(&,,E,,...,E,)) = 1 — ¢ fennall minden V P, € P-re.

Megjegyzés: Ahhoz, hogy példakat mutassunk konfidencia intervallumra, ki kell mondanunk
az alabbi tételt.
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Tétel: (Lukdcs)
Legyen &,,&,,...,&, € N(p,0) eloszlasbol szarmaz6 statisztikai minta.
Akkor
1) €, eN(—)
. n B \/H ]

2
n- Sn 2
2) 2 € Xn—l’
(¢

3) En és s fiiggetlenek (= En és s’ is fliggetlenek).

Megjegyzés: Belathatd, hogy ha & ,&,,...,§, e€N(un,o0) eloszlasbol szdrmazo statisztikai
minta, akkor a

- %2
— -1 .

gn—ux/g eN(0,1), % €., statisztikdk fiiggetlenek, igy —
c c

£, —u _
S = = S :“ Jn e t,., (n-1 szabadsagfokt Student eloszlasa).
(n-Ds, 5
G2
n-1

Példa: (Konfidencia intervallum szerkesztése az ismeretlen varhato értékre ismert szordasu
normalis eloszlds esetében)

Legyenek &,,&,,...,&, € N(u,0,) eloszlasbol szarmazo statisztikai minta, ahol o, > 0 ismert,
pn elR ismeretlen. Szerkessziink p-re adott 0<e<1 mellett 1—¢ szinti konfidencia
def _n —n

intervallumot! A Lukécs tételbdl tudjuk, hogy u= Jn eN(0,1), azaz a statisztika

Y
striiségfiiggvénye: ¢(x) = %62. ¢(x) segitségével megadhato olyan u, > 0 szam, hogy
T

+ug

_[(p(t) dt=P(-u, <u<u,)=®(u,)-DP(-u,)=2d(u,)-1=1-¢ teljesijon. Az u, >0

€

—u,

€ . L r1s
szam meghatdrozasat a ®(u,) = 1—5 egyenletb6l, standard normalis eloszlas-tablazat

segitségével hatdrozhatjuk meg. Mivel az {co|—u8 <u(o) <u£} esemény ekvivalens az

{w
P(E —u800<u<§ +u800)—1—8 azazaTszifE 5% Tdifg e 1—g szinti
I IR R i e e e e

us cSO ug c50

En (0)— 7 < <En (0)+ 7n } eseménnyel, ezért

konfidencia intervallum p-re.
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Példa: (Konfidencia intervallum szerkesztése az ismeretlen varhato értékre ismeretlen
szorasu normalis eloszlas esetében)
Legyenek &,,¢&,,...,&, € N(1,0,) eloszlasbol szarmazo statisztikai minta, ahol 6 > 0 is és,

u €lR s ismeretlen. Szerkessziink p-re adott 0 < € < 1 mellett 1 — ¢ szintii konfidencia

azaz az n-1

n-1°

intervallumot! A Lukacs tétel utan tett megjegyzés alapjan: S — B Jn et
S

szabadsagfoku Student eloszléshoz tartozo téblézatb(')l kiolvashato olyan t, > 0 szam,

amellyell—s=P(—tg< H\/H<t) P(é’; _L n< <<"; +\/_):azazmosta

s Jn
def _

S*
T é \/H , L=, + \7;“ statisztika par lesz 1 — ¢ szintii konfidencia intervallum p-re.

Példa: (Konfidencia intervallum szerkesztése az ismeretlen szordasra normalis eloszlas
esetében)
Legyenek & ,§&,,...,&, €N(u,0,) eloszlasbol szarmazo statisztikai minta, ahol ¢ >0 is és

pn IR is ismeretlen. Szerkessziink c-ra adott 0 <& <1 mellett 1—¢ szinti konfidencia
%2

(n—Ds,
GZ

intervallumot! A Lukécs tételre hivatkozva megint: ey’_,. Az n-1 szabadsagfoku

x’-eloszlas tablazatbol (1d. fiiggeléket) megadhatok olyan 0<c¢, <c, szamok, hogy

1—8=P(c]<w<cz) teljesiilion . ( A c,,c, értékek nyilvan kielégitik a
(¢

P(y:,>c¢c)= 1—% és P(y2,>c,) =§ feltételeket.) Egyszerti atrendezéssel kapjuk, hogy

- l * def - 1 * def - 1 * . .
< /(n )sn), azaz T, = /(n )sn , T, = /(n )sn statisztika par
cl c2 Cl

lesz 1— ¢ szintt konfidencia intervallum o -ra.

=P(

Példa: (Konfidencia intervallum szerkesztése az ismeretlen paraméterre exponencialis
eloszlas esetében)

Legyen &,E,,...,&, €E(A) eloszlasbol szarmazo statisztikai minta, ahol A > 0 ismeretlen.
Szerkessziink A -ra adott 0 < € <1 mellett 1 — € szintli konfidencia intervallumot!

A probléma megoldasahoz felhasznaljuk az alabbi segédtételt:

Segédtétel: Legyen &,,&,,...,§, € E(A) eloszlasbol szarmazé statisztikai minta.
Akkor
a) A-& eE(1),

b.) Zkia =A-n- En el'(n,1), azaz n,1 paraméteri gamma eloszlasu,

a=l1

f.(x) =

n-la-x

X

(n—1)!

(x> 0) striségfliggvénnyel.

A konfidencia intervallum szerkesztése:
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Az n,]1 paraméteri gamma eloszlashoz tartozé tablazatbol kiolvashatéak olyan 0<y, <y,
szamok, melyekkel 1—& = P(y, <Ang, <7y,) = P(y—lE <A< Y_zg) =
n n

def def
Y1

azaz T =—,T, = Y—é statisztika par lesz 1 — ¢ szintii konfidencia intervallum A -ra.
n n

A v,,v, szamokat ugy kell meghatarozni, hogy P(0<TI'(n,1)<y,)=P(I'(n,1)>7v,) = %
legyen.

Ellendrzé kérdések és gyakorlé feladatok

Mi a statisztikai minta és mi a mintarealizacié fogalma? Mi a kiilonbség?

Mi a statisztika?

Mikor beszéliink paraméteres problémarol?

Mit neveziink a paraméter torzitatlan, €s mit aszimptotikus torzitatlan becslésének?

Mikor erdsen konzisztens, és mikor konzisztens egy statisztika sorozat?

Mikor hatasos egy torzitatlan becslés?

Hogyan definialunk egy konfidencia intervallumot? Mi a megbizhat6sagi szint?

Melyik allitas igaz, melyik hamis?

a. Az atlagstatisztika a minta elméleti varhato értékének aszimptotikusan torzitatlan
becslése.

b. Az atlagstatisztika a minta elméleti varhato értékének mindig erésen konzisztens
becslése.

c. Az atlagstatisztika, ha 1étezik a statisztikai minta elméleti szorasnégyzete, a minta
elméleti varhato értékének konzisztens becslése.

d. A minta elméleti szorasnégyzet statisztikaja az elméleti szorasnégyzet
aszimptotikusan torzitatlan becslése.

e. Normalis eloszlasu alapsokasag esetén a mintaatlag lesz az elméleti varhato érték
paraméterének maximum likelihood becslése.

f. Normalis eloszlast alapsokasag esetén a korrigalt empirikus szorasnégyzet
statisztika lesz az elméleti szorasnégyzet paraméterének maximum likelihood
becslése.

g. A paraméterhez tartozo 90%-os konfidencia intervallum 90%-os valdszintiséggel
lefedi a becsiilend6 paramétert.

h. A 90%-os konfidencia intervallum tartalmazza a 95%-os konfidencia intervallumot.

i. Az empirikus eloszlasfiiggvény az argmentuméanak minden rogzitett értékénél

statisztika.

Az erésen konzisztens tulajdonsagbol kovetkezik a konzisztens tulajdonsag.

A maximum likelihood fiiggvény folytonos esetben a minta egyiittes

stirliségfiiggvényének helyettesitési értéke a mintarealizacio helyén.

A maximum likelihood mddszer mindig torzitatlan becslést ad.

m. Normalis eloszlasi minta esetén az elméleti varhat6 értékre, ha a szoras nem
ismert, a normalis eloszlas tablazata segitségével lehet konfidencia intervallumot
szerkeszteni.

n. Normalis eloszlasu minta esetén a mintaatlag és empirikus szorasnégyzet
statisztikak fliggetlenek.

PN R WD =

~

—
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0. Normalis eloszlasu minta esetén a mintaatlag €s empirikus szoérasnégyzet
statisztikak, mivel mindketten ugyanannak a mintanak a fliggvényei, nem lehetnek
fiiggetlenek.

p. Az n szabadsagfoka y” -eloszlas eldall n elemii standard normalis eloszlast
statisztikai minta elemeinek négyzetosszegeként.
q. Az n szabadsagfoku v -eloszlas eldall n elemii standard normalis eloszlast
statisztikai minta elemeinek 0sszegeként (konvolucidjaként).
9. Legyen &,,&,,...,&, exponencidlis eloszlasbol szarmazo statisztikai minta, azaz a minta

| .
stiriségfiiggvényérol tudjuk, hogy f(x)= 9 e ¥ ,x>0.Igazolja, hogya T, =ng, ¢és

T, = En statisztikdk a 3 paraméter torzitatlan becslései. Melyikiik a hatdsosabb?

10. Legyen &,,&,,...,& statisztikai minta f(x) =e”™ ,x > 9 siirliségfiiggvénnyel, ahol 9

: : .1 _
az eloszlas ismeretlen paramétere. Igazolja, a T =, —— statisztikaa 3 paraméter
n

torzitatlan és erésen konzisztens becslése!
11. Legyen &,,&,,...,&, Laplace eloszlasbol szdrmazo statisztikai minta, azaz a minta

-8lx|

9
elméleti stirtiségfliggvénye f(x) = > e ,X €IR. Adjamega § paraméter maximum

likelihood becslését!

12. E16z0 statisztikai vizsgalatokbol tudjuk, hogy egy csapagy atmérdjének mérdszama
normalis eloszlast kovet 6=1,2 (mm) szorassal. Legalabb hany elemii mintat kell
képezniink ahhoz, hogy az elméleti varhato érteket 90%-os megbizhatdsagi szinten lefedd
konfidencia intervallum hossza legfeljebb 1 mm legyen?

13. Az alabbi 6telemii minta realizéci6 ismeretlen szordsu normalis eloszlasbol szarmazik.
Adja meg a varhat6 értek 90%-os konfidencia intervallumat!
x,=LL x,=1 x,=13, x, =L1, x;,=05.
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2. Hipotéziselmélet

Tekintsiik a K véletlen kisérletet és a hozzatartozo (€2,3) mérhetd teret, €s a P valdszinliségi
mértékek osztalyat, ahol (Q2,3,P) Kolmogorov-féle valdszinliségi mezdé V PeP-re. Tegyiik
fel, hogy P két diszjunkt részhalmazra bonthato: P=pP UP, , és P ,NP,=J. Statisztikai
modszert (.n. probat) akarunk konstrudlni annak eldontésére, hogy a véletlen kisérlethez
tartozo tényleges P valoszinliségi mérték melyik halmazhoz tartozik P és P, koziil. Ehhez
felallitunk egy H,:P eP, nullhipotézist, és egy H,:P eP, alternativ hipotézist. A
nullhipotézis azt a feltevésiinket fogalmazza meg, hogy az elméleti Pe P valoszinliség a P
részhez tartozik, az alternativ hipotézisiink szerint pedig azt, hogy ellenkezdleg, pont a
P, részhez. A kettd feltevés koziil az eljaras végén egyértelmiien kivalasztjuk és elfogadjuk
majd az egyiket. A dontést a &,,&,,...,&, statisztikai minta segitségével fogjuk meghozni.
El6szor is, el fogjuk késziteni a t_(&,,E,,...,&,) u.n. probastatisztikat, amely rendelkezni fog
az alabbi tulajdonsaggal: adott 0 < € <1 szdmhoz megadhatok olyan K, (¢) < K, (¢) szamok,
hogy P(K,(e) <t <K,(g))=21-¢ , VP eP,.

A K (e),K,(e) értekeket  kritikus  értékeknek, a  segitségiikkel  definialt
X, di{§| xelR" K, (e)<t,(x) LK, (s)} n-dimenzids vektorhalmazt elfogadasi
tartomanynak, az X, d: IR"\ X, komplemens halmazat pedig kritikus tartomanynak nevezziik.
Az 1-g szam a proba szignifikancia szintje. A dontést ugy hajtjuk végre, hogy ellendrizziik,
hogy a §,,&,,...,§, minta X,,X,,...,X, realizaltja beleesik-e az X_ elfogadasi tartomanyba. Ha
beleesik, akkor a H, hipotézist, ellenkezd esetben a H, alternativ hipotézist fogjuk elfogadni.
A hipotézis eldontése masképpen alakulhat az egyes € szignifikancia szinteken, ezért mindig
jelezni kell, hogy milyen mellett, azaz milyen szignifikancia szint mellett fogadjuk el (vagy
vetjiik el) a nullhipotézist. Természetesen szamolunk azzal is, hogy a dontésiink hibas. Azt
mondjuk, hogy elsdfaju hibat kovetiink el, ha elvetjiikk a nullhipotézist, holott valdéjaban az
igaz. Masodfaju hibat akkor kovetiink el, ha elfogadjuk a nullhipotézist, holott az nem igaz.
Minden mas esetben helyesen dontiink. A dontési hibafajtakat az alabbi tablazatban mutatjuk:

H, igaz H, igaz

H, mellett jo dontés | masodfaju
hiba
H, mellett elsofaju jo dontés
hiba

A hibavétések elméleti valosziniiségeit az alabbiakban definialjuk:
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def
Definicié: A p,(e,n,P) = P((&,,&,,....6,) €X,),Pep, figavényt elsdfaj
hibavalosziniiségnek nevezzik.

.

def
Definicio: A  p,(e,n,P) = P((E”,z“;2 ,...,in)T €eX,),Pep, fliggvényt  madsodfaju
hibavalosziniiségnek nevezziik.

2.1 Paraméteres probak

Ha adott egy 9: P — IR" bijektiv paraméter-leképezés, akkor a P=P UP, , és P NP =
felbontas helyett a ©® paraméterter @ =0,U0,,0,N0, = diszjunkt felbontisa
segitségével is megfogalmazhatjuk a hipotéziseinket: H,: 3 €®, , H,:3 €0,.

2.1.1 Egymintas u-proba

Most csak olyan P valoszintiségi mértékeket tekintiink, ahol a €,,&,,...,&  minta adott 6, > 0
szorasu, ismeretlen p varhatéd értékii normalis eloszlasu lesz, a 9 paraméter a varhato érték

(9 =p).
def def

0, = {uo} , O, = {p #* uo} . Azaz most a nullhipotézisH, : M,§ = n,, az alternativ hipotézis
pedig H, : M€ # n,. Azt akarjuk tehat eldonteni, hogy lehet-e a minta elméleti varhato értéke
egy adott p, érték, vagy attdl szignifikansan kiilonb6zd. Ha a H,, hipotézis igaz, akkor a
mintaelemek N(u,,0,) eloszlasuak, amibdl kdvetkezik, hogy a mintaatlag statisztika szintén

S

— def_ —
normalis eloszlasu: & eN(p,, \/_). Standardizalds utan : u= M\/H eN(0,1). A
n

Oy
standard normalis eloszlashoz a ®(u,) = l—g Osszefliggés alapjan megadhatok olyan

def def
K,(e)=—u,, K, (¢) =u, kritikus értékek, melyekre, ha a H, hipotézis igaz, akkor fenn kell
allnia, hogy P(-u, <u<u,)=1-¢ . Adjuk meg tehat az u-proba kritikus tartomanyat az

def X —
X, :{5 “—uo\/ﬁ

Gy
A nullhipotézist az adott mintarealizacié felhasznalasaval az ‘u‘ =

>u, } definicioval.

in_,"LO\/H

Gy

<u, relacio

ellendrzése alapjan dontjiik el. Ha az el6bbi egyenl6tlenség fennall, akkor az adott
szignifikancia szinten elfogadjuk a nullhipotézist, ellenkez0 esetben a minta varhatd értéke
szignifikansan kiilonbozik a hipotetikus p,, értéktol.
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Megjegyzés: A nullhipotézis annal megbizhatobban fogadhato el, minél nagyobb az ¢ értéke.
A gyakorlatban, ha € kdzel van 1-hez a nullhipotézis erdsen igaznak mutatkozik, € < 0.01
esetben viszont csak nagyon nagy elemszami minta esetén célszerii elfogadni azt.

Az els6faju hiba valoszintiségére:
p,(e,n,u,) = Puo(‘u‘ zu,)=1-P, (-u, <u<uy)=1-(P(u,)-P(-u,))=2-2d(u,) =¢. A
masodfaju hiba valdszintisége pedig:

p,(e,n,n) =P, (-u, <u<u ) =P (-u, <M\/ﬁ <u,)=

Oy
_pWa E - _pWa
=Pu(—ug—(“ Mo G, u\/ﬁqa_(u Ho) -
Oy Oy Oy
—pWn —poVn
=CI){u8 —M -®| —u, —M ,ugyanis az alternativ hipotézis fennallasa
Gy 0

esetén lesz 2/ e N(0,1).

Oy

Feladat Egy automata darabolonak 1200 mm hosszisagu acélszalagokat kell levagnia.
Elézetes adatfelvételbdl ellendriztiik, hogy a gép altal készitett darabok hossza normalis
eloszlasu valdszinliségi valtozonak tekinthetd 6=3 mm szoérassal. Ellendrizni akarjuk a gép
beallitasanak helyes voltat. Ezért a gyartmanyokbol 16 db szalagot véletlenszeriien
kivalasztunk, és lemériink. Az adatok az alabbiak voltak mm-ben: 1193, 1196, 1198, 1195,
1198, 1199, 1204, 1193 , 1203, 1201, 1196, 1200, 1191, 1196, 1198 , 1191 . Vizsgaljuk
meg, hogy van-e szignifikans eltérés az eléirt mérettol!

Megoldas: Egymintas u-probaval kell a H_: m = 1200 nullhipotézisrél donteni. A mintaatlag

_ , , . e 1197 —1200| ,
X,, = 1197, igy a probastatisztika szamitott értéke: uzf\/ﬁ =4. Mivel csak

€=0,0001 els6faju hibanal lehetne elfogadni a nullhipotézist, igy akkor jarunk el helyesen, ha
elvetjiik azt, azaz a méretek az eldirt 1200 mm-es hossztol szignifikansan eltérnek.

2.1.2 A kétmintas u-préba

Adotta &,,&,,...,&,  €ésamn,mn,,..,Nn, egymastol fliggetlen statisztikai mintdk. Most csak
olyan # valdszinliségi mértékeket tekintiink, ahol a mintdk peremeloszlasai o, >0 illetve
G, > 0 ismert szorasu, de ismeretlen p, illetve p, varhato értékli normalis eloszlastiak, azaz a
1 _ew)? (mm)?
€ ' % | Feltett
2no,0,

két mintahoz tartozo egyiittes stirliségfiggvény: £ (x,y) =

hipotézisek:
Hy:puy=n, , H:p #p, A feltételek miatt a két minta Aatlagstatisztikdjara:

En eN(y, ,%) , N, €N(W, ,%). Mivel a két minta fiiggetlen volt, igy a kiilonbségiikre:
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2 2
&, —M, eN(K, —1,, Oy &). Ha feltessziik, hogy a nullhipotézis igaz, akkor
m

n
2 2 —
-MN, € ,1/— +—=) 1s tennall. Standardizalas utan: ———— € ,1).
T eN(0,,/2L + 52 s fenndll. Standardizdlds utan: 2" < N (0,1
n m 612 G;
7_}_7
n m

Adott 0 < € < 1 esetén, tehat most az elfogadasi tartomany:

_ T _TN\T Xp = ¥Ynm .. . L, . _ €
X, =9(x",y) <u, r,ahol az u, > 0 kritikus értékre: ®(u,) =1-—.
S et o 2

n m

A hipotézis eldontése tehat uigy torténik, hogyha az adott mintarealizacioknal teljesedik a

X " Ym

- < u, relacio, akkor a nullhipotézist az adott ¢ szignifikancia szinten elfogadjuk,
S,

Lo

n m
ellenkezd esetben pedig elvetjiik. Ha a H, hipotézist fogadjuk el, ugy is fogalmazhatunk,
hogy a két minta elméleti varhato értéke kozott "nincsen szignifikans kiillonbseég".

A kétmintas u-proba els6faju hibaja is €.

Feladat A textiliparban mindségellenérzésnél fontos annak a vizsgalata, hogy két, minta
alapjan mindsitett tétel azonos tulajdonsaginak tekinthet6-e vagy sem. Az els6
n, = 100elemii mintatételben az egységnyi fonalhossz tomegének atlagara X,,, =195 (gr), a
masodik n, =70 elemi mintatételben ugyanakkor az atlagra y,, =185 (gr)adodott.
Feltételezve, hogy a tomegmérés pontossidga (a szords) o=18 gr, dontsink 99%-os
szignifikancia szinten arrol, hogy a két tétel fonaltomegei azonosaknak tekinthetok-e!

Megoldas: A mintakat fiiggetlen normalis eloszlasuaknak tekintve, mivel a szoras ismert,
kétmintas t-probaval donthetiink a varhato értékek egyezésére vonatkozo nullhipotézisrol. A
[195— 185

probastatisztika szamitott értéke most: u= ﬁ
184 —+——
100 70

valosziniiseghez tartozo kritikus érték u ,, =2,58. Mivel a szamitott érték nagyobb, mint a

~ 3,56. Az €=0,01 elséfaju hiba

kritikus érték, igy az adott szignifikancia szinten a két tétel szignifikdnsan eltérének
mutatkozik, azaz a nullhipotézist elvetjiik.

2.1.3 Az egymintas t-préba

Most csak olyan P valdszinliségi mértékeket tekintiink, ahol a &,,&,,...,&, minta ismeretlen
o >0 szorasu és ismeretlen p varhatd értékii normalis eloszlasu lesz, a $ paraméter a
varhat6 érték (9 = p).

def def

0, ={u0,0 > 0} , O, ={u #U,,0> O} c IR?. Azaz most a nullhipotézis H,: M £ = p,, az
alternativ hipotézis pedig H,:M,E # n,. Azt akarjuk tehat eldonteni, hogy lehet-e a minta
elméleti varhato értéke egy adott p, érték, vagy attol szignifikansan kiilonboz6. Ha a H
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hipotézis igaz, akkor a mintaelemek N(u,,6) eloszlasuak, amibdl kovetkezik, hogy a

mintaatlag statisztika szintén normalis eloszlast: & eN(pO,T). Standardizalds utan :
n

ﬁ\/g eN(0,1). Az ismeretlen o szoras kikiiszobolését a Lukacs tétel segitségével
c

(n—l)s*2
62

végezziik. Tudjuk, hogy " ey’ ,, akar igaz a nullhipotézis, akdr nem. Felhasznélva a

def g _
Lukacs tétel utani megjegyzést: t = “—,,MO\/H et

n

Az n-1 szabadsagfokt Student eloszlas tablazatabol adott 0 < &€ <1-hoz kiolvashatdé olyan
t, > 0 kritikus érték, mellyel a H,, fennallasa esetén P(|t| <t )=1-¢ kell, hogy teljesiljon.

n-1°

gn:MO\/H

S

n

gy a nullhipotézist aszerint fogadjuk vagy vetjiik el, hogy <t fennall-e vagy

sem az adott mintarealizacional. Mivel p,(e,n,p,) = P(|t| >t ) =g, igy a t-proba esetében is
¢ az els6faji hiba nagysaga.

Feladat Egy konzervgyarban adagoloéautomata tolti a dobozokat. Az egy dobozba tdltendd
anyag tomegének varhato értékére az eldiras 500 gr. Mintavétel soran az alabbi értékeket
kaptak grammokban: 483, 502, 498, 496, 502, 483, 494, 491, 505, 486. Dontstink 95%-os
szignifikancia szinten, hogy teljesiil-e a varhato értékre az m=500 gr eldiras.

Megoldas: A dobozok sulyat normalis eloszlasunak tekintjilk. Mivel a szoras ismeretlen,
egymintas t-probaval donthetiink a nullhipotézisrél. A mintabol szamolt statisztikak: atlag

X,, =494, a korrigalt empirikus szorasnégyzet sroz =64,9. A szamitott probastatisztika
(o 494 — 500

1649

olvashatjuk ki figyelembevéve, hogy a szabadsagfok 9: t,, =2,262. Lathato, hogy a

J10 ~ 2,36. A 95%-hoz tartozo kritikus értéket a Student-eloszlas tablazatabol

szamitott érték a nagyobb, igy a tétel atlaga szignifikansan nagyobb, mint az eldirt érték. A
miszakvezetonek intézkednie kell, hogy allitsak be pontosabban az adagolé automatat.

2.1.4 A kétmintas t-préba

Adotta g ,E,,...,& ¢ésam,,Mn,,...,Nn, egymastol fliggetlen statisztikai mintadk. Most csak

olyan P valdszinliségi mértékeket tekintiink, ahol a mintdk peremeloszlasai o, >0 illetve

G, >0 ismeretlen, de egyenld nagysagl (o, =G, = o) szérasu és ismeretlen p, illetve p,

varhato értékli normalis eloszlasuak. A két mintdhoz tartozd egyiittes slriiségfiiggvény:
1 _em)? (me)?

e 2 29 Feltett hipotézisek:

flllvllz (X’ y) = ZTCGZ

Hy:py=n, , H:p #p, A feltételek miatt a két minta  atlagstatisztikdjara:

En eN(uy, ,i) , Ny € N(1, ,i). Mivel a két minta fiiggetlen volt, igy a kiilonbségiikre:
Vn Jm
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— 1 1 . .
& —MN, N, —n,,06,/—+—). Ha feltesszilk, hogy a nullhipotézis igaz, akkor
n m

En -1, €N(0,c l+i) is fennall. Standardizalas utan: Il e N(0,1).

n m 1 1
01{—+—
n m

Ahhoz, hogy az ismeretlen o értéket kikiiszobolhessiik, felhasznaljuk, hogy

(n— l)s*g,n2 ) (m- I)S*n,mz
2

2 . * 2 x* 2 — . [
S ST 2 € Am 1> valamint azt, hogy a's. . ,s, . ,&, , n, statisztikak

a feltételek ¢és a Lukdcs tétel miatt fiiggetlenek egymastol. FElészor is

® 2 * 2
n—1)s m-1)sy, L o . o .
( )Sen + ( )S €2, .0, akar igaz a nullhipotézis, akar nem. Masrészt, a Lukacs

2 2
o) o
tétel utan tett megjegyzés értelmében, ha a H,, hipotézis igaz,
&~ My
.t _
ot ° n m € M nm(n+m-2)
tt = — — = — — et LA
(n—1)sen N (m—=1)S nm \/(n—l)Sg,n +(m—=1)S m n+m
c’ c’
n+m-—2

fentiek alapjan, az n+m-2 szabadsdgfoku Student eloszlas tabldzatbdl adott O<e <1
szignifikancia szinthez kiolvashat6 olyan t_ > 0 kritikus érték, mellyel a H,, fennallasa esetén

P(|tt| <t,)=1-¢ kell, hogy teljesiiljon. fgy a nullhipotézist aszerint fogadjuk vagy vetjiik el,

hogy
p,(e,n,n,) = P(|tt| >t ) = ¢, igy a kétmintds t-proba esetében is € az els6faji hiba nagysaga.

tt| <t, fennill-e vagy sem az adott mintarealizdcional.  Mivel

Megjegyzés: Hangsulyozzuk, hogy a kétmintas t-proba csak akkor alkalmazhato, ha a két
minta ismeretlen szorasait egyenlonek tételezziikk fel. (Kiilonben nem tudtuk volna
kikiiszobolni a tt probastatisztikabol o-t 1) A két minta szorasai egyezésének ellendrzését az
F-probaval végezhetjiik, tehat ennek meg kell eldznie a kétmintas t-probat.

2.1.5 Az F-préba

Adotta &,,&,,...,&, ésa ng,mn,,...,n, egymastol fliggetlen statisztikai mintdk. Most csak
olyan P valoszinliségi mértékeket tekintiink, ahol a mintdk peremeloszlasai o, >0 illetve

G, > 0 ismeretlen szorasu és ismeretlen p, illetve p, varhato értékli normalis eloszlastak. A
) (=)’
1 ——

e 26" 2522
2nc,0,

ket mintahoz tartozé egyiittes strisegfiggveny: f =~ (X,y)=

Felallitott hipotézisek most a széradsok egyezésére, illetve szignifikans kiilonbségére
vonatkoznak: H,:0, =0, , H,:0, # 0, . Ha feltessziik, hogy a nullhipotézis igaz, akkor a

(n— l)s*g,n2 ) (m-— 1)S*n,m2

2
o2 NN > €%, » ahol

Lukacs tétel szerint igaz lesz, hogy
c

o, = 6, = 6. A mintak fiiggetlensége miatt a két statisztika is fliggetlen lesz.
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(n— l)s*g,n2

2

o .

Belathatd, hogy: n-1 — = S* 2_eF
(m—1)s ym S n.m '
G2
m-—1
szorasnégyzeteinek hanyadosa n-1,m-1 szabadsagfoku Fisher-eloszlast fog kovetni, ha a
nullhipotézis igaz. Ezek alapjan a nullhipotézis eldontésére a kritikus tartomanyt gy
szerkeszthetjiik meg, hogy adott 0 < € < 1szignifikancia szinthez az n-1,m-1 szabadsagfoku F-

eloszlas tablazatbol kiolvasunk olyan 0<K, <K, kritikus értékeket, melyekre

azaz a mintdk korrigalt empirikus

P(K, <F_ )= 1—% ,P(K, <F )= % . Ha az adott mintarealizacional
* 2

K, < Sf”nz < K, relécio teljesiil, a nullhipotézist elfogadjuk, ellenkezd esetben pedig elvetjiik.
S n,m

A proba els6faji hibajanak a valdszinlisége most is €, a masodfaji hiba valdszinlisége az n és
m mintaelemszamoktol, e-t0l és a ¢, — o, kiilonbségtdl fligg.

Megjegyzések: 1.) Ha € < 0.33, n és m kettonél nagyobb mintaclemszamok (ez gyakorlatilag
mindig fennall), akkor a 0 < K, < K, kritikus értékekre mindig teljesiil a K, < 1< K, relacio.
fgy, ha s':n”,swm koziil a nagyobbikat irjuk a szamlaloba, a proba elddntéséhez elég a
probastatisztika értékét csupan K,-vel Osszehasonlitani. Ha a szamitott érték kisebb, mint
K,, a nullhipotézist elfogadjuk. Az F-eloszlas tablazatbol csak egyetlen kritikus érték
meghatarozasa elégséges ilyenkor, de tigyeljiink arra, hogy az elsé szabadsagfok mindig
abbol a mintaelemszambol képzodik, amelyhez tartozd korrigalt empirikus szorasnégyzet
statisztika a szamlaloban van !

2.) Statisztikai elemzéseket napjainkban valamilyen statisztikai programrendszer segitségével
szokds elvégezni. A programok egy proba esetén mindig azt a 0<e <lelséfaju
hibavaloszintiséget adjak meg eredményiil, amelynél mar elfogadhaté a nullhipotézis. Ha
tehat tul kézel van 0-hoz, akkor az azt jelenti, hogy a nullhipotézist el kell vetni. 0.01-nél
kisebb els6faji hibavaloszinliség mellett ,,nem illik” elfogadni H -t, mig 0.1 felett a
nullhipotézis fennallasa er6snek mutatkozik. A két sz€ls6 érték kozotti szignifikancia szintek
esetén a felhasznalo feleldssége, hogy elfogadja, vagy elveti H,-t, vagy esetleg Ujabb
mintavételezéssel boviti a mintat (mintakat), majd megismétli a probat.

Feladat Ki akarjuk mutatni, hogy egy kezelés amelyet allatokon végeztek, hatast gyakorol az
allat testsulyanak novekedésére. Annal az n=10 allatnal, ahol nem volt specialis kezelés, az
idéegység alatt mért silyndvekedés 61,52,47,51,58,64,60,55,49,53 (kg) volt. Az allatok azon
m=12 létszamu csoportjanal, ahol a kezelést elvégezték ugyanezen id6 alatt a
sulygyarapodasok értékei 53,59,63,67,60,57,73,65,58,68,62,71 (kg) voltak. Igaz-e az a
nullhipotézis, hogy a kezelés nem noveli az allatok testsulyat?

Megoldas: A mintakat tekintsiik normalis eloszlastaknak! Ekkor a nullhipotézisrdl kétmintas
t-probaval donthetiink, ha a mintak ismeretlen szorasai egyenldk. Ezt eldzetesen F-probaval
ellendrizni kell. A kezeletlen allatcsoport adatainak atlaga X,, =55, a korrigalt empirikus

szorasnégyzet pedig STO* =31, mig a kezelt allatcsoportndl ugyanezekre a statisztikékra:

Y, =63 ¢és 0722 = 36 szamolhat6 a mintdkbol. A F-proba statisztikdjanak szamitott értéke:
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* 2
c
=116, mig a 95%-os szignifikancia szinthez tartozo kritikus érték Koos =3.1. (A

® 2
Si2

szabadsagi fokok f, =9 ésf, =11 ). Tehat a két minta szdorasai 95%-os szignifikancia szinten

azonosnak tekinthetdk, igy alkalmazhaté a kétmintas t-proba a mintak elméleti varhatd
értekeinek  egyezésére. A  kétmintas t-proba  statisztikdjanak  szamitott  értéke:

X2 = Yol nm(n+m-2) , o . _
t= - - ~ 3214, mig a 95%-hoz ¢és a ntm-2=20
Ja=1o,? +(m-1s, n+m

szabadsagfokhoz tartoz6 kritikusértéket a Student eloszlas tablazatabol kiolvasva
K05 = 2,528 -t kapunk. Mivel a szamitott ért€k nagyobb mint a kritikus érték, el kell vetniink

a két csoport azonos sulyara vonatkozo6 nullhipotézisiinket. Mivel X,, >y,,, ezért csak az a

feltevés allja meg a helyét, hogy a kezelés szignifikansan megndveli az allatok testsulyat.

2.1.6 A Welch-proba

Ha az F-probat el kell vetniink, nem alkalmazhat6 a kétmintas t-proba a két minta varhato
értekeinek egyezésének ellendrzésére. Erre az esetre dolgozta ki Welch a most ismertetendd
probat. Adott a ¢,,&,,...,&, és az n,,1n,,...,Mn, egymastol fliggetlen statisztikai mintak.
Most is csak olyan P valdszinliségi mértékeket tekintiink, ahol a mintdk peremeloszlasai
c, >0 illetve o, > 0 ismeretlen szorasu és ismeretlen p, illetve p, varhatd értékii normalis
eloszlasuak. A két mintahoz tartozo egylittes stiriségfiiggvény:

)’ ()’

1 e 2512 2022

£ o0, (X5Y) = . Feltett hipotézisek ugyanazok mint a kétmintas t-

2160,
probanal voltak: H, :p, =, , H,:p, #pn, . Megmutathatd, hogy a nullhipotézis fennallasa
esetén a W__ = ki P probastatisztika kozelitdleg Student eloszlasu [f] (egészrész f)
n,m )
S, Sam
n m
S
, 1 ¢ (A=) % s Gré
szabadsagfokkal, ahol —=——+-——, ¢=——"—— . A kritikus értéket a Student
f m-1 n-1 Sym . Sen
b + 2
m n

eloszlas tablazatabol kiolvasva donthetiink a szokasos médon a nullhipotézisrdl: elfogadjuk,
ha az adott realizacioknal a |anm| szamitott érték kisebb lesz. Ha n,m>40, akkor

f
W, N(O’[f[]—]z)’ azaz akkor a normalis eloszlds tablazatabol is kiolvashatjuk a kritikus
értéket.

2.2 Nemparaméteres probak

Ha az alapsokasag (a statisztikai minta) eloszlasat nem tekintjiik eleve ismertnek, akkor
nemparaméteres probakrol beszéliink. Ilyenkor tehat az eldzetes feltevéseink nagyon
altalanosak, de természetesek; pl. feltessziik, hogy a minta eloszlasa folytonos, vagy
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feltessziik, hogy a szoras véges, stb. Nyilvanvalo, mivel kevesebb feltételt koveteliink meg
kiindulaskor (a’priori feltevések), a kovetkeztetéseink levondsdhoz nagyobb elemszamu
mintakra lesz sziikségiink, mint a paraméteres probak esetén.

2.2.1 y*-probak

Tiszta illeszkedésvizsgalat

Adott a & ,&,,...,&, statisztikai minta. Ellendrizni akarjuk azt a feltevést, hogy a minta
elméleti eloszlasfiiggvénye éppen az F,(x), az Osszes szobajohetd eloszlastiiggvény kozott.
F,(x)-nek nincsenek ismeretlen paraméterei, egy bizonyos, konkrét eloszlasfiiggvény. A
nullhipotézisimk  most H,:P(§<x)=F(x), mig az  alternativ  hipotézis
H,:P(E<x)#E(x). Adjuk meg a szamegyenesnek egy tetszéleges r diszjunkt

intervallumbdl allo felosztasat! Legyen
def| def def
—0<X, <X, < <X, <o, I =[xk71,xk),(k=1,2,...,r), X, =—0, X, =+. Ha Hj

def
igaz, akkor p, = P(€ €l,) = F,(x,) - F(x,_,).
def r
Az A, :{co| E(w) elk} (k=1.2,...,r) teljes eseményrendszer, igy Zpk =1. Jeldlje v, azta
k=1
gyakorisagot, ahany mintaelemre teljesiilt a &, €I, relacio, azaz v, nem mas, mint az A,

esemény bekovetkezéseinek a szama egy n-szeres Bernoulli féle kisérletsorozatban. Ha a
2
o , (v, -n-p,)
nullhipotézis igaz, akkor belathato, hogy Z—

i=1 “Pi

2
. , (o -np) o) - R
a mintaelemszadm, a T, = Z— = Z——n statisztika a nullhipotézis fennallasa

i=1 n-p; i-1 NP;
esetén kozelitdleg r-1 szabadsagfoki y’-eloszlast kdvet. Erre alapozhatjuk a dontési
eljarasunkat. Adott 0 < € <1 szignifikancia szinthez meghatarozunk olyan K_ kritikus értéket,

- xf_l (n > ). Vagyis, ha nagy

mellyel P(y’, <K,)=1-¢. Ezek utan, ha az adott statisztikai minta realizaci6janal teljesiil a
T <K, relacid, a nullhipotézist elfogadjuk, ellenkezd esetben pedig elvetjiik. Az elséfaju
hibavalosziniiség most csak aszimptotikusan lesz €.

Megjegyzések: 1.) x, <X, <---<X, , osztopontokat ugy célszerli megvalasztani, hogy a
realizalodott mintanal v, > 10 és p, = — legyen minden i-re.
r

2.) Ha r>30, akkor a y’-eloszlas tablazat helyett a normalis eloszlds tablazatat is
hasznélhatjuk, mert ilyenkor mar T, = %>, ~ N(r —1,4/2r—2).

3.) Ha a statisztikai minta diszkrét, akkor az intervallumok helyett a minta értékkészletének
diszjunkt felbontdsat vessziik. Pl., ha a k-adik particiot az I, = {zl sZyseeesZy } szamhalmaz

def Dk
jelenti, akkor p, = ZP(& =z).

i=1
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Feladat Egy textiliizemben korabbi tapasztalatok azt mutattak, hogy a fonalszakadasok szama
egy bizonyos géptipus és fonal esetén Poisson eloszlasu A=8 paraméterrel. Vizsgaljuk meg
ujabb adatokkal, hogy fennall-e a Poisson eloszlas!

(A tablazat harmadik oszlopanak 5. sordban a p;

A fonalszakadasok Gyakorisag Az elméleti
szama Poisson
eloszlasérték
0 - 0,00033
1 - 0,00268
2 - 0,01073
3 - 0,02863
4 1 0,05725
5 4 0,09160
6 9 0,12214
7 7 0,13959
8 8 0,13959
9 10 0,12408
10 8 0,09926
11 10 0,07219
12 5 0,04813
13 7 0,02962
14 2 0,01692
15 3 0,00903
16 1 0,00451
17 - 0,00212
18 - 0,00160
Osszesen 75=n 1
= —5 e_g

5!

~ 0,09160 valoszinliség all, a

masodik oszlop 6todik eleme pedig azt a gyakorisdgot mutatja az n=75 elemii mintdban
hanyszor volt 6tszoros fonalszakadas.)

Megoldas: A statisztikai modszer most a tiszta illeszkedésvizsgalat, hiszen az illesztendd
eloszlas paramétere ismert. A mintaelemeket eleve 6sszesen 18 csoportba osztottuk. Mivel a
csoportok gyakorisadga kicsi, célszerii el0szor masik csoportokat kialakitani. Egy lehetséges
atcsoportositas lehet példaul:

Csoport Gyakorisag (f;) |Csoportvaldszinli |np, (f_ np, )2
ség (p;) —
np;
0-t6l 6-ig 14 0,31336 23,6 3,905
7-t61 8-ig 15 0,27918 20,9 1,666
9-t61 10-ig 18 0,22334 16,7 0,101
11-t6] oo-ig 28 0,18412 13,8 14,612
Osszesen 75 1 75 20,284
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A tablazat jobb also celldjaban lehet a probastatisztika szamitott értékét kiolvasni. Mivel az r-
1=3 szabadsagfoku y*-eloszlas tiblazatiban még az £=0,05 elséfaju hibavalésziniiséghez is
csak K, s =17,7 kritikus értek tartozik, ezért a az illeszkedésre vonatkozo feltevést el kell

vetni, esetleg becsléses illeszkedésvizsgalattal meg kell ismételni az eljarast. Lathatd ugyanis,
hogy a mintaatlag most 9,48, ami jelentOsen eltér az elméleti 8-as értéktdl.

Becsléses illeszkedésvizsgalat

Adott a £ ,&,,...,&, statisztikai minta. Ellendrizni akarjuk azt a feltevést, hogy a minta
elmeleti eloszlasfiiggvenye F,(x) alaka, az Osszes szobajohetd eloszlasfiiggvény kozott.

F; (x) egy eloszlascsalad paraméterektdl fliggd altalanos eleme. A nullhipotézisiink most
H,:39 elR*: P(¢ <x) =F,(x),

mig az alternativ hipotézis .
H,: 29 elR*: P(§ < x)=F,(x).

A proba végrehajtdsa nagyon hasonlit az el6zo eset;e, csak el6szor venni kell a 9§

paramétervektor t, konzisztens becslését, majd az adott mintarealizacional kapott Q =t,

def
becslessel képezzik az Fj(x) = F; (x) eloszlasfiggvényt, ami mar konkrét, hiszen ismeretlen

paramétercket mar nem tartalmaz. Ezutan végrehajtva mindazt, amit a tiszta
illeszkedésvizsgalatnal leirtunk, kiszdmoljuk a T, probastatisztikat. A kiilonbség csak ott

jelentkezik, hogy most az mutathaté meg, hogy T,—>%>_, ., ahol k a becsiilt paraméterek
szama. Ezek alapjan a dontési algoritmus az el6z6ekhez hasonldéan torténik.

Feladat A megadott szazéves minta alapjan dontsiink arrdl a nullhipotézisrdl, hogy Budapest
leveg6jének januari kozéphémérséklete normalis eloszlast kovet vagy sem!

A leveg0 januar havi kozepes homérséklete
Budapest, [°C ]

1861 -3,6 1894 -2,7 1927 2,7
1862 -2,7 1895 -1,5 1928 -3
1863 1,9 1896 -6,4 1929 -3,8
1864 -7,7 1897 0,1 1930 0,3
1865 0,3 1898 0,2 1931 0,4
1866 0,1 1899 2,7 1932 -1,2
1867 0,7 1900 0,9 1933 -2,1
1868 -0,6 1901 -5,3 1934 -1,5
1869 -2,7 1902 2,8 1935 -2,0
1870 -0,6 1903 -1,1 1936 4,2
1871 -2,0 1904 -2,1 1937 -2,3
1872 -0,4 1905 -3,8 1938 0,0
1873 1,7 1906 -0,7 1939 1,7
1874 -1,1 1907 -2,3 1940 -6,8
1875 -1,1 1908 -2,4 1941 -2,1
1876 -4,7 1909 -3,0 1942 -8,3

106




1877 1,7 1910 0,9 1943 3,9
1878 2.6 1911 1,0 1944 302
1879 2.1 1912 33 1945 33
1880 3,0 1913 1,9 1946 2.8
1881 41 1914 4.0 1947 5.7
1882 0,8 1915 22 1948 42
1883 1,5 1916 3.8 1949 1,5
1884 12 1917 0,5 1950 22
1885 0,8 1918 1,1 1951 2.8
1886 0,0 1919 2,5 1952 12
1887 1,6 1920 3,1 1953 13
1888 43 1921 4.6 1954 43
1889 1,9 1922 1,5 1955 -1,0
1890 0,3 1923 1,8 1956 1,5
1891 6,2 1924 3,1 1957 1,3
1892 13 1925 0,2 1958 0,3
1893 9,0 1926 0,2 1959 0,1

1960 12

Megoldas: Mivel a minta elméleti varhato értéke €s szorasnégyzete nem ismert, ezért azokat a
mintdbol szdmolt statisztikakkal fogjuk becsiilni: p~X,,, =-1,02 és ¢° ~ sfooz =2,18. Az
atlagstatisztika és a korrigalt empirikus szorasnégyzet normalis esetben torzitatlan, erésen
konzisztens becsléseket adnak, igy a becsléses illeszkedésvizsgalatnal felhasznalhatok. A

nullhipotézisiink most az, hogy a minta eloszlasa N(-1,02, /2,78). A mintaelemeket r=8
csoportba osztva elkészithetd az alabbi tablazat:

index (i) ' csoport gyakorisag (v,) csoport (U‘ np. )2
(intervallum) valdsziniiség : :
(p;) np;
1 [-10°C, -4°C] 13 0,1466 0,1879672578445
2 (-4°C,-3°C] 9 0,0966 0,04509316770186
3 (-3°C,-2°C] 15 0,1243 0,5313676588898
4 (-2°C,-1°C] 14 0,1458 0,02307270233196
5 (-1°C, 0°C] 9 0,1453 2,104673090158
6 (0°C.+1°C] 16 0,1237 1,06523039612
7 (+1°C,+2°C] 12 0,0948 0,6698734177215
8 (+2°C,+5°] 12 0,1229 0,006842961757526
0sszesen 100 1 4,634120652525

A szabadsagfok most 8-1-2=5, mert az illesztett eloszlas két paraméterét a mintabol
becsiiltiik. A ¥’ -eloszlas tdblazat bol a 90%-os szignifikanciaszinhez tartozo kritikus érték
K,, =9,236, ami joval nagyobb mint a tiblazat jobb also cellijaban olvashaté szamitott

érték, azaz a minta eloszlasa normalisnak tekinthetd. (Még €=0,3 esetén is elfogadhatnank a
nullhipotézist.)
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Fiiggetlenségvizsgalat

a.) Eloszor teljes eseményrendszerekre fogalmazzuk meg a problémat. Legyenek
ALA,,...,A, és B,,B,,...,B, a K véletlen kisérlettel kapcsolatos teljes eseményrendszerek

A-A =0 (i#)), iAi =Q e B B;=J(i#)), iBi = Q) . Hajtsuk végre a K kisérletet
n-szer egymastol ﬁié;letlenﬁl. Jelolje v, azon esetek?zémét, ahanyszor az A;-B; esemény
eléfordult, vagyis v; az A, - B esemény gyakorisiga az n-szeres Bernoulli kisérletsorozatban.
Ekkor az v, d;fiuij az A esemény gyakorisaga, v ; djiuﬂ pedig a B; esemény gyakorisaga.
Hasznalni ngjUJ.I(I tovabba az alabbi jeloléseket: -

def

def S def r
p; =P(A;-B)),p. =P(A) = Zpij ,p;=P(B)) = Zpij' A nullhipotézisink az, hogy
j=1 i=1
ALA,,.. A, ¢ B.,B,,...,B flggetlenek egymastdl, azaz H,:P(A,-B;)=P(A)P(B,)
minden i # j-re. Evvel ellentétes allitas az alternativ hipotézis:
H,:3i,j: P(A;-B;) # P(A))P(B;). A nullhipotézis fennillasa esetén belathato, hogy :
2

s (o mmppy) o - | o
T=Z Z npp —> %o > vagyis a T statisztika nagy mintaelemszadm esetén kozel

i=1 j=1 ‘Pi P
x° eloszlasu. Ezért az r1-s-1 szabadsagfoka y’-eloszlas tdblazatinak segitségével

szerkeszthetlink probat a szokasos moédon. A nullhipotézis atfogalmazhato gy is, hogy az
A;-B; (i=12,...,r,j=12,...,s) teljes esemenyrendszerhez tartozd diszkrét -eloszlas
ellenérzésére diszkrét tiszta illeszkedésvizsgalatot hajtunk végre.
b.) A két valdsziniiségi valtozé fliggetlenségére vonatkozo hipotézisvizsgalati modszer
felhasznalja az €l6z6, a.) pontban kidolgozott eljarast. Legyen (&,,m,)",(&,,M,) >, (&, ,M,)"
n mintaelemszamu kétdimenzids statisztikai minta. Ellendrizni akarjuk, hogy a minta
komponensei fiiggetlenek-e egymastol, vagy pedig szignifikans sztochasztikus Osszefliggés
tapasztalhatd kozottiik:

H,:P(§ <x,m, <y)=P(§ <x)-P(n, <y) Vx,y;

H,:P(§ <x,m; <y) #P(§ <x)-P(n, <y).
Legyen —o0o<x, <X, <--<X,, <o, d;f[xkfl,xk),(kz 1,2,...,1), X, d;f—oo,xr d;f+oo és

def| def def

—0<y, <y, <<y, , <o, J, :[Yk—DYk)’(k: 1,2,...,8), y, ==, y, =+® két
kiilonb6z6 particiora bontasa IR-nek ! Azért kell két kiillonb6zo felosztast tekinteniink, mert a
két minta értékei masképpen oszolhatnak el a szamegyenesen; az elsé beosztas az els

komponens értékkészletét, a masodik particié a masodik komponens értékkészletét fedi le.
def
A két felosztas  segitségével értelmezhetjik az A, :{w|§(®) elk}, k=12,...,r ¢és

def
B, ={(o|n((o) el OL},oc=1,2,...,s teljes eseményrendszereket. Nyilvanvaloé, hogyha a
nullhipotézis igaz, akkor a két teljes eseményrendszer is fliggetlen egymastdl, abban az
értelemben, ahogy azt az a.) pontban leirtuk. A megforditas nem igaz, azaz ez csak sziikséges
de nem elegendd feltétele a H, teljesiilésének. A probankat ennek ellenére az
eseményrendszerek fliggetlenségére alapozzuk: ha ugyanis az eseményrendszerek nem
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fliggetlenek egymastdl, akkor a két valdsziniiségi valtozd sem lehet fiiggetlen, mig az
eseményrendszerek fliggetlenségének elfogaddsa nem mond ellent a valtozok fiiggetlensége
elfogadasanak.

Tehat a H, hipotézist atfogalmazzuk, és a HO* :P(A;-B;)=P(A))P(B;) hipotézissel
foglakozunk a tovabbiakban.

Az a.) pontban hasznalt jelolésekkel: v, az A; - B;esemény gyakorisaga az n-szeres Bernoulli

. , T . .
kisérletsorozatban, azaz azon mintaclemek szama, ahol (&a,na) el; xJ,; teljesul. A

def

def S def r
p;=P(A;-B)),p. =P(A) = Zpij ,p;=P(B)) = Zpij valdsziniiségek most nem ismertek,
=1 i=1

de azokat a relativ gyakorisagok segitségével becsiilni lehet:
Lodef ] 1 odef ] r )
P AP =TV =T 2 0,P; D =TV =—Zoij . A becslések szama r-1 illetve s-1,
n n ‘s n

r N r—1 s—1
mivel eloszlasokrol van sz0, és igy Zpi, = Zp‘j =1, vagyis p, =1- Zpi ésp,=1- Zp‘j ,
j=1

i=1 j=1 i=1
azaz az eloszlas utolso elemei mar a tobbi becslésbodl szamolhatok.
Most tehat az A;-B; (i=12,...,r,j=12,...,9) teljes eseményrendszerhez tartozo diszkrét

eloszlas ellenérzésére becsléses illeszkedésvizsgalatot kell végrehajtani, ahol a becsiilt
paraméterek szama: r-1+s-1=r+s-2 . Az a.) pontban elmondottak szerint, a

2
UiA'L)‘j
~ A\ v, — )
def I\ S (Uij_n'pi,'pj) LI Y n L Lj

i=1 j=1 n-p; -p,; i=1 j=1 L "V i=1 j=1 Uy "V

—
Il
Il
Il

=

—n probastatisztika

eloszlasa aszimptotikusan -s-1-(r+s-2)=(r-1)-(s-1) szabadsagfoku y’-eloszlasu lesz!

A nullhipotézis eldontéséhez tablazatbol meg kell hatdroznunk olyan K, kritikus értéket,
melyre P(y{_., <K,)=1—¢ teljesiil. Ha a T, szamitott értéke kisebb mint a K, kritikus
érték, a nullhipotézist az 1-¢ szignifikancia szinten elfogadjuk, ellenkezd esetben az

alternativ hipotézist tartjuk igaznak, azaz a komponensek kozott szignifikans Osszefiiggést
tapasztalunk.

Feladat Fiiggetlen-e egymastol a szem ¢s a haj szine? A dontést a mellékelt n=467 ember
vizsgalatanak eredményét tartalmaz6 tablazat adatai alapjan hozzuk meg!

Megoldas:
Hajszin
Szemszin Vilagos Sotét Osszesen
Vilagos 307 32 339
Sotét 33 95 128
Osszesen 340 127 467
A probastatisztika a fliggetlenségvizsgalat soran most
(307-95-32-33)° . , o
T=467- =196,93158 joval nagyobb, mint az 1 szabadsagfokt 7y~ -

339-128-340-127
tablazatbol kiolvasott kritikus érték. Példaul a tdblazatban talalhato leggyengébb
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szignifikancia szintnél (¢=0,001) a kritikus ertek K ., =10,827, vagyis a ssmmiképpen sem
fogadhat6 el az a nullhipotézis, hogy az embereknél a szemszin fliggetlen lenne a hajszintdl.

Homogenitasvizsgalat

A homogenitasvizsgalat annak a kérdésnek az eldontésére szolgal, hogy két valdszinliségi
valtozo azonos eloszlasu-e, azaz ugyanaz a fliggvény-e az eloszlasfiiggvényiik, vagy sem.
Adottak a ¢&,,&,,...,&, €és az n,mn,,...,n, statisztikai mintdk, amelyek egymastol is
fiiggetlenek. Eldontendd, hogy: H,: P(§ <x)=P(n<x) vagy H,:P({§<x)#P(n<x).

Tekintsiik most a
def, def def
—0<X, <X, <<X,, <o, =[xk_1,xk) ,(k=12,...,r),x, =—0,X, =+o felosztast.
A két minta ellenére elég most egyetlen intervallumrendszer, hiszen a homogenitas fennallasa

esetén ugyanaz a két valtozo értékkészlete. A mintak és a felosztas segitségével definialjuk az
def def

def def
A = {oo|<i((o) elk} ,B, = {(o|n((o) elk} (k=12,...,r). Mindkét eseményrendszer teljes. A
nullhipotézis fennalldsa esetén a két minta egyesitése is statisztikai minta. Tekintsiik most a
def
v, és A, gyakorisdgokat, ahol v, = k, ha k db o indexre teljesiil a mintdban, hogy £ €I, , és
def

A, = j,ha jdb a indexre teljesiil a mintdban, hogy n, €I,.

Nyilvanvaldan: Z v, =n, Zki = m. Ha a nullhipotézis igaz, akkor fenn kell allnia a
i=1 i=1

H, :P(A)=P(B,) =p, feltételezésnek is, ami tehat csak sziikséges, de nem elegendd

feltétele H,-nak. A déntési eljarast gy szerkesztjiik meg, hogy Hj-ra vonatkozzék, de annak

eredményét H  -ra is atorokitjiik. Ha ugyanis H, nem igaz, akkor H, sem lehet igaz.

H, atfogalmazhat6 ugy, hogy az egy az 1,2,....,r értékeket felvevé, a p, diszkrét eloszlashoz

tartozd valosziniiségi valtozo illeszkedésére vonatkozik, melyhez n+m elemszdmu

megfigyelés-sorozat tartozik. A p, értékeket nem ismerjiik, de a mintakbol a relativ
v, +A,

gyakorisagokkal becsiilni tudjuk: p, = p; = . Osszesen r-1 becslést alkalmazunk,

n+m
mivel az r-edik eloszlaselem a tobbib6l szamolhato. Tehat megint becsléses
illeszkedésvizsgalatrdl van sz6. A tiszta illeszkedésvizsgalatnadl elmondottak szerint a
2 2
, def & (Ui—n'pi) , def & (ki—m'pi)
T =) —— ¢é a T = Z—
i=1 n-p; i=1 m-p;

szabadsagfoki y’-eloszlast kovetnek, ha H, igaz. Az Osszegiik viszont akkor 2r-2

statisztikdk aszimptotikusan r-1

szabadsagfokti ’-eloszlast lesz: T, + T, —>y3,_,. Az 6sszesen r-1 db paraméterbecslés miatt
azonban, ahogy arra a becsléses illeszkedésvizsgalatnal utaltunk, a szabadsagfokot r-1 -gyel

csOkkenteni kell:
( ui+kij2 ( Ui+kij2
L, —n- A, —m-
n+m n+m

N = + =
m-p, P V. + A V. + A
i i= n- 1 i | i

-

—_
c
I
N
0>
-
)
M-
—~
£
I
=
0>
N
S}

m
n+m n+m
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)
‘'\n m e
2
=n-m) —————— ..
; L, A, K-t
A H, hipotézis eldontéséhez, tehat az r-1 szabadsagfokt y’-eloszlds tablazatbol
meghatarozzuk azt a K, kritikus értéket, melyre 1-¢ = P(Xff1 < Kg) teljesiil. Ezek utén a
)
n m

H,-ot, igy H,-t is elfogadjuk, ha az adott realizdlodott mintdnél n-mZT <K
=1 Yy i

&€

teljesiil.

Feladat El akarjuk donteni, hogy a Tisza Szegedenél mért évi maximalis vizallasai ugyanazt
az eloszlast kovették-e 1876-1925 kozott, mint 1926-1975 kozott, vagy pedig megvaltozott a
Tiszanak ez a tulajdonsaga. Adatainkat a mellékelt tablazatban k6zoljiik.

Megoldas:
A Tisza' Gyakorisag az Gyakor'iség a (7» . )z
maximalis els6 50 évben masodik 50 7
vizéllasa (V) (X)) évben (p1,) A +uy
V<5m 5 10 1,6667
5m<V<6m 11 11 0
6m<V<7m 13 13 0
7m<V<8m 13 10 0,3913
8 m<V 8 6 0,2857
0sszesen 50 50 2,3437

A feladatot homogenitasvizsgalattal oldjuk meg. A tadblazatban a vizmagassag adatokat r=5
csoportba adtuk, tehat a szabadsagfok r-1=4. A 90%-hoz tartozd kritikus érték most
Ko, =7,779, ami joval nagyobb, mint a tablazat jobb als6 celldjaban leolvashaté szamitott

érték. A két terminusban tehat azonosnak tekinthet6 a vizallasmaximumok eloszlasa.

Ellen6rzo kérdések és gyakorlo feladatok

Mi az els6faji és a masodfaju hiba definicidja?

Hogyan fogalmazhaté meg a nullhipotézis az egymintas u-probanal?

Mi a probastatisztika a kétmintas u-probanal?

Mik a feltételei a t-proba alkalmazasanak?

Milyem probat kell elvégezni a kétmintas t-proba elvégzése eldtt?

Hogyan osztjuk fel a minta értékkészletét csoportokba tiszta illeszkedésvizsgalatnal a

diszkrét és folytonos esetekben?

7. Milyen becsléssel kell kozeliteniink az eloszlds ismeretlen paramétereit becsléses
illeszkedésvizsgalatnal?

8. Hogyan osztjuk fel a mintak k6zos értékkészletét homogenitasvizsgalatnal?

SNk v =
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9

. Hogyan szdmoljuk a szabadsagfokot fiiggetlenségvizsgalatnal?

10. Melyik allitas igaz, melyik hamis?

/a0 o

Az elsofaju hiba akkor keletkezik, amikor elfogadom a nullhipotézist, holott nem igaz.

Az els6faju hiba akkor keletkezik, amikor elvetem a nullhipotézist, holott igaz.

Az els6faju hiba valoszinliségének nagysagat a proba végrehajtdja szabalyozhatja.

Az egymintas u-proba alkalmazéasakor fel kell tenni, hogy ismert a normalis eloszlasu
minta szorasa.

Az egymintas t-proba alkalmazasakor fel kell tenni, hogy ismert a normalis eloszlasi minta
szorasa.

Az F-probaval ellendrizhetjiik, hogy teljesiilnek-e a kétmintas t-proba feltételei.

Ha az F-probaval elvetjiik a mintdk szorasainak egyezésére vonatkozé feltevést, akkor t-
proba helyett Welch-probat kell alkalmazni.

A kétmintas t-proba, mivel a normalis eloszlds paraméterei most nem ismertek,
nemparaméteres proba.

. A kétmintas t-probahoz a szabadsagfokot ugy szamolhatjuk ki, hogy a két minta

elemszamai 6sszegébdl kettdt levonunk.

. A kétmintds t-probdhoz a szabadsagfokot ugy szamolhatjuk ki, hogy a két minta

elemszamai 6sszegébol egyet levonunk.

A kétmintas t-probat akkor alkalmazhatjuk csak, ha a két normalis eloszlasbol szarmazo
statisztikai minta ismeretlen szorasai egyenldeknek tekinthetok.

A kétmintas t-proba a két normalis eloszlasi minta ismeretlen szorasainak egyezését
ellendrzi.

m. Az F-proba szabadsagi fokai n-1 és m-1, ahol n a nevezdben 4ll6 korrigalt empirikus

szorasnégyzethez tartoz6 minta elemszama, m pedig a szadmlaléhoz tartozd minta
elemszdma.

. Egy statisztikai dontés érvényessége annal erGsebb, minél nagyobb elséfaji

hibavalosziniiség mellett lehetett a nullhipotézist elfogadni.

. Egy statisztikai dontés érvényessége annal erdsebb, minél kisebb elsdfaji hibavaldsziniiség

mellett lehetett a nullhipotézist elfogadni.

. Diszkrét eloszlas illeszkedését nem lehet y > -probaval ellendrizni.
. A becsléses illeszkedésvizsgalatnal a szabadsagfok r-1-k, ahol r a kialakitott csoportok

szama, k pedig a becsiilt paraméterek szama.

A becsléses illeszkedésvizsgalatnal a szabadsagfok r-1-k, ahol k a kialakitott csoportok
szama, r pedig a becsiilt paraméterek szama.

Homogenitasvizsgalatnal két minta eloszlasanak azonossagat ellendrizziik.

¥ * -probaknal a probastatisztikak eloszldsa elméletileg y * -eloszlasu.

. %’ -probaknal a probastatisztikak eloszlasfiiggvénye a mintaclemszam novekedtével

pontonként y * -eloszlasu eloszlasfiiggvényhez konvergal, ha igaz a nullhipotézis.

. %’ -probaknal a szabadsagifok fiigg a mintaelemszamtol.

w. A y* -probak paraméteres probak.

1

. Fiiggetlenségvizsgalathoz a két minta elemeit egyidejii (szinkron) megfigyelésekbol kell

beszerezni.

. Meg akarjuk vizsgalni, hogy egy 1j készitési eljaras javitja-e a beton mindségét,
nevezetesen noveli-e a tordszilardsagat. E célbol ugyanabbol az alapanyagbdl 12 egyenld
mennyiségli mintat vesznek. Ezeket véletlenszertien kettéosztva mind a régi, mind az 1j
technologiaval 6-6 proba kockat készitenek. A mellékelt tablazat az egyes probakockak

—_—
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torésszilardsagait tartalmazza kg/cm’-ben. Déntésiinket 95%-os szinten hozzuk! (A
mintak normalis eloszlastiaknak tekinthetok.

Régi technologia Uj technologia
(x;) (y:)
300 305
301 317
303 308
288 300
294 314
296 316

12. Dontsiink 90%-o0s szignifikancia szinten arrdl, hogy szabalyosnak tekinthet6-¢ az a
dobodkocka, melyet n=1200-szor feldobva az alabbi gyakorisag tablazatot produkalja.

A kockaval Az el6fordulas
dobott értek gyakorisaga
() (v,)
1 184
2 212
3 190
4 208
5 212
6 194
Osszesen n=1200

13. A 1égi kozlekedésben fontos figyelemmel kisérni az utasok atlagos testsulyanak
alakulasat. Egyrészt, hogy ne terheljék tul a gépet, masrészt ne utazzon a gép f616s
kapacitassal. Ezért idorél idore ellendrzik, hogy a felndtt utasok testsulya nem tér-e el a
feltételezettol. A légitarsasag a terhelést 78 kg-os atlagos testsulyra és 11 kg-os szorasra
tervezi. A feltételezés ellenérzése céljabol megmérték n=100 véletlenszertien kivalasztott
utas sulyat. A mérések eredményét a mellékelt tablazatban foglaltuk Gssze. Végezze el az
eloszlas normalitasara vonatkozo feltételezés ellendrzését!

Teststly (kg) | Utasok szdma
(f6)

- 60 7
61-70 16
71-80 32
81-90 28
91 -100 13

101- 4
Osszesen 100

14. Megvizsgaltak 6sszesen n=460 db csavart, amelyek koziil méretre 439 db volt megfeleld.
Ez utobbiak koziil szakitoszilardsag szempontjabol is megfelelt 416 db. A maradék koziil
18 db bizonyult selejtesnek szakitdszilardsag szempontjabol. Vizsgalja meg, hogy a
méretre nézve ¢és a szakitoszilardsagra nézve megfeleloség (illetve selejtesség) fiiggetlen
tulajdonsagok-e! A dontést 95%-os szignifikancia szinten hozza!
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3. Regresszioanalizis

A feladat két, er6sen Osszefiiggd & és m valdszinliségi valtozd kozotti fliggvénykapcsolat
jellegének, és paramétereinek feltarasa. m fogja jelolni a célvaltozot, és a & a fiiggetlen
valtozot., vagyis feladat olyan f fliggvény megadasa, ahol n =~ f(§). A fliggvénykapcsolatot a
két valtozora vonatkozé (&,,m,)",(E,,M,)",...,(E,,M,)" statisztikai minta alapjan kell
meghatarozni. A regressziodanalizis végrehajtasanak csak akkor van értelme, ha kimutathato &
¢s m kozott a sztochasztikus Osszefiiggés (pl. el kellett vetni a nullhipotézist
fiiggetlenségvizsgalatnal, vagy a minta empirikus korrelacids egytitthatdja kozel van 1-hez).
A regresszidanalizis tipikus modszere az, hogy egy jol koriilirt tobbparaméteres
fliggvényhalmazbol hatarozunk meg egy bizonyos fiiggvényt tigy, hogy annak paramétereit a
minta segitségével megbecsiiljik. Legyen adott tehat az F={f} fiiggvényosztaly.
Meghatarozandé az az f eF fiiggvény, ahol M(n—f"(§))’ = I\}}IEIFI M(n—-f(&))>. F-et
legtobbszor a mintarealizacionak a koordindtarendszerben valo abrazolasaval kapott szorodas

grafikon alapjan lehet meghatarozni, de az a valtozok fizikai tartalmabol fakadd "elvart"
tipusu fiiggvények halmaza is lehet.

Definicié: Adott a  (&,n,)".(§,,M,)" ... (E,,m,)"  statisztikai minta és  az
F= {f(x; a,,8,,...,8, )} k-paraméteres fliggvényosztaly.

A Z:(ni ~f(&;2,,a,,...,a;))" = min széls6érték feladat megoldasabol kapott
i=1

Vay,ay,..,a

ai* = ai*(g,n) (i=1,2,...,n) statisztikakat, az M(n—f (§))* = Ivl}iIFlM(T]— f(E))* regresszios

probléma paramétereinek legkisebb négyzetek modszerével kapott becsléseinek nevezziik.

def
Definicié: Tekintsiik a & és m valoszinliségi valtozokat, és tegyiik fel, hogy n-t 1 = f(§) -vel

~ df  D*(n=n
kozelitjiik: n~n. A kozelités josaganak mérésére az 1° =1— D’(n=n) meghatarozottsdagi
y n=n Josag Dy

egyiitthatét hasznéljuk. Adott (&,,m,)",(&,,m,)",....(E,,m,)" statisztikai minta esetén a

Z(Tli - f(E,ai))z

meghatarozottsagi egyiitthatét az 1 — =1 ( = I?) statisztikaval kozelitjiik.

Z (n1 - ﬁn )2
i=1

Megjegyzés: T* minél kozelebb van az 1-hez, annal jobb a regresszios kozelités. Ha 12 0
kozeli érték, vagy negativ, a regresszios illesztés elfogadhatatlan.
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Alapvetd fontossagli a regresszidszamitasnak az a specidlis esete, amikor F a linearis
fiiggvények halmaza.

3.1 Linearis regresszio két valtozo kozott

r e r r r 4 ” r . r r * * r r 144 r . /4 r
Definicio: Legyen & €s m két adott valoszinliségi valtozd. Az a &+ b valoszintiségi valtozo
az n-nak a §-re vonatkozo linearis regresszioja, ha

M(n-aé-b") =vg})igRM(n—aé—b))2-

Tétel: " = R(Em) b7 = M0~ R(&,m) M

def
Bizonyitds: Legyen h(a,b) = M(n—af —b))*. A linearis regresszié meghatarozasihoz ezt a
kétvaltozos fiiggvényt kell minimalizalni. A minimumhely 1étezésének sziikséges feltétele,

hogy:
% = —2M[(n—a§— b)EJ] =0, % = —ZM[n—ai—b] = 0. Innen:
aME? + bME = MEn , aME + b = M = b = Mn — aME = aME? + (Mn — aM&)ME = Mén =

ME>

j pozitiv definit , és ez volt az
|\ (|

_ Dn  _ Dn
= a_R(éan) DE >b_Mn_R(Enn) D& M&,

allitas.

A gyakorlatban altaldban nem ismertek a & €s n valtozok momentumai, ezért az elméleti
linedris regresszios Osszefiiggés nem hatarozhaté meg. A (&,,m,)",(&,.1,)" H.n(E,.1,)"

statisztikai minta alapjan a legkisebb négyzetek modszerével lehet az egyenes paramétereit
megadni.

Tétel: Linearis regresszio esetén az egyenes paramétereinek becslései a legkisebb négyzetek

s 2. (0, =7, ~&,)

S, —
7 Avel- 4t — LI A R R — i=l
modszerével: a =R ,bo=m,-R, S €, ,ahol R = az

: : \/g(ni—ﬁn)ﬁ(&—%nf

empirikus korrelacios egyiitthato, s, = {lZ(ni -1,) » S = / lZ:(&i —En )* az empirikus
iy iy

szorasok, és En , M, az atlagstatisztikak.
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Bizonyitas: A tétel allitasa konnyen belathatd, ha az el6z6 tétel bizonyitasat megismételjiik a

h(a,b) = Y (n; —a&; —b)* kétvaltozos fiiggvénnyel.

i=1

Megjegyzések: Lathatd, hogy az empirikus linearis regresszid egyiitthatéi az elméleti
regresszids egyenes egylitthatditol annyiban kiillonboznek, hogy a képletekben az elméleti
momentumok helyett a mintabol szamolt megfeleld empirikus momentumok allnak.

Tétel: (Gauss-Markov tétel)

Han, =a-x,+b+¢g (1=1,2,...,n), ahol az ¢, teljesen fliggetlen valoszinliségi valtozok, és
Mg, =0, D’c, = c°, akkor az a , b egyiitthatok legkisebb négyzetek moédszerével kapott
becslései torzitatlanok, és az 0sszes linearis becslés koziil minimalis szorassal rendelkeznek.

Megjegyzés: A legkisebb négyzetek modszere a legjobb torzitatlan becslést adja, ami angolul:
best /inear unbaised estimation = BLUE.

Feladat Jelolje € a junius 8-i budapesti minimum homérsékleteket, és legyen a feladat az n
junius 8-i budapesti maximum hdémérséklet becslése, a minimum homérséklet alapjan.
Tegyiik fel, hogy a két valoszinliségi valtozd kapcsolata linearis regresszioval leirhato.
Becsiiljiik meg az adott minta alapjan a n~a&+b linearis 6sszefliggés egyiitthatoit!

év (1) max (x,) | min (y) év (1) max (x,) | min (y)
1901 28°C 17°C 1941 24°C 14°C
1902 24°C 13°C 1942 31°C 15°C
1903 21°C 12°C 1943 23°C 13°C
1904 25°C 16°C 1944 15°C 12°C
1905 26°C 16°C 1945 33°C 19°C
1906 20°C 10°C 1946 31°C 17°C
1907 18°C 12°C 1947 20°C 12°C
1908 19°C 11°C 1948 22°C 16°C
1909 23°C 16°C 1949 30°C 14°C
1910 27°C 16°C 1950 30°C 18°C
1911 23°C 14°C 1951 25°C 16°C
1912 31°C 16°C 1952 23°C 15°C
1913 27°C 15°C 1953 28°C 19°C
1914 25°C 10°C 1954 22°C 12°C
1915 30°C 17°C 1955 28°C 19°C
1916 25°C 11°C 1956 28°C 17°C
1917 28°C 15°C 1957 28°C 15°C
1918 26°C 11°C 1958 26°C 9°C
1919 25°C 12°C 1959 28°C 15°C
1920 20°C 7°C 1960 27°C 16°C
1921 24°C 9°C 1961 26°C 15°C
1922 26°C 16°C 1962 10°C 8°C
1923 21°C 7°C 1963 26°C 17°C
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1924 24°C 12°C 1964 27°C 19°C
1925 24°C 8°C 1965 24°C 14°C
1926 23°C 14°C 1966 28°C 15°C
1927 26°C 10°C 1967 28°C 17°C
1928 26°C 15°C 1968 30°C 15°C
1929 29°C 17°C 1969 21°C 15°C
1930 26°C 9°C 1970 23°C 16°C
1931 25°C 16°C 1971 26°C 17°C
1932 22°C 10°C 1972 29°C 19°C
1933 20°C 7°C 1973 24°C 14°C
1934 23°C 14°C 1974 19°C 9°C
1935 29°C 12°C 1975 21°C 12°C
1936 20°C 13°C 1976 25°C 14°C
1937 30°C 16°C 1977 26°C 15°C
1938 27°C 14°C 1978 28°C 19°C
1939 28°C 12°C 1979 32°C 19°C
1940 26°C 13°C 1980 23°C 13°C

A két valtozo kozotti kapcsolatot az alabbi pontgrafikonon szemlélhetjiik meg:

40
%
- %
3 304 x ¥ ¥ ¥ «
S * ol %
e ol .« % ol %
& % % % * § ¥
2 « x X x % % %
8 ¥ % x  x
o * % %
£ % o3 *
S 204 % * o3
€ * * %
3
£
3 *
£
S
e
o 109 *
3
5
w
Q
Q.
©
3
@ 0 = = = = = =
6 8 10 12 14 16 18 20

Budapesti junius havi minimumhomérsékletek (C fok)
A mintdk atlagai Xg, = 25,1°C ésy,, = 13,95°C, a korrigalt empirikus szoras statisztikak

pedig s, = 3,94° C illetve 64, = 3,14° C. A két minta kozott szamolt empirikus korrelacios

80

Z(Xi_im)‘(yi_?m)

i=1

35 )

i=1 i=1

egylitthato: = ~ 0,64 . Ezek alapjan a regresszios egyenes

*

o .
meredekségére 4 =r—~ 0,8, a konstans tagra pedig b =y, —4-X,, ~ 13,94 adodik.

Sg0
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A pontgrafikonon abrazolva az egyenest, szemléltethetjiik az 6sszefiiggést:

40
*
*
30" x X X% «
* * *
* * * *
* X _K *
* % % * HTH
x % ¥ * *
* % xX—% %
* X X ¥
* * *
% * *
20 * * *  x
* *
*
*
10" *
Linearis regresszio
Regresszios egyenes
% Budapest junius havi
0 = = = = = - J min-max homérséklete
6 8 10 12 14 16 18 20

A regresszios illeszkedés josdga 1> =0,397, ami nem mutat erds linedris dsszefliggést.

3.2 Polinomialis regresszio

Definici6: Amikor az F= {pn (x)=a, + a1x+--~+anx"} fliggvényosztaly a legfeljebb n-
edrendii polinomosztaly, az M(n—1f"(£))* = g}irFl M(n-f(£€))> minimumfeladat megoldasat

polinomidlis regresszios illesztésnek nevezziik.

Tétel: Az  elméleti  polinomialis  regressziés  gorbe egyltthatoit  az
1 Mg - ME" a, Mn
Mg Mg® e ME™| |, Mng
Mgi MEJHI . ME_,HH ’ ai = Mn&l
Mén MEJHH M§2n an Mn(r;n

linearis egyenletrendszer megoldasaval kaphatjuk meg. Ennek mindig van megoldasa, hiszen
az egyiitthatomatrix szimmetrikus és pozitiv definit.

def

Bizonyitas: A feladatot a h(ay,a,,...,a,) = M(n—(a, +a,é+L +a &"))> n+l valtozos
fliggvény minimumhelyének megkeresésével oldhatjuk meg:
oh(a,,a,,...,a,)

oa.

1

=2M([n - (a, +a,&++a,E")] &) =0(=0,12,....n) =

n
= Y a;-ME™ = Mng' =kovetkezik az allitas.
j=0
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A tapasztalati polinomialis gorbe egyiitthatdinak meghatarozasat a
) (&) . (En.My)" statisztikai minta segitségével az
1 & 1 & 1 &
1 i ) e — n — .
ii& i N 2 iii n+l ’ ii g
1 y . 5 i+1 . 1 x i+n | a, 1 X i
N;ai N jzl“;’j NJZ‘_&J‘ : N;‘”iai
1 N. n 1 N‘ n+l 1 N. 2n an 1 N‘ n
N;F’j szl‘ij NJZ:;&J' N;nﬂj
linearis egyenletrendszer megoldasabol kapjuk. Ehhez ugy jutunk el, hogy a
~ def 1 N
h(ao,al,...,an)ZEZ(nj - (a, +al§j+-~-+an§j"))2 fliggvény minimumhelyét
e

meghatarozzuk, hasonloéan, mint ahogy azt az el6z06 tételben tettiik.

Megjegyzés: Nyilvanvaloan az N mintaeclemszamnak joval nagyobbnak kell lennie, mint az n-
nek, az illesztend6 polinom rendjének.

Feladat Fonodai felvételi lapok Osszesitésével akarjadk megéllapitani az eltelt tiz perces
1d6kozok sorszama (x,) és a fonalszakadasok atlagai (y,) kozotti Osszefliggést. Keressiink

parabolikus 6sszefiiggést a valtozok kozott!

Y

11,7

16,4

13,1

15,7

20,6

16,0

15,3

14,6

17,2

18,9

—_ | —
g b= IN-J ) BN} o (W) N (VVD [ SR D e

29,7

A valtozok kozotti pontszorddas grafikon:
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40
301 *
‘©
j))
o
< *
[} *
8
35 *
S * * oy
©
i\ *
2 *
< *
© 10 -
0 2 4 6 8 10 12
i o3 .

Az a+bx+cx’ =y dsszefiiggés egyiitthatoit a

189,2 = Ila + 66b + 506¢
1239,7 = 66a + 506b + 4356¢
10098 = 506a + 4356b + 39974c

egyenletrendszer megoldasabol kapjuk: a=15,76, b=-1,0175, ¢=0,164. A regresszids parabolat
egylitt abrazolva az adatokkal szemléltethetjiik az illeszkedést:

40

304 *

Fonalszakadasok atlagai

Tizperoes icokiizck soszama
Az illeszkedés josaga: 1° = 0,543.

3.3 Linearisra visszavezetheto kétparaméteres regresszios osszefiiggések keresése

Ha a linearis regresszio feltételei valahol sériilnek, vagy rossz illesztést kapunk, a fiiggo és a

crcr

azutan mar linedris regresszios elemzést hajtunk végre, de ez az eredeti adatokndl mar nem
linearis Osszefiiggést fog magyarazni. Az inverz leképezés €s a regresszios egyiitthatok
segitségével képezhetdk azok a paraméterek, amelyekkel a kapcsolatot leiro fiiggvény
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felirhat6. Tehat, ha az F= {f (x;a, b)} fliggvényosztaly kétparaméteres, és talalhatok olyan
g,h,k,,k, fliggvények, hogy y = f(x;a,b) < g(y) =k,(a,b)-h(x) +k,(a,b) teljesiil.

Ezutan az M(n-f(&a",b"))* = g}ilFl M(n—f(&;a,b))’ feladat helyett az
M(g(n) - kr -h(&) - k; ) = Vglikn M(g(n)-k,-h(§) -k, )* linedris regresszios feladatot

1-8%2

oldjuk meg. Végiil a~ ~ klfl(k;‘,k;) b ~ k[l(k;ﬁ,k;) . Altalaban mas eredményeket kapunk,
mintha az eredeti fliggvényen hajtottuk volna végre a legkisebb négyzetek modszerével a
paraméterbecslést. Viszont az eredeti problémandl, nem biztos, hogy a stacionarius helyekre
kapott (sokszor transzcendens) egyenletet meg tudnank oldani. A tovabbiakban megadunk

néhany lehetdséget nemlinearis kapcsolatnak a linedris regresszid segitségével valod
megadasara.

e y=a-¢"* exponenciilis fiiggvénykapcsolat:
100

20

fx)=a-exp (b x)

G0

20

=~

a 0z 0.4 06 0sa 1
4

Az egyenlet két oldalat logaritmizalva mar linearis Osszefiiggést kapunk In y és x
ké‘)zétt:y*zlny:b-x+lna:k1-x+k2 . llyenkor a (gl,lnnl),(gz,lnnz),...,(gn,lnnn)
transzformalt mintara illesztiink egyenest. A kapott k| és k, egyiitthatokbol az

*

a=g’ & b=k, transzformicidval kapjuk meg az eredeti dsszefiiggés paramétereit.
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hatvanyfiiggvény kapcsolat:

2.5

0.5

0 0z 04 06 =} 1
B

A linearis kapcsolatot a logaritmizalas utdn most In y és In x kozott kell megadni:
y =lny=b-Inx+Ina=k,-x +k, => b=k, ,a=¢€".

-b
e y=a-e* Arrhenius fiiggvénykapcsolat:

fix)=a exp(-b/x)

1.4

05 /

Logaritmizalas utan: y' =Iny = —b- 1 +Ina=k,- X + k, az Iny és x reciproka kozott 1¢ép fel
X

a linearis kapcsolat. (b=—-k, ,a = ekz).

122



reciprok fiiggvénykapcsolat:
a+b-x

fix)=1/(atbx)

06

0.4

u} 0z 0.4 08 og 1
#

Itt most y reciproka és x kozott kell a linedaris regressziot kiszamolni.

* ¥=7 a'bx racionalis tortfiiggvény kapcsolat:
+b-x
T fix)=a x/(1+bx)
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.
s 0.z 0a . 06 0.8 1
Most az egyenlet két oldalanak reciprokat képezziik
« 1L 1 1 b x 1 k . s - ..
y =—=——+—=k;-Xx +k, >a=—,b=-%. | és a reciprokértékek kozott keresiink
y ax a ! k,

linearis regressziot.

123



e y=a-x*+b-x kvadratikus fiiggvénykapcsolat:

. fix)=a x* +bx)

/

Ekkor ha x-szel atosztunk :y" =

Y oax+ b, maris linedris az 0sszefliggés y/x és x kozott.
X

o y=a+ b hiperbolikus fiiggvénykapcsolat:
X

120

160

e f(x)=atb/x

Ez eleve linearis 0sszefiliggés y és /X kozott.
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e y=a-In(b-x)=a-Inb+a-Inx alogaritmikus fiiggvénykapcsolat:

| f(x)=a-1n(b-x)/

. ®
0.z 0.4 06 ng_ ——1

Ez linearis kapcsolat y és In x kozott.

Feladat Egy arérzékeny terméknél a piackutatdé megfigyelte a kereslet (y,) és az egységar
b

(x,) Osszefiiggését. Adjuk meg az y = a+— hiperbolikus fiiggvénykapcsolatot a legkisebb
X

négyzetek modszerével!

Az adatokat az alabbi tablazatba foglaltuk bele:

Kereslet (y,) | Egységar (x,)
26 114,51
28 111,76
30 109,38
32 107,30
34 105,46
36 103,83
38 102,37
40 101,05

A valtozok kozotti pontszorddasi grafikon:
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42

40 *

381 *

% *

A *

K74 *

301 *

2 *

.ol *

Kereslet (1000db)

24
100 102 104 106 108 10 12 14 116

egysegar (L)

1 b
Most az (—,yij pontok kozott kell linearis kapcsolatot keresni. A keresett y=a+—
X, X

Osszefiiggés egyiitthatdinak becsléseire a legkisebb négyzetek modszerével az a =-79,529,

b=120158 becslések adodnak. Az illeszkedés most nagyon jo, mert 1> =0,992. A
pontszorddast egyiitt abrazolva a regresszios hiperbolaval:

42
401 *

38 X

36 *®

34 *

32 *

30 *

28 *

2% M Regresszios egyenes

* Kereslet (1000db)

24 - - - - - - - egységar (£)
100 102 104 106 108 110 112 114 116

Ellenorzé kérdések és gyakorlé feladatok

1. Mit neveziink a regresszios Osszefliggés paraméterei legkisebb négyzetek modszerével
kapott becsléseinek?

2. Mikor beszéliink linedris regressziorol?

3. Milyen fliggvénykapcsolatok regresszios vizsgalatat lehet visszavezetni linearis
regressziora?
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4. Mivel mérjiik a regresszios illeszkedés josagat?
5. Melyik allitas igaz, és melyik hamis?
a. Kétdimenziés Osszetartozd mintak kozott a legjobb linearis Osszefiiggés mindig
megadhato.
b. Az elméleti regresszios egyenes egylitthatoja aranyos a két valtozd korrelacios
egyiitthatojaval.
c. A legkisebb négyzetek modszerével kapjuk a regresszios egyiitthatokra a legkisebb
szo6rasu torzitatlan becsléseket.
d. Ha két valoszintségi valtozo fiiggetlen, akkor jo linearis regresszié varhato
kozottik.
e. A valtozok kozott minél erdsebb a korrelacid, anndl jobb linearis Osszefiiggés
varhato.
6. Adjuk meg a linedris regressziot a csapadék (X,) és a talajvizallas (y;) kozott a mellékelt

minta par feldolgozasaval!

Talajvizszint | Csapadék (x,)

(y;) mm cm
1,25 10,36
1,40 8,94
2,13 13,21
1,19 15,80
1,65 11,18
1,89 13,64
1,68 19,53
1,77 24, 56
1,28 11,48
1,16 7,77
0,94 11,30
3,69 28,13
3,51 30,18
3,14 23,14
1,22 15,88
2,29 19,76
4,42 35,36
2,90 25,40

atlag 2,1 atlag 18,1

7. Az alabbi tablazatban a magyarorszagi szén-(x) és villamosenergia-termelés (y) el6zo
évihez mért szazalékos valtozasai (az un. lancindexek) lathaték. Szamolja ki és értékelje a
linearis regressziot!

év széntermelési villamos
lancindex (x) energia
ldncindex (y)

1950 9,4 19,0
1951 13,3 16,8
1952 14,5 19,9
1953 9,3 10,0
1954 1,4 4.4

1955 3,8 12,4
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1956 -8,4 -4,2
1957 0,3 4,8
1958 12,3 18,9
1959 7,2 9,1

8. Egy vezetdn ismeretlen erdsségli aram folyik. Az dramerdsséget (x) 1,2,3,5,7,10 amperrel
megnovelve, a felmelegedés (y) rendre 11,12,15,22,34,61 °C-nak adodott. Adjuk meg a
legjobb parabolikus 6sszefliggést az dramerdsség és a felmelegedés kozott!
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FUGGELLEK

Vilaszok és megoldasok
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I. fejezet. VALOSZINUSEGSZAMITAS
1. Kombinatorika

crer

n !

5. ( ):n— 6. Az n elem olyan k hosszisagu sorrendjét, ahol ismétlédések is

k)  kl(n—k)!

el6fordulhatnak. 7. a.-I, b-H, c-I, d-H, e-I, f-I, g-H, h-I, i-I, j-Lk-H. 8. Ismétléses
!

20 A 85) (13) : e i
permutacioval: 212141 9. Kombmacmval.&)( ) 10. 10 27 -3 11. Ismétléses variacioval:

15 1
242242+, 42 =2"_2 12, a. 15+(2j2 b. 15+( j 13. Ismétléses kombinacioval. A

2

3+10-1
golyokhoz  valasztjuk a dobozt ismétléssel. ( 10 j:66 14. Ismétléses

10 10

. kaminseoat: ) ) )T SISIYIC) o7 4 i
. Kombinacioval: sIalla)lo o o o)l 7. 1iominalis tétellel:

" n
(a+b)" = Z(kjakb“k, a.a=b=1,b. a=-1,b=1, c. a=-2, b=1.

k=1

6+10-1 15
kombinéacioval. = 15. Ismétlés nélkiili variacio: 5-4-3=6

2. A valosziniségszamitas alapfogalmai és axiomarendszere

7. A, C, E, F események. Az E esemény a lehetetlen, F pedig a biztos esemény. 8.
CcA,CcB 9. AE=CE=DE=Y 10. a-H,b-I,c-1,d-1,e-I,f-H,g-I,h-H,i-H,j-H,k-H,I-I,m-
In-H,o-H,p-H,q-Lr-I,s-H,t-Lu-H,v-Iw-L,x-H

P(A B)

P(B)

11. P(AB)=1-P(A+B) =1-P(A)-P(B) + P(AB) = 0,63 12. P(A|B) =

_ P(A)-P(AB) P(A+B)-P(B)

= =0613. A=A A,---A ,B=A +A +-+A_,
1-P(B) 1-P(B) 1432 n 1 2 n

c=>AJlA, . D=]]A,+]]A, 14. P(AB)+P(AB)+P(AB)+P(AB)=1 , legyen
i=1 i%j i=1 i=1
P(AB)=x+0,25 , P(AB)=y+025 , P(AB)=z+025 ¢és P(AB)=v+025. Mivel
x+ty+z+u=0,

(x+0,25)" +(y+ 0,25)2 +(z+0,25)" +(u+0,25)° =x> +y* +2° +u’ +@+ 0,25>0,25.

15.a.,b. a C eseményt jelent, c. a B, azaz nem a sotéttel jatszo jatékos nyer. 16. B= A,
vagyis a talalat beliil lesz az R ; sugart koron. C=A,, D=A ;.

17. P(AB)=1-P(A +B)=1-P(A)-P(B)+P(AB) = P(AB) 18. P(AB+AB) =
=P(AB)+P(AB)=P(A)-P(AB)+P(B)-P(AB). 19. P(A+B)=1, P(AB)=0,2P(B)=0,5P(A),

igy
1=P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)=P(A)+2,5P(A)-0,5P(A)=3P(A), azaz P(A)=1/3 és P(B)=0,5.
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20. P(AB)=P(A)P(B|A)=2/9, P(B)= P(AB)/P(A|B)=1/3, igy P(A+B)=2/3+1/3-2/9=7/9
P(A[B)=P(AB)/P(B)=(1-P(A+B))/(1-P(B))=1/3

3. A klasszikus val6sziniiségi mez6

1. Osszes eset n=1000. Kedvezé esetek k=0-nal 8°( a belsd 8x8x8 kisnégyzetben 1évd
mindegyik részkocka jo), k=1-nél 6-64 (mindegyik lapon a bels6 8x8-as négyzethez
tartozoan), k=2-nél 12-8 (minden élen van 8 ilyen kocka) és végiil k=3-nal 8 (a csucsok nal
lehet ilyen eset). 2. Az Osszes eset n=26", kedvezd esetek szama

11 3 2
k=1+( 2) —( 2) - 3( 2) =50 (az azonos betiikk egymas kozti cseréit le kell vonni). 3. A

val6szinliség éppen 0,5. Ugyanis, ha tekintiink egy olyan sorozatot, amelyben a fejek szdma
paratlan, akkor ha az els6 dobast kicserélnénk az ellenkezdjére, olyan sorozatot kapunk,
melyben a fejek szama mar paros lesz. Azaz a paros és a paratlan fejdobasos sorozatok kozott
kolcsondsen egy-egyértelmii leképezés hozhatd létre, vagyis mindegyikiikk ugyanolyan

vt (3 s (31 e (3
valoszinii.4. a.- 5) -0, an paros és | I R a n paros , c.- JICYAE

2
" " ) .
d- 1- E -n E 5. Az 0sszes eset n=3!=6. Ezek kozott a nem kedvezd eset csak kettd

van: 2,3,1 és 3,1,2. A keresett valoszintiség: 2/3. 6. P(A)=P(,,vagy kettd, vagy harom fejet
dobunk™)=

- (@J * @D (%) =05, P(B):G) (%) = g , P( C )=P(,,nem harom fejet dobunk”)=

1N 7
=1-P(,,harom fejet dobunk”)=1-(5j =§. 7. Az Osszes lehetsége lottohuzasok szama

90 5\( 85 5\( 85
n :( 5) = 43949268 , a kedvez0 esetek szama k=1 talalatnal: ( J( 4) , k=2-nél, (J( 3j ,

5)(85 5)(85 5)(85
k=3-nal 3\ o , k=4-nél Al ¢és végiil k=5-nél s\ o =1. 8. Ha N a golydk szdma,

K(N-D(N-2)--1 K
N! N

ebbol K a fehéreke, akkor P(A) = és

(N-1)(N-2)---1:K K , , o )
N7 =N’ azaz a két esemény ugyanolyan valdszintiségii. 9. Osszes

) GG

= n A A 10 ' -
esetn= n", a kedvez0 esetek szama pedig: n! . 10. a. (SZJ , (SZJ
13

WG

W
- (52) . _(szj
13 13

P(B) =

13
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4. Geometriai valosziniiségi mezo

1. A pénz kozéppontjanak s/2-nél nagyobb tavolsagra kell lennie egy padloréstdl, igy a
valoszinliség p=1-s/d. 2. a) Ahhoz, hogy a pénzdarab benne legyen a négyzetben, a pénz
kozéppontjanak a belsd 7cm oldalhosszusadgu négyzetben, igy a valosziniiség p=0,49. b.) Az
4sd —s’

—— . HaA
d'n

azt az eseményt jelenti, hogy a tii a vizszintes oldalt metszi, B pedig az, hogy a ti fiiggéleges
oldalt keresztez, akkor meghatarozandd6 a P(A+B) valoszinliség. A Poincare tételébdl:

20
eléz6 p valdsziniiséggel: ( 5) p’(1-p)”. 3. A keresett valosziniiség p= 1—

2
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB). A Buffon-ti problémanal lattuk, hogy P(A)=P(B)=d—s. Az AB
7

s s
—sina =|cosal
2

4 T2 S2
szorzatesemény  valoOsziniiségét a P(AB)=dTJ J j dxdyda = T képlettel
(s 0 0 0 L

szamolhatjuk ki. A képletben x ¢és y a tii kozéppontjanak koordinatdi, o pedig a ti
egyenesének a vizszintessel bezart szoge. A P(AB) valészintiség a két oldalt egyszerre metszo
tlielhelyezkedésekhez tartozo (x,y,o) pontok alkotta térrész térfogatanak és a dxdxm hasab
térfogatanak aranya. 4. Két pont kozott egyenld tavolsagra 1évé pontok mértani helye a
pontokat Osszekotd szakasz felezOmerSlegese. Igy a keresett eseménynek megfelelé
tartomanyt az alabbi dbran besotétitéssel szemléltethetjiik:

A kozépsO (fehér) alakzat két szimmetrikus trapézbol van 0Osszetéve. Mivel a trapézok
kozépvonalai az atlok meghatarozta haromszog kozépvonalaval egyeznek meg, a hosszuk 1.
A trapéz magassag 0,5. Igy a fehér alakzat teriilete éppen 1 lesz. Ezért a besotétitett alakzat
teriilete is 1, igy a keresett valoszintiség 0,5. 5. Jelolje x az egyik, y a masik ember
véletlenmegérkezésének idejét. Az (x,y) par egy véletlen pontot hatiroz meg az

1
egységnégyzetben. A taldlkozashoz fenn kell allnia a |X— y| < 3 relacidonak, melyet kielégitd

pontok besdtétitve lathatok az alabbi abran:

w

1

3
4 5
Az abrarol kozvetleniil leolvashato, hogy a keresett valosziniiség: 1_5 =9 6. A vizsgalt

eseményhez tartozé pontok (x,y) koordinataira fenndll x<y esetben, hogy y-x<l-y és y-x<x.
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(Az y<x esetben ezek a kritériumok x-y<l-x és x-y<y lennének.) Az egységnégyzeten
bejeldlve a relacioknak eleget tevd pontok alkotta tartomanyt:

4 0,5/

P ik

4

1
Ezek alapjan a keresett valosziniiség: 3 7. A lift teljesen a fal mogotti takarasbanvan a

foldszinten 4 m-en keresztil, az 1.,2.,3. és 4. Emeleten 2-2 m-en at. A lift Gsszutja

, 12
8+4x6+2=34 m. Igy a keresett valoszinliség: p = 3 8. Egy ponttol és egy egyenestdl azonos

tavolsagban fekvé pontok mértani helye a sikban a parabéla. Igy a négyzet pontjai koziil azok
lesznek a kdzépponthoz kdzelebb, mint az alapon fekvé AB oldalhoz, amelyek felette vannak
azon parabodla vonalanak, melynek a kozéppont a fokusza, és az AB vonala a direktrisze. Ha
AB az x tengelyre esik, és az A pont éppen az origd, akkor a parabdla egyenlete:

1
y = (X - 0,5)2 +0,25. A keresett teriilet: 1— I (x - 0,5)2 +0,25dx = % .
0

F

~

5. A feltételes valosziniiség és az események fiiggetlensége

1. Egy n-szeres Bernoulli kisérletsorozatban a megfigyelt A esemény bekovetkezései
gyakorisaganak és az n-nek a hanyadosa. 2. A lehetetlen eseménye 0, a biztos esemény¢ 1. 3.
Az AB val6észintiségének és a B eseményének hanyadosa adja meg az A eseménynek a B
eseményre vonatkozo feltételes valoszinliségét. 4. Az A,B,C események teljesen fiiggetlenek,
ha P(AB)=P(A)P(B), P(AC)=P(A)P( C ), P(BC)=P(B)P( C ), P(ABC)=P(A)P(B)P( C ) . 5.

Legyenek az A ,A,,...,A, €3 tetszéleges események, hogy P(HA1)>0. Ekkor

i=1
n n-1
P(HAJ - P(An HAJP(AM
i=1 i=1

n-2
HAJ---P(A2|A1)P(A1). 6. Legyenek
i=1
ALA,,.. A,,... €T teljes esmeényrendszer, vagyis A;-A; =0 , (i#]) ¢és ZAi =Q.
i=1
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Tegytik fel tovabba, hogy P(A,) >0 minden i-re. Ekkor tetszéleges B €3I eseményre, ahol

AP(A,
P(B)>0 AkkorP(A |B)= P(B| DP(A})

7.a-H, b.-1,c.-H, d.-H, e.- I f-I, g.-H, h.-

0

> P(BAP(A))
j=1
H, i-I,  j.-H, k.-I, 1.-H, m.-H, n.-I, o.-1, p--1, q.-1, r.-1 8.
P(AB) P(A)-P(AB) P(A+B)-P(B) 08-05
PB) 1-PB) 1-PB) 05

kockan kettest dobunk”, B: ,,A masik kockan harmast dobunk”, C:”Van hatos a két dobott
értek kozott”, D:”A dobott értékek nem egyenléek”. Az A és B fiiggetlenek, C és D nem,

P(A|B) = =0,6 9. PL. A: , Az egyik

10 55
hiszen P(CD)=£ #P(C)P(D) = 216 10. A feltétel szerint P(A+B)=1.

1=P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB), P(AB)=P(AB)/P(B) ¢és P(B|A)=P(AB)/P(A), azaz
P(AB)=0,2P(B)=0,5P(A), amibdl P(B)=2,5P(A) és igy 1=3P(A), azaz P(A)=1/3 és P(B)=5/6
31
11. Ha B: ,,Mindegyik dobas paros”, A: ,,Van hatos dobas”. P(B):E = g ,
_ 1 22 19 | P(AB) 19 L
P(AB)=P(B)—P(AB)=§ e 16 Igy P(A|B):W =57 12. A ,,Az els6 huzas fekete
volt”, B: ,,A masodik goly6 fekete”. A  Bayes tételt alkalmazva:
P(B|A)P(A)
P(A|B) = oy
P(BJ/A)P(A)+P(B|/A)P(A)

ahol  P(B|A)= P(B|A) =

b+r+c’ b+r+c’

b — .
P(A):E ¢s P(A) = ﬁ . Igy P(A|B)= .13. Ha B: ,,Mindharom kockan mas-mas

b+r+c
3-5-4 10

6 36
6-5-4 20 | . v .
¢ " 36 igy P(A|B)=0,5. 14. Legyen A: ,,A hamis kockat véalasztottuk ki”,
B: ,Tizszer dobva mindig hatost kapunk”. ~A Bayes tételt alkalmazva:

3 P(B[A)P(A) N - N
P(A|B)_P(B|A)P(A)+P(B|K)P(K), ahol P(A)=0,01 , P(A)=0,99 , P(BJA)=I |,

eredmény van”, A: ,, Az egyik kockdn hatos van”, akkor P(AB)=

P(B)=

— 1
P(B|A ):F' Behelyettesitve: P(A[B)~0,99999983 15. A: ,x azt allitja, hogy y hazudik” , B:

,.y igazat mond”. P(A|B)=P(,x hazudik”)=2/3 , P(B)=1/3 , P(A| B)=P(,x igazat mond”)=1/3 ,
P(A|B)P(B) 1

P(A|B)P(B)+P(A|B)P(B) 2~

A,: ,,Az els6é urnabol fehéret rakunk a masodikba, a masodikbol fehéret rakunk vissza”,

A,: ,,Az els6 urnabol fehéret rakunk a masodikba, a masodikbol feketét rakunk vissza”

P(B) = 2/3. A Bayes tételt alkalmazva P(B|A) =

Aj;: ,,Az els6 urnabdl feketét rakunk a masodikba, a masodikbol fehéret rakunk vissza”

A,: ,,Az els6 urnabol feketét rakunk a méasodikba, a masodikbol feketét rakunk vissza”

B: ,,Harmadszorra az elsé urnabol fehéret huzunk”. A, A,,A;, A, teljes eseményrendszer.
m M+1 m m N m-—1

P(A)) = P(BIA)=— . P(A,) = P(BIA.) =

(A1) m+n N+M+1’ (BIA,) m+n (A2) m+n N+M+1" (BIA;) m+n

pay=— N A o™ pay— M ppga, -t
Y m+n N+M+1° A  m+n’ Y m+n N+M+1° A  m+n
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4

A teljes valdsziniiség tételébol: P(B) = ZP(B|Ai)P(Ai)=... . 17. A: ,,Az els6 huzas utan
i=1

nyer a kezdo jatékos”, B: ,,A harmadik huzas utdn nyer a kezdd jatékos”, C: ,Nyer a kezdd

1 321 1 19
c LA ”‘ : /4 : — + =t ———=— . =())=— =1lE=0)=
jatékos”. Nyilvan: P( C )=P(A)+P(B) 4+4 3573 18. P(&=0) 100° P(n=i1|€=0)=0, ha
9. P(n=ilE=0)= P("0—at ési—t huztunk","i—t és 0—at hoztunk") 2 ha i=1.2....9.19
>9. P(m=i PE=0) =19 hai=12,..9.19.

Az optimalis stratégia az, ha az egyik vazaba egy fehér golyot tesziink, a masikba az 0sszes
tobbit. Ekkor a teljes valoszintiség tételét alkalmazva: P(,A sah fehéret

1
hﬁz”)=5 (1 + Ej ~ 0,747 . Minden mas szétosztasnaal csokken ez a valoszinliség.

6. A valosziniiségi valtozo és az eloszlasfiigovény focalma

6. a-1,b-H,c-1,d-H,e-1I,f-H,g-1,h-H,i-L,j-1.k-LI-[,m-H,n-I,0-1,p-H,q-1,r-1,s-1,t-H,u-H,v-I,w-H,x-1.

7. P(M<x)=P(F(&)<x)=P(¢<F ' (x)) = F(F ' (x)) = x 8.P(M<x)= P(ln%&) <X)=

=P(F(§)>e ") =1-P(F(E)<e ™) =1-P(E<F (e ")) =1-e = & eE(l). 9. Ha x>0:

P(M<x)=P(E* <x) = P(|x|< VX) = P(=/x < £ <4/x) = D(/x) - D(—v/x) = 20 (+/x) - 1 =
1

v 21X

P(M<x)=P(|g|<x)=P(-x<E¢<x)=F(x)-F(-x) , derivalas utan kapjuk a stiriségfiiggvényt:
f,(x)=f(x)+1f(-x), x>0. 11.Mivel £e{0,1,2,...}=ne{1,3,5,....2n+1,...} és

e 2, ha x>0. 10.

1
derivalas utdn kapjuk a siirliségfiiggvényt: f (x)= 2(p(\/;)F =
X

k

A 1
PE=k)=P(n=2k+1)= o e 12. Ha x<0, akkor P(n<x)=P(g <x)=0, mert ez

1 1 1 1 1
lehetetlen. Ha x>0, akkor P(n<x)=P(g <x)=P(E>7)=1-PE<)=1-F,(7)=1-_, ha
X X X X
0,hax<1

1 .
még az is fenndll, hogy — <1, azaz x>1. Igy F, (x) = . A stirtiségfiiggvényt
X

1
I-—,hax>1

X
derivalassal hatarozhatjuk meg: f, (x) = x ,ha x> 1 (kiildnben =0). Masrészt P({<x)=
g X X hax<05 X
=P(——<x)=PE<—)=91-x"~ ax=99 (A —— <0 sohasem teljesiil.) Derivalas

1+5 I=x" 11, hax>o05 17X

utan: f.(x)=(1- x)” , ha x<0,5 (ktilonben =0). 13.

(1nx—p)2

Inx— >
e ¢ .14,

By o,
j,lgy f,(x)=

x+1 1-x
P(N<x)=P(|g}<x)=P(-x<<x)=P(1-x<t¢<l+x)=F, x+ )-F,(1-x)=1 2 2 =’ hax <1

1 , ha x>1

P(n<x)=P(e® <x)=P(¢ <Inx)= F. (Inx) = q)( 5
TOX
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x-3 x-3

-3 ) Ao-
, vagyis 1eU[0,1]. 15. P(n<x)=P(¢<XT)= l-¢ "2 hax23. f, (=3¢ "2 %3, 16.

2 2 1
PM<x)=P(E <x’)=1-e ,x>0. f,(x)= 2xxe ™™, x>0.17. P(ﬂ<X)=P(O<&—2 <X)=

A

=P(&’ >§) = P(§>%) = 1—P(§S%)= l—FQ(%) . Derivalas utan f, (x) = 2\;;_3 e V|

x>0. 18. Jelolje m a fejek szama, { az irasok szama az n dobas kozben. Igy

n-) 1 (n-1) 1 (n-1) 1
P(ézn)IP(n=k,§=n-k)+P((n=n-k,Q=k)=[k_ J X J{k— J X [k— J ot 19. Jeldlje n
illetve € a két pont origdtol vett tavolsagat! Ekkor &=n-C|. P(§ <x)=P(n—-x<{<n+x).
Geometriai valdszinliségszamitasi modszerrel: (n,C) egy véletlen pont az egységnégyzetben,
igy a n—x < <n+x feltételnek megfeleld tartomany:

L
X »
x Ly
0, hax<0
A keresett eloszlasfiggvény: F, (x)=11-(1- x)*> ,hax €(0,1).
1 hax2>1

7. Vektor valosziniiségi valtozok, valosziniiségi valtozok egyviittes eloszlasa

5. a-1,b-H,c-1,d-H,e-1,f-1,g-L,h-Li-1,j-H 6. Mivel az egyiittes eloszlas elemeinek 6sszege 1, igy
60p=1, azaz p=1/60. & és n fiiggetlenek, mert minden lehetséges értékparnal teljesiil a
fliggetlenség feltétele pl. P(E=-1)=1/6 , P(n=-1)=1/10, és P(&=-1, n=-1)=1/60 stb. 7. Ha a
kockaval 1,2,3-t dobunk, P(§=4,n=2)=0 nyilvan, mert négynél kevesebb lapbol nem lehet
négy figurast kihuzni. Ha a kockaval 4-et dobunk akkor a keresett esemény : ,,2 kiraly és 2

4\(8
N
32)
()
kockan o6tost kapunk, az esemény: ,,2 kiraly és 2 figuras nem kiraly és 1 egyéb”.
4\(8)(20
L)

p, = P(§ =4,n = 2|"6t6t dobtunk a kockaval") = T Végiil, ha a dobas hatos volt,

figurds nem kirdly”. p, = P(€ =4,m=2|"négyet dobtunk a kockéval") = Ha a

32
4

a  keresett esemény: ,2 kiraly, 2  figurds nem  kirdly, 2  egyéb”.
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4)(8)(20

2) 2\ 2
p; = P(§ =4,m = 2|"hatot dobtunk a kockaval") = O A teljes valdszinliség
2
s 1 [a 2e
tételébsl: PE=4n=2)="(p, +P, +P,). 8. f.(x)=[2e>7 dy =
0
2¢ > fe dy=2e x>0, f,(x)=[2e > dx=2e7 e dx=e” y>0, 9.
0 0 0

1 2 2!
y |y
f, (X):jO,S(x+xy+y) dy=0,8{xy+x—2 +—2 } =12x+04, f, (y) =
0 0

1 2 2 1

X® X

= J 0,8(x+xy+y)dy :0,8{? + EX y+ xy} =12y+0,4. & és mn nem fiiggetleneck, mert
0 0

f. ., (xy) = £ (Of, (v).

8. Varhato érték, szordas, szoriasnégyzet, magasabb momentumok, kovariancia és a
Korrelacios egyiitthato

7. a-H,b-H,c-H,d-H,e-1,f-H,g-1,h-H,i-1,j-1.k-1,I-I,m-I,n-H,o-1,p-H,q-1,r-H,s-H,t-H 8.
n 1 n
Mn=2ME+1=21+1,D’*n=4D* =4\ 9. Mn=z—( jpk(l—p)“-k;..,
= 1+k\k
D’n= y (n)pk (1-p)" ™ -(Mn)’= 10 Nem létezik mert
2007 \k . ,

400 1 1 0
.[ Xx———-dx= [— In (1+x* )} divergens. 11. Egyrészt, a fiiggetlenség miatt
n(l+x7) 2n Y

cov(E,&+1) =cov(&, &)+ cov(é,m) = D?E, masrészt D*(E+1m)=D’E+D’n=2D¢. igy
covg,E+n) D% 2
REE = e em) ~Vapepe 2
PE=D)=PE=0)=Pn=1)=P(n=0)=05. PE+n=0)=P(=0P(n=0)=0,25,
PE+n=1)=P(E=DP(n=0)+P(E=0)P(n=1)=05,
P(E+n=2)=P(E=1)P(n=1)=0,25.
P(IE-m[=0)=P(E=0)P(n=0)+P(E=DPMM=1=0,,
P(E-n=D)=PE=DP(M=0)+P(E=0P(n=1)=05. M(E+n)=ME+Mn=1,
M(jg—n))=0.5. M((E+m)g-n)=M(jg? —n’) = 05. fgy
cov(E+1,|E-M|)=0,5-1-0,5=0. E+m ¢és |E—mn| nem lehetnek fiiggetlenek, mert pl.
PE+n=0,6-n=1)=0 de PE+n=0)P(&-n=1)=0,2505=0,125%20 . 13.
MQ:jsinx~0,5dx: ,anjcosx~0,5dx=

0 0

12.

sin 2
2 b

1—cos2
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. . ¢ 1-cos4
Min = M( sin & cos ci) = 0,5M sin 2€ = 0,5_[ sin 2x-0,5dx =
0
l1-cos4 1-cos2 sin2 i . )
cov(n,§) = s 2 7~ 0,216 = nem fiiggetlenek! (Megjegyzés:
PM*+C*=1)=1) 14. Ha E— é jeloli a  standardizaltat, akkor

€ eN(0,)).ME" = [ x"p(x) dx = (n— 1)jx“*2<p(x) dx = (n— )ME™2. Mivel ME =0, igy a
standardizalt minden paratlan hatvanyanak varhato értéke O. MEZ“ = (n—1)(n-3)---1=(n-
. T2 ‘o n 3 " ! ) BT :
D!, mivel ME" =1. Masrészt Mg :M(Giﬂ,t) :z 1 JOH ME® is  fennall.

k=0
Behelyettesitve kaphatjuk a végeredményt.

9. A nagy szamok torvénvei és a centralis hatareloszlas tételek

6. a.-H,b.-H,c,-H,d-I,e.-H 7. Jeldlje £ a csavarok szamat! Ekkor a Csebisev egyenldtlenségbol:

P(4900 < & <5100) = P(|& — 5000 < 100) > 1 - —— 200
10000

szamat! Ekkor a Moivre-Laplace torvénybol:
[ £ —500-0,008

\/500-0,008- 0,992

x=1,65-nél: P(£<1,99-1,65+4) = P(£ < 7,28) = 0,95, vagyis a szalszakadasok sz4ma 8-nl

kisebb lesz legalabb 95%-o0s valdszinliséggel. 9. A centralis hatareloszlas tételt hasznalva:

£ 4G, +otE, —nm
( Yoo <Xj:q’(

=0,96. 8. Jelolje & a szalszakadasok

< x] =P(g<1,99-x+4)~D(x). Masrészt D(1,65)= 0,95, azaz

lim X*j , ahol

n—»o

11mP(§1 +&, 448, <x)=lim

n—o

—o,ham>0

ME Dt . X—nm De i X —nm
m= o= ., X =——. De lim
' ' Vno e fno

=9 0,ham=0 , amib6él mar kovetkezik

o, m<0

az allitas. 10. A Markov egyenl6tlenségbdl: (|§|>3) |é| =3 \/— amibol mar

2 1
kovetkezik P(-3<&<3)21-=—=—. 11. Jelolje & a miikods gépek szamat! Nyilvan

327

£eB(300, 0,7). A Moivre-Laplace tételbol P(§ < np+ X+/npq ) (&, <210+7,93- x) d(x).

Mivel @(3)~ 0,999, igy P (i < 234) ~ 0,999, vagyis az iizemeld gépek szama kevesebb mint
234 99,9%-kal.

I1. fejezet. MATEMATIKAI STATISZTIKA

1. A matematikai statisztika alapfogalmai
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8.a.-I,b.-H,c.-1,d.-L,e.-I,f.-H,g.-I,h.-H,i.-L,j.-Lk..-I,1.-H,m.-H,n.-1,0.-H,p.-I,q.-H 9. Az

— 1 — 1 9

atlagstatisztika tulajdonsagait kihasznalva MT, = Mg, = 2= 9,D°T, =D?¢, = o
n n

Masrészt a rendezett minta eloszlasara vonatkozo6 tétel miatt:

X

* X - ' —Ax 4
P(T1 <x):P E, <—)=1-|1-|1-e =l-e , azaz T, €B(A). Innen mar
n

1 1
kozvetleniil kovetkezik, hogy MT, = I 9,ésD°T,= I 9. Lathaté, hogy D°T, <D’T,,

azaz T, a hatdsosabb torzitatlan becslés. 10. Mivel P(F:T < X) = 1—(1— F(X,S))n , ahol

F(x,8)=[f(t,9)dt=[ e’ dt=e[e dt=1-¢"" ,x>9. fgy
9 9 9
P(é* < x) =1-e""™ =f.(x)=ne"™™ Mg = T xf.(x)dx= T xne™ ™ dx = 9 +l
! - g : e KA B n’
vagyis MT=39, azaz T torzitatlan becslés. Tovabba

0
P

R 2 2 |
M(il)2 = Ixzf&]* (x) dx:_[xzne“‘g’“"dx:82 +58+n_2’ ahonnan D’T=D’¢; =2 azaz
—© 9

0

. . 9
T erdsen konzisztens, vagyis konzisztens is. 11. a.) Mg, = J.XE e dx =0, mert paratlan

—©

5 —Si\xm
az inegranduszfliggvény. b.) A likelihood fliggvény: L(xl,x2 ,x3,x4,x5,9) = 2—263 = a

loglikelihood fliggvény:

9 S s .
l(x],xz,x3,x4,x5,8):lnL(xl,xz,XS,x4,x5,8):51n5—8§|x1|. Innen derivalas utan:

o 5 1
——=—- z |X;,|=0=>8=—F5——=5. Az adott mintarealiziciondl a 3 paraméter

9 9 I
gZ|Xi|
i=1
maximum likelithood becslése 5. 12. Ismert szérasu normalis eloszlasi minta esetén az

ismeretlen varhato értékre az a [TI,TZ] konfidenciaintervallum szerkeszthetd, ahol

- © - © €
T, =&, ——nue , T, =&, +—nue, CI)(uE): 1—5. Most €=0,1, igy u, =1,65. A konfidencia

Vn Vn

20
intervallum hossza 1= Tu8 —+/n = 2,4-1,65=3,96. A mintaclemszdmnak tehat legalabb
n

16 nak kell lennie. 13. A szamitott statisztikdk most: X, =1¢s szz = 0,09 . Ismeretlen szorasa

* *

s S
normalis minta esetén a [T1 ,Tz] konfidencia intervallum T, = X; —ﬁte , T, =X, +ﬁte,

ahol a t_ szamot a 4 szabadsagfoku Student eloszlas tablazatabol kell kiolvasni. Most €=0,1
igy t,, =2,132. Azaz a 90%-o0s konfidenciaintervallum: [ 0,713 , 1,286].

2. Hipotéziselmélet
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10.a.-H,b.-I,c.-1,d.-L,e.-H,f.-1,g.-[,h.-H,i.-Lj.-H k.-[,1.-H,m.-H,n.-1,0.-H,p.-H,q.-L,r.-H,s.-I,t.-
H,u.-I,v.-H,w.-H,x.-I 11. Kétmintas t-probaval dontiink. A mintakbol szamolt korrigalt
empirikus szorasnégyzet statisztikak rendre szz =2533¢s 622 =38,33. Az F-proba
statisztikdjanak szamitott értéke 1,513225424398, amihez kiolvashato kritikus érték ( a
szabadsagfokok most f, = f, =5) F, 5 = 5,05, ami azt is jelenti, hogy a mintak szorasai

egyenloeknek tekinthetok, vagyis alkalmazhatjuk a kétmintas t-probat. A mintaatlagok
Xe =297 és y, =310, probastatisztika szamitott értéke:

297 - 310 36(6+6-2)
J5(2533+3833) V. 6+6
ertek a 10 szabadsagfokot figyelembevéve: K s = 2,228. Mivel a szamitott ert€k a nagyobb,

~ 3,64, az eloirt szignifikancia szinthez tartozo kritikus

igy a két minta varhat6 értékei nem lehetnek azonosak, vagyis az uj technoldgiaval eldallitott
probakockak tordszilardsaga szignifikdnsan nagyobb, hiszen y, > X, . 12. Tiszta

illeszkedésvizsgalatot kell végezniink. A kocka szabalyossaga azt jelenti, hogy mindegyik

értéket ugyanakkora valdszinliséggel dobhatunk vele, azaz p, =p, =...=p, = I A szamitott

¢, (v, -200)°
Sbastatisztika: Y ~—————
probastatisziika 12:1: 200

szabadsagfokhoz tartoz6 kritikus értek: K, = 9,236. Vagyis, az adott szinten a kocka

~ 5,72 . A 90%-os szignifikancia szinthez és a 5

szabalyosnak tekinthetd. 13. Tiszta illeszkedésvizsgalattal kell dolgozni. Az egyes
sulycsoportokhoz tartozo elméleti valoszintiségek, ha az N(78, 11) eloszlassal szamolunk:

6078 18
p, =PE<60)= =) =1-0{ 7] =0.05089,

—P(6o<g<7o)—q>(_—8)—q>(_—m)—@(ﬁj—q{ﬁ)—owz%
Py = H\OU= ST 11/ "\ )= :

2 8
p, =P(70<&<80)= @(ﬁj +q>(ﬁ) ~1=0,33858,

2
CD(—) =0,29021,

p4=P(80§§<90)=®(£) 11

1
12
ps =P(90< & <100) = d(2) —@(H) =0,11491,
pe = P(£>101) = 1-®(2) = 0,02275. A probastatisztika szamitott értéke
(7 -5,089)" N (16 —18,266)’ N (32 - 33,858)’ N (28 —29,021)*
5,089 18,266 33858 29,021
(13-11491)°  (4-2275)

+ + ~2,6427 . A szabadsagfok 5, a kritikus értéke=0,05-nél
11,491 2,275

Ko =11,070. A megvizsgalt mintan az utasok stlyanak eloszlasa nem tér el a

feltételezettol. 14. A feladatot fiiggetlenségvizsgalattal kell megoldani. A mérési adatokat az
alabbi kontingenciatdblazatba foglalhatjuk:

méretre szakitoszilardsagra
megfeleld selejtes Osszesen
megfeleld 416 23 439
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selejtes 16 5 21
0sszesen 432 28 460

(416-5-16-23)°
432-28-21-439
kritikus érték K s =3,841. Mivel T<K, s, ezért a fliggetlenségre vonatkozo6 nullhipotézist
95%-o0s szignifikancia szinten elfogadjuk.

A probastatisztika szamitott értéke: T = 460 ~ 1,209. A szabadsagifok 1, a

3. Regresszioanalizis

18
ZXiYi —18-X5¥ s .
5. a-Lb-Lc-Ld-He-I 6. 4=-— ~0,113 é b=7,,—4-X,4 ~0,040.

ixf —18(%, )
i=1

I? =0,79. 7. Lineéris regressziéval. A szamitott statisztikak: X, =6,31ésy,, = 11,11,

STOZ = 50,445 és GTOZ = 62,083, a mintak empirikus korrelacios egyiitthatdja: t = 0,931

(o} N
a=t—-~1036ésb=y,-4-X,,~4,57. 1’ =0873. 8. Az y=a-x’ +b-x+c parabdla
S1o
6 6 6 6
2xi 2k 2 Xy,
i=1 121 1:61 i=1
1

egyitthatoit a fo Z : Zx

1 i=1 i=1

6
inz in 6 ZYi

i=1 i=1 i=1

>

a
6
‘| b= inyi egyenletrendszer megoldasabol
c

kapjuk. Az Osszegeket a mintabol kiszamolva ez konkrétan a
13124 1504 188) [a 8510
1504 188 28 || b| =| 1038 [ haromismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldasat

188 28 6 C 155

jelenti. A megoldasok: a=0,56, b= —0,63,8=11,191. Az illeszkedés josaga I° =1, ami
igen erds regresszios Osszefliggést sejtet.
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TABLAZATOK
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A standard normalis eloszlas stiriiségfiiggvény és eloszlasfiiggvény tablazata

2

1

X 1 %
o()="=e *, e == e

@
2 dt

X—U 1 (x—p o
. Ha &eN(u,G), akkor P(§ <x)=® és f, (x):g(p 5 ) (Ezen tulajdonsagok
c

miatt van csak standard normalis eloszlas-tablazat).
. Ha x>0, akkor ®(—x)=1-®(x). (Ezen tulajdonsag miatt van a tdblazatban csak

nemnegativ X argumentum)

. Ha ¢ €(0,1), akkor P(-u, < Sl <uc):2(l)(u8)—1: 1-¢, azaz CI)(uE): 1—%.
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x D(x) o(x)
,00 ,500000 ,398942
01 ,503989 , 398922
,02 ,507978 , 398862
,03 511966 , 398763
,04 515953 ,398623
,05 ,519939 ,398444
,06 ,523922 , 398225
,07 ,527903 , 397966
,08 ,531881 , 397668
,09 ,535856 , 397330
,10 ,539828 , 396953
11 ,543795 , 396536
12 547758 ,396080
13 551717 ,395585
14 ,555670 , 395052
15 ,559618 ,394479
16 ,563559 ,393868
17 ,567495 , 393219
,18 ,571424 , 392531
,19 ,575345 , 391806
,20 ,579260 , 391043
21 ,583166 ,390242
22 ,587064 ,389404
23 ,590954 , 388529
24 ,594835 , 387617
25 ,598706 , 386668
,26 ,602568 , 385683
27 ,606420 , 384663
28 ,610261 ,383606
,29 ,614092 , 382515
,30 ,617911 , 381388
31 ,621720 , 380226
,32 ,625516 , 379031
33 ,629300 , 377801
34 ,633072 , 376537
35 ,636831 ,375240
,36 ,640576 , 373911
,37 ,644309 , 372548
,38 ,648027 , 371154
,39 ,651732 , 369728
,40 ,655422 , 368270
41 ,659097 , 366782
42 ,662757 ,365263
43 ,666402 , 363714
,44 ,670031 , 362135
45 ,673645 , 360527
,46 ,677242 , 358890
AT ,680822 , 357225
,48 ,684386 , 355533
,49 ,687933 , 353812
,50 ,691462 , 352065

x 0 (x) o(x)
51 ,694974 ,350292
,52 ,698468 ,348493
53 ,701944 , 346668
54 ,705401 , 344818
55 ,708840 ,342944
,56 , 712260 , 341046
,57 ,715661 , 339124
598 , 719043 , 337180
,59 , 722405 , 335213
,60 125747 , 333225
,61 , 729069 331215
,62 ,732371 , 329184
,63 ,735653 , 327133
,64 ,738914 ,325062
,65 , 742154 ,322972
,66 , 745373 ,320864
,67 , 748571 , 318737
,68 751748 , 316593
,69 , 754903 ,314432
,70 ,758036 , 312254
71 ,761148 , 310060
72 , 764238 , 307851
73 , 767305 , 305627
74 , 770350 , 303389
75 ,773373 , 301137
,76 ,776373 ,298872
17 , 779350 ,296595
,78 , 782305 ,294305
,79 , 785236 ,292004
,80 , 788145 ,289692
,81 ,791030 ,287369
,82 ,793892 ,285036
,83 ,796731 ,282694
,84 ,799546 ,280344
,85 ,802337 , 277985
,86 ,805105 275618
,87 ,807850 273244
,88 ,810570 ,270864
,89 ,813267 ,268477
,90 ,815940 ,266085
91 ,818589 , 263688
,92 821214 ,261286
93 ,823814 ,258881
,94 ,826391 ,256471
,95 ,828944 ,254059
,96 ,831472 ,251644
.97 ,833977 ,249228
,98 ,836457 ,246809
,99 ,838913 ,244390
1,00 ,841345 ,241971
1,01 ,843752 ,239551
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X D(x) o)
1,02 ,846136 ,237132
1,03 ,848495 ,234714
1,04 ,850830 ,232297
1,05 ,853141 ,229882
1,06 ,855428 ,227470
1,07 ,857690 ,225060
1,08 ,859929 ,222653
1,09 ,862143 ,220251
1,10 ,864334 ,217852
1,11 ,866500 ,215458
1,12 ,868643 ,213069
1,13 ,870762 ,210686
1,14 ,872857 ,208308
1,15 ,874928 ,205936
1,16 ,876976 ,203571
1,17 ,879000 ,201214
1,18 ,881000 ,198863
1,19 ,882977 ,196520
1,20 ,884930 ,194186
1,21 ,886861 ,191860
1,22 ,888768 ,189543
1,23 ,890651 ,187235
1,24 ,892512 ,184937
1,25 ,894350 ,182649
1,26 ,896165 ,180371
1,27 ,897958 ,178104
1,28 ,899727 ,175847
1,29 ,901475 ,173602
1,30 ,903200 ,171369
1,31 ,904902 ,169147
1,32 ,906582 ,166937
1,33 ,908241 ,164740
1,34 ,909877 ,162555
1,35 ,911492 ,160383
1,36 ,913085 ,158225
1,37 914657 ,156080
1,38 ,916207 ,153948
1,39 917736 ,151831
1,40 ,919243 ,149727
1,41 ,920730 ,147639
1,42 ,922196 ,145564
1,43 ,923641 ,143505
1,44 ,925066 ,141460
1,45 ,926471 ,139431
1,46 ,927855 ,137417
1,47 ,929219 ,135418
1,48 ,930563 ,133435
1,49 931888 ,131468
1,50 ,933193 ,129518
1,51 ,934478 ,127583
1,52 ,935745 ,125665
1,53 ,936992 ,123763

X D(x) ()
1,54 ,938220 ,121878
1,55 ,939429 ,120009
1,56 ,940620 ,118157
1,57 ,941792 ,116323
1,58 ,942947 ,114505
1,59 ,944083 ,112704
1,60 ,945201 ,110921
1,61 ,946301 ,109155
1,62 ,947384 ,107406
1,63 ,948449 ,105675
1,64 ,949497 ,103961
1,65 ,950529 ,102265
1,66 ,951543 ,100586
1,67 ,952540 ,098925
1,68 ,953521 ,097282
1,69 ,954486 ,095657
1,70 ,955435 ,094049
1,71 ,956367 ,092459
1,72 ,957284 ,090887
1,73 ,958185 ,089333
1,74 ,959070 ,087796
1,75 ,959941 ,086277
1,76 ,960796 ,084776
1,77 ,961636 ,083293
1,78 ,962462 ,081828
1,79 ,963273 ,080380
1,80 ,964070 ,078950
1,81 ,964852 ,077538
1,82 ,965620 ,076143
1,83 ,966375 ,074766
1,84 967116 ,073407
1,85 ,967843 ,072065
1,86 ,968557 ,070740
1,87 ,969258 ,069433
1,88 ,969946 ,068144
1,89 ,970621 ,066871
1,90 ,971283 ,065616
1,91 ,971933 ,064378
1,92 972571 ,063157
1,93 973197 ,061952
1,94 ,973810 ,060765
1,95 ,974412 ,059595
1,96 ,975002 ,058441
1,97 ,975581 ,057304
1,98 ,976148 ,056183
1,99 976705 ,055079
2,00 ,977250 ,053991
2,01 977784 ,052919
2,02 ,978308 ,051864
2,03 ,978822 ,050824
2,04 ,979325 ,049800
2,05 ,979818 ,048792
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X D) ()
2,58 ,995060 ,014305
2,59 ,995201 ,013940
2,60 ,995339 ,013583
2,61 ,995473 ,013234
2,62 ,995604 ,012892
2,63 ,995731 ,012558
2,64 ,995855 ,012232
2,65 ,995975 ,011912
2,66 ,996093 ,011600
2,67 ,996207 ,011295
2,68 ,996319 ,010997
2,69 ,996427 ,010706
2,70 ,996533 ,010421
2,71 ,996636 ,010143
2,72 ,996736 ,009871
2,73 ,996833 ,009606
2,74 ,996928 ,009347
2,75 ,997020 ,009094
2,76 ,997110 ,008846
2,77 ,997197 ,008605
2,78 ,997282 ,008370
2,79 ,997365 ,008140
2,80 ,997445 ,007915
2,81 ,997523 ,007697
2,82 ,997599 ,007483
2,83 ,997673 ,007274
2,84 ,997744 ,007071
2,85 ,997814 ,006873
2,86 ,997882 ,006679
2,87 ,997948 ,006491
2,88 ,998012 ,006307
2,89 ,998074 ,006127
2,90 ,998134 ,005953
2,91 ,998193 ,005782
2,92 ,998250 ,005616
2,93 ,998305 ,005454
2,94 ,998359 ,005296
2,95 ,998411 ,005143
2,96 ,998462 ,004993
2,97 ,998511 ,004847
2,98 ,998559 ,004705
2,99 ,998605 ,004567

X D(x) o)
2,06 ,980301 ,047800
2,07 ,980774 ,046823
2,08 981237 ,045861
2,09 ,981691 ,044915
2,10 ,982136 ,043984
2,11 ,982571 ,043067
2,12 ,982997 ,042166
2,13 983414 ,041280
2,14 ,983823 ,040408
2,15 ,984222 ,039550
2,16 ,984614 ,038707
2,17 ,984997 ,037878
2,18 ,985371 ,037063
2,19 ,985738 ,036262
2,20 ,986097 ,035475
2,21 ,986447 ,034701
2,22 ,986791 ,033941
2,23 987126 ,033194
2,24 ,987455 ,032460
2,25 987776 ,031740
2,26 ,988089 ,031032
2,27 ,988396 ,030337
2,28 ,988696 ,029655
2,29 ,988989 ,028985
2,30 ,989276 ,028327
2,31 ,989556 ,027682
2,32 ,989830 ,027048
2,33 ,990097 ,026426
2,34 ,990358 ,025817
2,35 ,990613 ,025218
2,36 ,990863 ,024631
2,37 ,991106 ,024056
2,38 ,991344 ,023491
2,39 991576 ,022937
2,40 ,991802 ,022395
2,41 ,992024 ,021862
2,42 ,992240 ,021341
2,43 ,992451 ,020829
2,44 ,992656 ,020328
2,45 ,992857 ,019837
2,46 ,993053 ,019356
2,47 ,993244 ,018885
2,48 ,993431 ,018423
2,49 ,993613 ,017971
2,50 ,993790 ,017528
2,51 ,993963 ,017095
2,52 ,994132 ,016670
2,53 ,994297 ,016254
2,54 ,994457 ,015848
2,55 ,994614 ,015449
2,56 ,994766 ,015060
2,57 ,994915 ,014678
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A Student eloszlas tablazata
P(g>t,)=¢, P(-t, <&<t,)=1-¢

Siiriségfiiggvény

(n+1)
w1 | .

f. (x)= c(n)-(ﬁj ’ , ahol ¢(n) = (—Z,F(x) :J.e"t"’l dt.
T

nj\/g 0

2
n a szabadsagfok
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€ 0,90 0,80 0,70 0,60 0,50 0,40 0,30
Szabadsagi
fok
1,00 ,158384 ,324920 ,509525 ,726543 1,000000 1,376382 1,962611
2,00 ,142134 ,288675 ,444750 ,617213 ,316497 1,060660 1,386207
3,00 ,136598 ,276671 ,424202 ,584390 ,764892 978472 1,249778
4,00 ,133830 ,270722 ,414163 ,568649 ,740697 ,940965 1,189567
5,00 ,132175 ,267181 ,408229 ,559430 ,726687 ,919544 1,155767
6,00 ,131076 ,264835 ,404313 ,553381 ,717558 905703 1,134157
7,00 ,130293 ,263167 ,401538 ,549110 ,711142 ,896030 1,119159
8,00 ,129707 ,261921 ,399469 ,545934 ,706387 ,388890 1,108145
9,00 ,129253 ,260955 ,397868 ,543480 ,702722 ,883404 1,099716
10,00 ,128890 ,260185 ,396591 ,541528 ,699812 ,879058 1,093058
11,00 ,128594 ,259556 ,395551 ,539938 ,697445 ,875530 1,087666
12,00 ,128347 ,259033 ,394686 ,538618 ,695483 ,872609 1,083211
13,00 ,128139 ,258591 ,393955 ,537504 ,693829 ,870152 1,079469
14,00 ,127961 ,258213 ,393331 ,536552 ,6092417 ,868055 1,076280
15,00 ,127806 ,257885 ,392790 ,535729 ,691197 ,866245 1,073531
16,00 ,127671 ,257599 ,392318 ,535010 ,690132 ,864667 1,071137
17,00 ,127552 ,257347 ,391902 ,534377 ,689195 ,863279 1,069033
18,00 ,127447 ,257123 ,391533 ,533816 ,688364 ,862049 1,067170
19,00 ,127352 ,256923 ,391202 ,533314 ,687621 ,860951 1,065507
20,00 ,127267 ,256743 ,390906 ,532863 ,686954 ,859964 1,064016
21,00 ,127190 ,256580 ,390637 ,532455 ,686352 ,859074 1,062670
22,00 ,127120 ,256432 ,390394 ,532085 ,685805 ,858266 1,061449
23,00 ,127056 ,256297 ,390171 ,531747 ,685306 ,857530 1,060337
24,00 ,126998 ,256173 ,389967 ,531438 ,684850 ,856855 1,059319
25,00 ,126944 ,256060 ,389780 ,531154 ,684430 ,856236 1,058384
26,00 ,126895 ,255955 ,389607 ,530892 ,684043 ,855665 1,057523
27,00 ,126849 ,255858 ,389448 ,530649 ,683685 ,855137 1,056727
28,00 ,126806 ,255768 ,389299 ,530424 ,683353 ,854647 1,055989
29,00 ,126767 ,255684 ,389161 ,530214 ,683044 ,854192 1,055302
30,00 ,126730 ,255605 ,389032 ,530019 ,682756 ,853767 1,054662
40,00 ,126462 ,255039 ,388100 ,528606 ,680673 ,850700 1,050046
60,00 ,126194 ,254473 ,387170 ,527198 ,678601 ,847653 1,045469
120,00 ,125928 ,253910 ,386244 ,525796 ,676540 ,844627 1,040932
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€ 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,001
szabadsagi
fok
1,00 3,077684 6,313752 12,70620 31,82052 63,65674 636,6205
2,00 1,885618 2,919986 4,302653 6,964557 9,924843 31,59905
3,00 1,637744 2,353363 3,182446 4,540703 5,840909 12,92398
4,00 1,533206 2,131847 2,776445 3,746947 4,604095 8,610302
5,00 1,475884 2,015048 2,570582 3,364930 4,032143 6,868827
6,00 1,439756 1,943180 2,446912 3,142668 3,707428 5,958816
7,00 1,414924 1,894579 2,364624 2,997952 3,499483 5,407883
8,00 1,396815 1,859548 2,306004 2,896459 3,355387 5,041305
9,00 1,383029 1,833113 2,262157 2,821438 3,249836 4,780913
10,00 1,372184 1,812461 2,228139 2,763769 3,169273 4,586894
11,00 1,363430 1,795885 2,200985 2,718079 3,105807 4,436979
12,00 1,356217 1,782288 2,178813 2,680998 3,054540 4,317791
13,00 1,350171 1,770933 2,160369 2,650309 3,012276 4,220832
14,00 1,345030 1,761310 2,144787 2,624494 2,976843 4,140454
15,00 1,340606 1,753050 2,131450 2,602480 2,946713 4,072765
16,00 1,336757 1,745884 2,119905 2,583487 2,920782 4,014996
17,00 1,333379 1,739607 2,109816 2,566934 2,898231 3,965126
18,00 1,330391 1,734064 2,100922 2,552380 2,878440 3,921646
19,00 1,327728 1,729133 2,093024 2,539483 2,860935 3,883400
20,00 1,325341 1,724718 2,085963 2,527977 2,845340 3,849516
21,00 1,323188 1,720743 2,079614 2,517648 2,831360 3,819277
22,00 1,321237 1,717144 2,073873 2,508325 2,818756 3,792131
23,00 1,319460 1,713872 2,068658 2,499867 2,807336 3,767627
24,00 1,317836 1,710882 2,063899 2,492159 2,796940 3,745399
25,00 1,316345 1,708141 2,059539 2,485107 2,787436 3,725144
26,00 1,314972 1,705618 2,055529 2,478630 2,778715 3,706612
27,00 1,313703 1,703288 2,051831 2,472660 2,770683 3,689592
28,00 1,312527 1,701131 2,048407 2,467140 2,763262 3,673906
29,00 1,311434 1,699127 2,045230 2,462021 2,756386 3,659405
30,00 1,310415 1,697261 2,042272 2,457262 2,749996 3,645959
40,00 1,303077 1,683851 2,021075 2,423257 2,704459 3,550966
60,00 1,295821 1,670649 2,000298 2,390119 2,660283 3,460200
120,00 1,288646 1,657651 1,979930 2,357825 2,617421 3,373454
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Az F (Fisher) eloszlas tablazata
Szignifikancia szint 95%-os

P(E>K,)=0,975
f,+1 a szamlalo korrigalt empirikus szorasnégyzetéhez tartozo mintaelemszam
f, +1 a nevezd korrigalt empirikus szorasnégyzetéhez tartoz6 mintaclemszam
f, az oszlopok tetején, f, a sorok elején all

A stiriségfiiggvény

F(fl +f,

2 f, i+

le(f2 +f, -x) 2 x>0, ahol I'(x) :je"‘[x'1 dt.
0

f

=
2 2
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fl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 16 20 24 30 50 100
2
1 161,44 | 199,50 | 215,71 | 224,58 | 230,16 | 233,99 | 236,77 | 238,88 | 240,54 | 241,88 | 243,91 | 246,46 | 248,01 | 249,05 | 250,10 | 251,77 | 253,04
2 18,512 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40 19,41 19,43 19,45 19,45 19,46 19,48 19,49
3 10,127 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79 8,74 8,69 8,66 8,64 8,62 8,58 8,55
4 7,7086 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96 5,91 5,84 5,80 5,77 5,75 5,70 5,66
5 6,6078 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74 4,68 4,60 4,56 4,53 4,50 4,44 4,41
6 5,9873 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06 4,00 3,92 3,87 3,84 3,81 3,75 3,71
7 5,5914 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64 3,57 3,49 3,44 3,41 3,38 3,32 3,27
8 5,3176 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35 3,28 3,20 3,15 3,12 3,08 3,02 2,97
9 5,1173 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14 3,07 2,99 2,94 2,90 2,86 2,80 2,76
10 4,9646 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98 2,91 2,83 2,77 2,74 2,70 2,64 2,59
11 4,8443 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85 2,79 2,70 2,65 2,61 2,57 2,51 2,46
12 4,7472 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75 2,69 2,60 2,54 2,51 2,47 2,40 2,35
13 4,6671 3,81 341 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67 2,60 2,51 2,46 2,42 2,38 2,31 2,26
14 4,6001 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60 2,53 2,44 2,39 2,35 2,31 2,24 2,19
15 4,5430 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54 2,48 2,38 2,33 2,29 2,25 2,18 2,12
16 4,4939 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49 2,42 2,33 2,28 2,24 2,19 2,12 2,07
17 4,4513 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45 2,38 2,29 2,23 2,19 2,15 2,08 2,02
18 4,4138 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41 2,34 2,25 2,19 2,15 2,11 2,04 1,98
19 4,3807 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,38 2,31 2,21 2,16 2,11 2,07 2,00 1,94
20 4,3512 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,35 2,28 2,18 2,12 2,08 2,04 1,97 1,91
21 4,3247 347 3,07 2,84 2,68 2,57 2,49 2,42 2,37 2,32 2,25 2,16 2,10 2,05 2,01 1,94 1,88
24 4,2596 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36 2,30 2,25 2,18 2,09 2,03 1,98 1,94 1,86 1,80
26 4,2252 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22 2,15 2,05 1,99 1,95 1,90 1,82 1,76
28 4,1959 3,34 2,95 2,71 2,56 2,45 2,36 2,29 2,24 2,19 2,12 2,02 1,96 1,91 1,87 1,79 1,73
32 4,1490 3,29 2,90 2,67 2,51 2,40 2,31 2,24 2,19 2,14 2,07 1,97 1,91 1,86 1,82 1,74 1,67
36 4,1131 3,26 2,87 2,63 2,48 2,36 2,28 2,21 2,15 2,11 2,03 1,93 1,87 1,82 1,78 1,69 1,62
40 4,0847 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08 2,00 1,90 1,84 1,79 1,74 1,66 1,59
60 4,0011 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99 1,92 1,82 1,75 1,70 1,65 1,56 1,48
100 3,9361 3,09 2,70 2,46 2,31 2,19 2,10 2,03 1,97 1,93 1,85 1,75 1,68 1,63 1,57 1,48 1,39
200 3,8883 3,04 2,65 2,42 2,26 2,14 2,06 1,98 1,93 1,88 1,80 1,69 1,62 1,57 1,52 1,41 1,32
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A 1’ -eloszlas tablazata
Pe>K,)=¢

Az f szabadsagfok a sorok elején olvashato, az € szint az oszlopok tetején all
A K, kritikus érték a megfeleld sor-oszlop keresztez6dés celldjaban all

Siiriségfiiggvény

1 Xt 7
fé(x)zT 2.x2 x> 0,ahol l”(x):_[e’tt"'1 dt
2 0
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€ 0,99 0,98 0,90 0,80 0,70 0,50
szab.fok

1 ,0002 ,0006 ,0039 ,0158 ,1485 ,4549
2 ,0201 ,0404 ,1026 ,2107 ,7133 1,3863
3 ,1148 ,1848 ,3518 ,5844 1,4237 2,3660
4 ,2971 ,4294 ,7107 1,0636 2,1947 3,3567
5 ,5543 ,7519 1,1455 1,6103 2,9999 4,3515
6 ,8721 1,1344 1,6354 2,2041 3,8276 5,3481
7 1,2390 1,5643 2,1673 2,8331 4,6713 6,3458
8 1,6465 2,0325 2,7326 3,4895 5,5274 7,3441
9 2,0879 2,5324 3,3251 4,1682 6,3933 8,3428
10 2,5582 3,0591 3,9403 4,8652 7,2672 9,3418
11 3,0535 3,6087 4,5748 5,5778 8,1479 10,3410
12 3,5706 4,1783 5,2260 6,3038 9,0343 11,3403
13 4,1069 4,7654 5,8919 7,0415 9,9257 12,3398
14 4,6604 5,3682 6,5706 7,7895 10,8215 13,3393
15 5,2293 5,9849 7,2609 8,5468 11,7212 14,3389
16 5,8122 6,6142 7,9616 9,3122 12,6243 15,3385
17 6,4078 7,2550 8,6718 10,0852 13,5307 16,3382
18 7,0149 7,9062 9,3905 10,8649 14,4399 17,3379
19 7,6327 8,5670 10,1170 11,6509 15,3517 18,3377
20 8,2604 9,2367 10,8508 12,4426 16,2659 19,3374
21 8,8972 9,9146 11,5913 13,2396 17,1823 20,3372
22 9,5425 10,6000 12,3380 14,0415 18,1007 21,3370
23 10,1957 11,2926 13,0905 14,8480 19,0211 22,3369
24 10,8564 11,9918 13,8484 15,6587 19,9432 23,3367
25 11,5240 12,6973 14,6114 16,4734 20,8670 24,3366
26 12,1981 13,4086 15,3792 17,2919 21,7924 25,3365
27 12,8785 14,1254 16,1514 18,1139 22,7192 26,3363
28 13,5647 14,8475 16,9279 18,9392 23,6475 27,3362
29 14,2565 15,5745 17,7084 19,7677 24,5770 28,3361
30 14,9535 16,3062 18,4927 20,5992 25,5078 29,3360

153




