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ELOSZO

A jegyzet a BME Villamosmérndki és Informatikai Kar Informatikus szaka-
nak Valészintiségszamitas c. tantargyahoz késziilt segédanyag.

A jegyzet az elmélet szokasos felépitését kovetve négy fejezetre tagolodik,
a fejezetek szakaszokbol dllnak. Az elsé fejezet tartalmazza a valészintiségsza-
mitas axibmarendszerét, a valészintiségi mérték legfontosabb tulajdonsagait
és kiszamitasanak klasszikus modszereit. A masodik fejezet a valdsziniiségi
véaltozokkal, a harmadik fejezet a valoszintiségi vektorvaltozokkal foglakozik.
A negyedik fejezetben kapnak helyet a nagy szamok térvényei és a centralis
hatareloszlas tételek. A fejezetek végén nagy szamu kidolgozott feladat és
6nélléan megoldandé gyakorlat talalhato. A jegyzet végén a felhasznalt
jelolések, szimbolumok osszefoglalasa, targymutato, ajanlott irodalmak je-
gyzéke és fliggelékben a normalis eloszlés tablazata olvashaté még.

A Valoszintiségszamitas c. tantargy elGkésziti a Tomegkiszolgalds infor-
matikai rendszerekben és az Informéciéelmélet c. tantargyakat, de olyan més
targyak is épitenek ra, mint pl. a Matematikai statisztika, Sztochasztikus
folyamatok, Véletlen szamok generdlasa és szimulaciok, Megbizhatosagelmé-
let, Operaciékutatas, sth.

A valésziniiségszamitast axiomatikus felépitésben targyaljuk, eleve elfo-
gadott alapfogalmakbol és alaptételekbédl kiindulva jutunk el az egyszertibb
tételeken és definicidkon keresztiil az Gsszetettebb allitasokhoz és fogalmak-
hoz. A tételek nagy része bizonyitasokkal egyiitt szerepel, ami az elméleti
hattér jobb megértését szolgalja. Ugyanezt segitik a bemutatott példak és
kidolgozott feladatok, valamint a mellékelt dbrak is. Az Gsszetett, bonyolult
bizonyitasokat els6 olvasaskor mellgzni lehet, a f6bb Osszefiiggések anélkiil is
megérthetsk.

Eztton mondok koszénetet Dr. Gyorfi Laszlé akadémikusnak a kézirat
gondos atnezéséért, a jegyzet szerkezeti felépitésével kapcsolatos tandcsaiért
és értékes szakmai megjegyzéseiért, kiegészitéseiért. Készoném Pintér Marta
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doktorandusznak is, hogy koriiltekintGen elolvasta a kéziratot, és segitett a hi-
bak, pontatlansdgok kikiiszobdlésében. Koszonettel tartozom Gyéri Sandor
mésodéves informatikus hallgatonak is, aki sokat dolgozott a széveg inter-
net halozatra tételével. Végezetiil kbszoném Salfer Gabor tanéarsegédnek a
I TEXszovegszerkeszt6vel kapcsolatos tandcsait, segitségét.
Budapest, 1998. szeptember 15.
Ketskeméty Laszlo



I. fejezet

A Kolmogorov-féle valoszintiségi
mezo

I.1. A valészintiségszamitas alapfogalmai és axi-
6marendszere

Az alapfogalmak szemléletbdl ereds, magatol értetds fogalmakat jelentenek,
amelyeket egyszeriibb fogalmak segitségével nem lehet definialni, hanem csu-
pan koriilirni lehet Gket, illet6leg példakat lehet mutatni rajuk.

Hasonléan, az axidmdk bizonyités nélkiil elfogadott allitasok, amelyek
annyira nyilvanvaléak, hogy csupan a szemléletbdl vezetjiik le Sket.

I.1.1. Alapfogalom: Véletlen kisérleten (&) olyan folyamatot, jelensé-
get értiink, amelynek kimenetele el6re bizonyosan meg nem mondhaté, csupan
az, hogy elvileg milyen kisérletkimenetelek lehetnek. A véletlen kisérletet
akdrhanyszor meg lehet figyelni, vagy végre lehet hajtani azonos feltételek
mellett.

I1.1.1. Példa:

a.) Egy szabalyos jatékkockaval dobunk. Nem tudjuk elére megmondani az
eredményt, de azt allithatjuk, hogy az 1,2,3,4,5.6 érték koziil valamelyiket
kapjuk.

b.) Egy teljes, j6l megkevert csomag magyarkartyabol véletlenszertien kiha-
zunk 10 lapot. A véletlentdl fiigg, hogy melyik lesz az a 10 lap, de azt
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tudjuk, hogy a 32 lap Osszes ismétlés nélkiili kombinacioja koziil lehet
csak valamelyik.

c.) Egy telefonkésziiléket figyelve mérjiik a két hivas kozott eltelt idst. A
lehetséges kimenetelek a [0, 00) intervallum pontjai.

I.1.2. Alapfogalom: A R véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleit elems
eseménynek nevezziik. A véletlen kisérlet végrehajtasa sordn az elemi es-
emények halmazdbol mindig csak egy fog realizalodni. Az elemi események
jelolésére az w, esetleg w; szimboélumokat fogjuk hasznélni.

I.1.1. Definicié: A K véletlen kisérlettel kapcsolatos Osszes elemi ese-
mény halmazat eseménytérnek nevezziik és 2-val jeloljiik.

1.1.2. Példa:

a.) A kockadobas kisérletével kapcsolatos elemi események az 1,2,3,4,5,6

értékek, Q = {1,2,3,4,5,6}.

b.) A kértyahuzas kisérlethez tartozo elemi események a 32-es csomag Osszes
10 lapos részhalmazai, a lapok sorrendjét nem figyelembevéve, Q = {w : w
a 32 kartyacsomag egy 10 elemszami kombinacioja}.

c.) A telefonhivasok kozotti idtartamra vonatkozo kisérlethez tartozo elemi
események az ) = [0, 00) intervallum pontjai.

I.1.2. Definicié: Az elemi események halmazait, az ) eseménytér rész-
halmazait eseményeknek nevezziik, és a latin abc bettivel jeloljiik: A, B, C, .. ..

Megjeqyzés:

a.) Az események definialasat gyakran logikai allitasok megfogalmazasaval
tessziik. Ilyenkor az eseménynek megfelel§ halmaz azokbél az elemi es-
eményekbdl 4ll, amelyek realizalédasa esetén a logikai allitas értéke igaz.

b.) Az egyetlen elemi eseménybdl allo eseményeket az egyszertség kedvéeért
a tovabbiakban szintén elemi eseményeknek fogjuk nevezni, holott ma-
tematikailag az elem és az elembdl allé egyelemti halmaz fogalma nem
ugyanaz! A legalabb kételemt eseményeket dsszetett eseménynek is ne-
vezziik.
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I.1.3. Definicié: Az A esemény bekovetkezik, ha a kisérlet végrehajtésa
utan olyan elemi esemény realizal6dott, ami az A eleme.

I.1.3. Példa: a.) A kockadobas kisérletével kapcsolatos esemény a {2,4,6}
elemi esemény-halmaz, melyet a ,parosat dobunk” logikai allitassal is defini-
alhatunk.

b.) A kartyahtizas kisérlethez tartozo esemény pl. a. ,van &sz a kihtuzott
lapok kozott” allitashoz tartozé kirtya-kombinaciok halmaza, amelyhez az
-4t alkoto (382> db. elemi eseményhbdl (382> — (288> tartozik.

c.) A telefonhivasok koézotti idétartamra vonatkozo kisérlethez tartozo
esemény pl. az 0t percen beliil fog cséngeni”, ami éppen a [0,5) intervallum
pontjait definidlja.

I.1.4. Definicié: Az A esemény maga utdn vonja a B eseményt, ha az
A esemény részhalmaza a B eseménynek. Jelolés: A C B.

Megjegyzés: A K véletlen kisérlet w elemi eseményeit jellemzi az, hogy
nincs olyan B # () esemény, amely w-t maga utan vonna.

I.1.4. Példa: a.) Kockadobéasnal a hatost dobunk” esemény maga utan
vonja a ,parosat dobunk” eseményt.

b.) Kéartyahuzasnal a ,mind a négy éaszt kihuztuk” esemény maga utan
vonja a ,van piros szind lap a kihtzottak kozott” eseményt.

c.) Telefonhivasnal az .0t percen beliil csorogni fog” maga utén vonja a
W11z percen beliil csorogni fog” eseményt, hiszen [0,5) C [0, 10).

I.1.5. Definicié: Az A és B események ekvivalensek, ha A C Bés B C A
teljesiil egyszerre. Ekvivalens események kozott nem tesziink kiilonbséget.

Jelolés: A = B.

I.1.6. Definicié: Lehetetlen eseménynek nevezziik azt a (-vel jelolt ese-
ményt, amely a & barmely végrehajtasa soran soha nem fog bekévetkezni,
azaz () az iires halmaz. () megfelel a konstans hamis allitasnak, olyan esemény,
ami elvileg soha nem kévetkezhet be.

I.1.7. Definici6é: Bizltos eseménynek nevezziik azt az eseményt, amelyik
a R barmely végrehajtasa soran mindig bekovetkezik. Ez az esemény nem
més, mint az () eseménytér. () megfelel a kontans igaz allitasnak.
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1.1.5. Példa:

a.) A kockadobasnal a ,,10-nél kisebb értéket dobunk” esemény az -val, a
,negativ értéket dobunk” esemény pedig (-vel ekvivalens.

b.) Kartyahuzasnal ,van a lapok kozott hetestsl kiillonbozs” -val, mig a
,minden lap értéke legalabb tiz” ()-vel ekvivalens.

c.) Telefonhivasnal ,valamikor csorégni fog” -val, .soha nem fog csérogni”
pedig (-vel ekvivalens.

I.1.8. Definicié: Egy A esemény ellentett eseménye az az A -val jelslt
esemény, ami pontosan akkor kovetkezik be, amikor A nem kévetkezik be. A
az A-nak az {)-ra vonatkoztatott komplementer halmaza, azaz A = O\ A.

I.1.9. Definici6: Az A és B események 6sszegén azt az A + B-vel jelolt
eseményt értjiik, amely pontosan akkor kovetkezik be, ha A és B koziil lega-
labb az egyik bekovetkezik. (A + B az A és B események unioja).

I.1.10. Definicié: Az A és B események szorzatan azt az AB vagy A-B-
vel jelolt eseményt értjiik, amely pontosan akkor koévetkezik be, amikor A is
és B is egyidejiileg bekovetkezik. (AB az A és B események metszete).

I.1.11. Definicié: Az A és B események kilonbségén azt az A\ B -
vel jelolt eseményt értjiik, ami pontosan akkor kévetkezik be, amikor A

bekévetkezik, de B nem. ( A\ B= A- B).

I.1.1. Tétel: Tetszbleges A, B és (' eseményekre igazak az alabbiak:
a.) A+ B=B+ A,
b)) (A+B)+C=A+(B+(C),

c.) A+ A=A,

d.) AB = BA,

e.) (AB)C = A(BC),

f) AA= A,

g.) A(B+ C) = (AB) + (AC),
h.) A+ (BCO) = (A+ B)(A+C),
i) A=A,

j) A+ B=A.B,

k) A-B=A+B,
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1) A- A=,
m.) A+ A=0Q,
n.) AQ = A,
0) A+Q=0Q,
p.) Al =10,

r.) A+0=A

Bizonyitds: Mivel az események kozotti miiveletek a halmazok koézotti
unié6 és metszet illetve a komplementer segitségével voltak értelmezve, és ott
igazak a Boole algebra Osszefiiggései, itt is érvényesek lesznek. W

I.1.12. Definicié: Az A és B események eqymdst kizdrdak, ha AB = (),
azaz szorzatuk a lehetetlen esemény. Egymast kizar6 események egyidejtileg
nem kévetkezhetnek be.

I.1.13. Definicié: Az Ay, Ay, ..., A,, ... események (nem feltétleniil vé-
ges elemszamu) rendszereteljes eseményrendszert alkot, ha 1, j -re A;- A; =)
(paronként egymast kizarjak) és > A; = Q teljesiil.

Vi

Megjeqyzés:

a.) A R véletlen kisérlet egy végrehajtasa soran a teljes eseményrendszer
eseményei koziil csak egyikiik fog biztosan bekévetkezni.

b.) Az A és A kételem teljes eseményrendszer.

I.1.6. Példa: A francia kidrtyabol val6 htizasnal az A; =, kért huzok”, A,
=, karot hizok”, Az =, pikket hiazok” és Ay =, treffet huzok” események teljes
eseményrendszert alkotnak.

I[.1.1. Axidmak: A R véletlen kisérlettel kapcsolatos 6sszes események
3 rendszere (az 4.  eseményalgebra) o-algebra, azaz kielégiti az alabbi
tulajdonséagokat:
1°Qes
2Ha AcI= A€ Jis.
3° Ha Al,AQ,...,An,... € %:> ZAZ € & 1s.
Vi

Megjeqyzés:
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a.

) S nem feltétleniil esik egybe Q &sszes részhalmazainak 2 halmazrendsz-
erével. J-ben csak a kisérlettel kapcsolatba hozhaté t.n. megfigyelhetd
események vannak. Nem zarjuk ki, hogy lehetnek Q:-nak olyan A részhal-
mazai, amelyeket nem tudunk megfigyelni, azaz lehet olyan kimenetel,
ami végén nem tudjuk megmondani, hogy A bekovetkezett-e vagy sem.
Az axiémékkal éppen az ilyen A eseményeket akarjuk kizarni a tovabbi
vizsgélatainkbol.

.) Az axiomék nyilvanval6 tulajdonsagokat fogalmaznak meg. Az 1° pont-

ban azt koéveteljiik meg, hogy a biztos esemény megfigyelhets legyen. A
2°-ben azt allitjuk, hogy ha az A eseményt meg tudjuk figyelni, akkor
az ellentettjét is meg tudjuk. A 3°-ban pedig az az allitas, hogy ha es-
eményeknek egy rendszerét egyenként meg tudjuk figyelni, akkor azt az
eseményt is meg fogjuk tudni figyelni, amely akkor kévetkezik be, ha a
felsorolt események koziil legaldbb egy bekovetkezik.

I.1.2. Tétel: Az axiomakbol levezethet6k S-nek tovabbi tulajdonsagai

is:

d.

) 0 €S, azaz a lehetetlen esemény is megfigyelhetd.

) Ha A,B€ I = A+ B € S is, azaz a 3% axiéma véges sok esetre is igaz.

) Ha A, B € S = AB € S is, azaz megfigyelhetd események szorzata is
megfigyelhetd.
) Ha A1, Agyo AL, 0 € 3 = HA € $ is igaz, azaz megfigyelhetd

események egyiitthekévetkezése is megﬁgyelheto

e.) HoA, B3 = A\ BeJé B\ Ae€S, azaz megfigyelhets események
kulonbsegel is megfigyelhetéek.

Bizonyitds:

a.) Az 1° és 2° axiomakbol trivialisan kovetkezik.

b.

) Az Ay = A Ay = B, As = Ay = -+ = () valasztéssal, a 3° axiomabol
kovetkezik.
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c.) Ha A, B € S, akkor 2° miatt A, B € S is igaz, de akkor b.) miatt A+ B
€ S is fennall, de tjra a 2° axiémara hivatkozva ekkor A+ B=A-B € 3

is fennall. Az utolsé 1épésben a 1.1.1 tétel j.) és i.) allitésait hasznaltuk

fel.

d.) Az el6z6h6z hasonloéan, a 27 és 3° axiomakbol valamint a De Morgan
azonossagokbol kovetkezik.

e.) 2° miatt B

A, € 3 is igaz, igy c.) miatt (A\ B =)A- B €S és
(B\A=)B- A€

Jisigaz. A

I.1.2. Axiémak: Adott egy P : & — [0, 1] halmazfiiggvény, melyet va-
losziniségnek neveziink. A P fiiggvény kielégiti az aldbbi tulajdonsagokat:

°PQ)=1
2° Ha Ay, Ay, ..., Ay, ... € S paronként egymast kizarjak, azaz Vi # j-re
Ai . AJ‘ = @, akkor P(E AZ) = EP(AZ)
% Vi
Megjeqyzés:

a.) A 2° axibméaban megfogalmazott tulajdonségot a valészintség o-additi-
vitdsi tulajdonsadganak nevezziik.

b.) A megfigyelhets események valoszintségeit kiszamithatonak tételezziik
fel. A P(A) érték az A esemény bekovetkezésének mértéke, esélye. A P
halmazfiiggvény rendelkezik azokkal a tulajdonsédgokkal, amikkel minden
més mérték is rendelkezik (pl. hossz,teriilet, térfogat,tomeg stb.) A 2°
axioma azt allitja, hogy egymast kizar6 események Osszegének val6szi-
niisége az események valoszintiségeinek Osszege, mint ahogy pl. egymast
at nem fedq részekbdl allo sikidom teriilete egyenld a részek teriileteinek
Osszegével. Az 1° axiéma azt posztulalja, hogy legyen a biztos esemény
valoszintisége 1, és ehhez képest jellemezziik a t6bbi esemény bekovetke-
zésének esélyét. A fizikai mennyiségekhez mérémiiszerek szerkeszthetsk,
hogy az adott test egy fizikai jellemz&jének elméleti értékét nagy pon-
tossaggal megbecsiilhessiik. Ilyen miiszer a hosszmérésre a méterrid,
tomegre a karosmérleg. Ugyantigy, mint méas mértéknél, a valoszint-
ség esetén is szerkeszthet6 mérémiiszer, amivel az elméleti valésziniiség
szamértéke jol becsiilhetd lesz. Ez a ,,mérémiiszer” a késébb értelmezends
relativ gyakorisag lesz. (Lasd az 1.3. szakaszt !)
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I.1.14. Definicié: Az (Q, 3, P) harmast a K véletlen kisérlethez tartozo
Kolmogorov-féle valosziniségi mezének nevezzik.

I.1.3. Tétel: A valoszintiség axiomarendszerébdl levezethetGek a valo-
szintség alabbi tulajdonsigai:

a.) P(A)=1—P(A),

c.) Ha Ay, Ag, .o  As, .o € S események teljes eseményrendszert alkotnak,
akkor > P(A;) =1,

Vi

d.) Ha A C B, akkor P(A) < P(B),
e.) P(A\B) = P(B) — P(AB).

Bizonyitds:
a.) AA=0, A+A=06és51° 2°miatt 1 = P(Q) = P(A+A) = P(A)+P(A).
b.) Q = () miatt az elszs allitashol trividlis.

c.) Mivel Y A, = Q és az Ay, Ay, ..., Ay, ... események egymast paronként
Vi
kizarjak, az axiomakbol mar kovetkezik az allitas.

d.) B= A+ A-B és A-(A-B) =0, igy P(B) = P(A)—I—P(A-B). Mivel
P(A - B) > 0, mar kovetkezik az allités.

e.) B= A-B+A-B és (A-B)-(A-B) = () miatt P(B) = P(A-B)—I—P(A-B).
Mivel B\ A= B - A igy az allitds mér kévetkezik. W

I.1.4. Tétel: (Poincare-tétel)
Ha Ay, Agy ..., A, € S tetszlegesek, akkor P(> ] A;) = Z(—l)”"'le, ahol
S = 2 P(A; - Ajy -2 Aj).

=1 =1
1<j1<f2<<ji<n
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Bizonyitds: n-re vonatkozoé teljes indukciéval:
n = 2 esetben:
Ap+ Ay = Ap + (Ag- Ay) és Ay - (Ay - Ay) = 0 miatt 1.1.3 tétel e.) allitasat
felhasznalva: P(A;+Ay) = P(A))+P(Ay-Ay) = P(A))+P(Ay) —P(A;- Ay).
Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n > 2 esetben.

n + l-re az allitas bizonyitasa:
n+1

S A=Y A+ A, fey
=1 =1
n+1

IWEAJZPQPM+PMHQ—W&m-§A0=

= P(SA) + P(Ar) = P(E A ),

Az mdukClos felteves felhasznalasa\/al

P(S A0 = Y P(4) = S P(AA) + Y P(AAA)—+--+

1<J 2<]<k
F(=1)"P(A1 Ay An) +P(Apyr) — Z P(AiAnt1) + 2 P(AA; Apy) — +
1<J
o (—1)"P(A Ay - AnAns)

ahonnan a tagok felcserélésével az édllitast kapjuk. B

I.1.5. Tétel: (Boole-egyenlstienség)
Legyen (2,5, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mezs. Akkor minden
A, Ag, .o AL € S esetén

Bizonyitds:

n—1
a.) EA Ar+ (A2 \ A+ (A \ (A + Ag)) + -+ (An \ 22 Ai).
=1
Ez egy diszjunkt felbontas, és
A2\A1 §A2:>P(A2\A ) SP(A2)7
As\ (A1 4+ A3) CAs =P (As\ (A1 + Ay)) <P (A43),
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An\gAigAn:»P@n\ani) <P(A,).

=1
A valésziniiség o—additivitasa miatt

P(50)

(A1) +P (A \ A+ P (A5 )\ (A1 + Ay)) +

n—1 n
+-- 4P (An\ Z%L) <2 P(4).
=1 =1
b.) A De Mo rgan azonosségb()l:
z =1

2: Z:l

1
lgy az a.) allitds eredményét is felhasznalva:
(i)

(Z )—1—P<;Ai>21_§:p<A.>

;). A

= =1
I.1.6. Tétel: (A valosziniség folytonossdgi tulajdonsdga)
a.) Ha Ay, Ay, ..o  Apye . olyan események hogy
A A CAC CA fim A,

akkor P(>_ A;) = lim P(A,)
=1

n—0oo

b) Ha Al,AQ,...,An,....

olyan események, hogy

‘DA, D- DHA lim A,,

n—00
akkor P( HA = lim P(A4,).

n—00
=1

Ay DA D

Megjegyzés: A tétel elnevezése azért jogos, mert folytonos fliggvényeknél
fennall a f( lim x,) = lim f(x,) tulajdonsag

Bizonyitds:

a.) Legyen Ag=0¢s C; = A\ Aicy (i =1,2,...).
Ekkor C; - C; =0, ha ¢ # j, mert
(Ai\Ai_l)-(Aj\Aj_l):A(A A A =0, had #

Tovabba EAZ == ECZ
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I@P(éAO:P(éQ):EP&Q:MniPKw:

= Jim 33 (P (A) ~ P (A1) = lim (P(4,) =P (4]} = lim P(4,).

B;.

gL

b.) Legyen B; = A;, akkor By C B, C---C B, C--- C

Il
—

7

Mivel Y B; = Z/L', ezért Y, B; = HA“ tehat alkalmazva az a.)
=1 =1 =1 i—1

eredményét

P(Z B;) = lim P(B,) = lim (1 —P(A,)) =1- lim P(A,),

n—0oo n—0oo

HA EBymem)

i= n—0oo

I.2. Példak valészintiségi mezdkre

1.2.1. Példa: A klasszikus valdszinidségi mezd, a diszkrét egyenletes elos-
zlds
Ekkor az eseménytér véges elemszami elemi esemény halmaza:

Q= {w,wa,...,w,}, az § eseményalgebra ) Osszes részhalmazainak rend-
szere, és mindegyik elemi esemény bekovetkezésének egyforma a valdszinti-
sége: P({w1}) = P({ws}) = -+ = P({w,}). Mivel az ésszes elemi események

rendszere teljes eseményrendszert alkot, ezért 1 = P(Q) = P(>_{w;}) =
=1

n-PH{w}) = p=PHw})=1 Vi-re

Igy, ha A tetszoleges esemény, akkor P(A) = Y P({w}) = £ > 1 =

wEA wEA

%A, ahol k4 az A esemény szamossiaga. Vagyis az események valdsziniisége
ilyenkor gy szamithato, hogy az esemény bekévetkezése szempontjabol ked-
vez$ elemi események szamét osztjuk a kisérlettel kapcsolatos 6sszes elemi
események szamaval.

Klasszikus valésziniiségi mez6vel modellezhet a kockadobés, a pénzfel-
dobas, a rulettezés, a kartyahuzas, a lottohtzas, a totétippelés sth.

I.2.2. Példa: Geometriai valdsziniségi mezd
Alkosson a £ véletlen kisérlet elemi eseményeinek halmaza egy véges mértékd
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geometriai alakzatot. Ilyenkor az eseményrendszer a geometriai alakzat mér-
hets részhalmazait jelenti, és az A esemény valoszintiségét a P(A) = %
modon szamitjuk, ahol 1 a geometriai tér mértékét jeloli. Ha pl. Q inter-
vallum, akkor hosszmérték, ha sikidom, akkor teriiletmérték, ha test, akkor
térfogatmérték stb.

Példaul, ha = és y két véletleniil valasztott 0 és 1 kozé es6 szam, akkor
mennyi annak a valésziniisége, hogy = 4+ y < 1 és zy < 0,16 lesz?

Q most az egységnégyzet lesz, az kérdéses esemény pedig az aldbbi abran

besatirozott teriiletnek felel meg:

nz o= 1

0,8
A besatirozott teriilet nagysaga: [ O’l,ﬁ der + 0,2 = 0,42.
0,2

I.3. Kisérletsorozat, az események relativ gya-
korisaga

I.3.1. Definicio: Tekintsiink egy & véletlen kisérletet, és jelolje R, azt
a kisérletet, amely a & n-szeres azonos koriilmények koézotti ismételt végre-
hajtasabol all. &,-t egy n-szereskisérletsorozatnak nevezziik.

I.3.1. Példa: Amikor tizszer dobunk egy szabalyos jatékkockaval, a koc-
kadobashoz tartozo tizszeres kisérletsorozatrol van sz6. A lottéhuizasok soro-
zata tobb mint harminc éven at tarté kisérletsorozatként is felfoghato, igy az
n kisérletszamra igaz az n > 1500. Ultizasnal minden jaték eltt az osztésnal
végrehajtjuk az [.1.1/b.) példdban emlitett & kisérletet, azaz itt is kisérlet-
sorozatrél van sz6.

I.3.2. Definici6é: Ha egy n-szeres kisérletsorozatban az A esemény k4
-szor kovetkezett be, akkor k4 az A esemény gyakorisdiga, r,(A) = %“ pedig
a relativ gyakorisdga.
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Megjegyzés: Nyilvanvalo, hogy mind a gyakorisag, mind a relativ gyako-
risag konkrét értéke fiigg a véletlentsl. A relativ gyakorisdg rendelkezik az
alabbi tulajdonsigokkal:

I.3.1. Tétel: Egy adott n-szeres kisérletsorozatnél
a.) S —[0,1],

b.) r, () =1,

c.) Ha Ay, As, ..., A,, ... egymast kizar6 események, akkor r,, (> A;) = > r.(A)).
i=1 i=1

Megjegyzés: Az eléz6 tétel azt allitja, hogy a relativ gyakorisag ren-
delkezik a valdszintiség tulajdonségaival. Kés6bb latni fogjuk azt is, hogy
n novekedtével r,(A) — P(A) is fennall. (Nagy szamok Bernoulli-féle tor-
vénye). Ezt a torvényszertséget el@szor tapasztalati aton fedezték fel a
XVII. szazadban, mikor megfigyelték, hogy a relativ gyakorisdg egyre kisebb
mértékben ingadozik egy 0 és 1 kézé es6 szam koriil. A klasszikus matema-
tikusok éppen ez alapjan definialtdk az események elméleti valdsziniiségét:
az az érték, amely koriil a relativ gyakorisag ingadozik. A relativ gyakorisag
tehéat alkalmas a val6szintiség — mint fizikai mennyiség — mérésére.

Kolmogorov az axiomaiban a relativ gyakorisig a.)-c.) tulajdonsagait
orokitette 4t a valoszintiségre, minthogy a hatardtmenet ezeket a tulajdon-
sagokat megtartja.

I.4. A feltételes valbészintliség és az események
fiiggetlensége

A R véletlen kisérlet elemi eseményei szamunkra véletlenszerten kévetkeznek
be, mégpedig azért, mert a végeredményt befolyasolé koriilmények bonyolult
komplexumét nem ismerjiik pontosan. Viszont ismerjiik az egyes események,
elemi események bekdvetkezési esélyeit — a valdsziniiséget —, vagy legaléabbis
tetszGleges pontossdggal mérhetjitk 6ket. Ha viszont az A esemény beko-
vetkezési koriillményeirsl tovabbi informécidkat szerziink be, vagy bizonyos
pontosito feltételezéssel éliink, megvaltozhat az A bekdvetkezési esélye, nGhet
is, de csokkenhet is. Pl. a kockadobéas kisérletnél, a 6-os dobas esemény valo-
szintisége 0, ha tudjuk, hogy a dobott érték paratlan szam, és %, ha tudjuk,
hogy a dobott érték paros volt.
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Hogyan valtozik (valtozna) az A esemény valoszintsége, ha az A-val
egyidejtileg megfigyelhets B esemény bekovetkezését ismerjiik (ismernénk)?
Tegyiik fel, hogy a 8K kisérlettel végrehajtottunk egy n hossziségu kisérlet-
sorozatot. Az A eseményt ky -szor, a B eseményt kg -szer, az AB eseményt
pedig k4p -szer figyeltilk meg. Ekkor a B esemény bekovetkezéséhez képest
az A esemény bekovetkezésének relativ gyakorisaga nyilvan r,(A |B) = %,
melyet az A eseménynek a B eseményre vonatkoztatott relativ gyakorisaga-
nak neveziink. Ez az arany az A bekovetkezési esélyeit pontosabban tiikrézi,

ha a B bekovetkezésérdl biztos tudomasunk van, mint az r,(A) = %A.
A feltételes relativ gyakorisag tulajdonsigai nyilvan:
a.) 0<r,(A|B) <1,
b.) r(B|B) =1,
c.) Ha A1, As, ..., A,y ... € S egymast kizaré események, akkor
rn(g A |B) = i ra(A|B).
Azr,(A|B) = kk— = kf = % atirds utan, ha n — oo, kapjuk, hogy
r(A[B) — BB, n

I.4.1. Definicié: Legyenek A, B € < olyan események, hogy A tetszo-

leges és P(B) > 0. Akkor az A eseménynek a B-re vonatkoztatott feltételes

valdszinidségén a P(A|B) = % szamot értjiik.

I.4.1. Tétel: Tekintsiik az (Q,, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi me-
z6t. B € S, P(B) > 0 rogzitett.

Ekkor a Pg(A) = P(A|B) feltételes valészintiségre teljesiilnek az alabbi
tulajdonségok:

a) 0<Pp(A) <1 (VAEe€Q),

b.) Pg(B) =1, Pg() =0,

€)Y Ap, Aoy An, €
PB(;ilA) EPB(AZ

Bizonyitds:
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a.) Mivel AB C B, ezért P(AB) < P(B), tehat kovetkezik az allitas.

b.) B-B = B miatt Pg(B) = 2B — 1 &5 B-() = (), tehat Pp(0) = 22 = 0.

P(B) P(B)
c.) Mivel az Ay, Ay, ..., As, ... eseményrendszer egymast kizaré események-
bol all, ezért Ay- B, Ay- B, ..., A,- B, ...1is egymaést kizar6 eseményekbdl

allo rendszer, igy a valoszintség o-additivitasi tulajdonsagabol: P(> (A;B)) =

=1

Z P(A;B). Mindkét oldalt osztva P(B)-vel mar adodik az allitas. W

=1
Megjeqyzés:

a.) Az el6z6 tétel azt allitja, hogy ha B-t rogzitjik, és Sp = {C;C = A- B, A € S},
akkor a (B, 3, Pp) kielégiti a Kolmogorov valészintiségi mezé axiomait.

b.) Vannak A, B események, amelyekre P(A|B) = P(A) teljesiil, azaz A va-
l6szintisége nem valtozik meg, ha a B esemény bekévetkezését ismerjiik;
az A valésziniisége fiiggetlen a B bekdvetkezésétsl.

I.4.2. Definicio: Legyenek A, B € & teszbleges események. Az A és B
események figgetlenek, ha P(AB) = P(A)P(B) fennall.

Megjeqyzés:

a.) Haaz A, B € S események fliggetlenek és P(A)P(B) > 0, akkor P(A|B) =
P(A) és P(B|A) = P(B) is fennall, vagyis az egyik esemény bekovetke-

zésének ismerete, nem befolyasolja a mésik esemény valoszintiségét.

b.) Nem szabad Osszekeverni az egymast kizaré események és a fliggetlen es-
emények fogalmait! Ha két esemény egymast kizérja, azaz AB = (), akkor
az egyik bekovetkezése igencsak meghatarozza a masik bekdvetkezését:
ha pl. A bekovetkezik, akkor B biztosan nem kévetkezik be. Fiigget-
len események esetén, ha az egyik esemény bekovetkezését ismerjiik, nem
véaltozik meg a masik bekévetkezési valoszintisége.

c.) Az események fiiggetlenségének a fogalma kiilonbozik a fizikai értelemben
vett fliggetlenség fogalmatol is. A fizikai fiiggetlenség azt jelenti, hogy
az okozat nem koévetkezménye az oknak, tehat itt a fliggetlenség nem
szimmetrikus.
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[.4.2. Tétel: Ha az A, B € & események fliggetlenek, akkor

a.) A és B,
b.) Aés B,
c.) Aés B

is fiiggetlenek.

Bizonyitds:

a.) P(AB) + P(AB)=P(A) = P(AB)=P(A)—P(AB) =
P(A) — P(A)P(B) =P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B)
= A, B fiiggetlenek.

b.) P(AB)+ P(AB)=P(B) = P(AB)=P(B)- P(AB) =
P(B) - P(A)P(B) = P(B)(1 - P(A)) = P(B)P(4)
= B, A fiiggetlenek.
c.) P({XB) +P(AB) P(B)f = P(AB) = P(E) — ?(AB) =
P(B) -~ P(A)P(B) = P(B)(1 — P(A)) = P(B)P()
= B, A fiiggetlenek. W

1.4.3. Tétel: Az () és Q események minden A € I eseményts] fiiggetle-
nek.

P(0

= )= P(0)P(A) = 0 és A fliggetle-
1-P(A)

)=
A) = Q és A fiiggetlenek. H

l o

Bizonyitds: P(QA)
) =

— 0P(A
nek. P(QA) =P(A O)P(

P(

I.4.3. Definicié: Az Ay, As, ..., A, € S események pdronként fiiggetle-
nek, ha P(A; - Aj) = P(A;) - P(4;) (V1 # ).

I.4.4. Definicié: Az Ay, Ay, ..., A, € S események teljesen fiiggetlenek,
haV ke {23 ...,n}ésV1<iy <ip<- -+ <ip < nindexkombindciora

I.4.4. Tétel: Ha az Ay, A,,..., A, € S események teljesen fliggetlenek,
akkor paronként is fiiggetlenek. Forditva altaldban nem igaz.
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Bizonyitds:
Az 1.4.4 definiciéban, amikor k = 2, éppen az [.4.3 definiciét kapjuk.
A megforditasra ellenpélda:
£ : Dobjunk egy szabalyos kockaval egymés utdn kétszer.
A: Lelsére paratlant dobunk™ B: ,masodikra péaratlant dobunk”;
C': ,a két dobott szam &sszege péaratlan”.
P(A) =P(B) =P(C) =1 ,P(AB) = P(AC) =P(BC) = 1= A B,C
paronként fiiggetlenek.
De! P(ABC) = 0 # P(A)P(B)P(C) =
A Bée C. 1

é, azaz teljesen nem fliggetlenek
I.4.5. Tétel: Ha az Ay, A,,..., A, € S események teljesen fliggetlenek,

akkor koziiliik barmelyiket az ellentett eseményére felcserélve, Gjra teljesen
fliggetlen rendszert kapunk.

Bizonyitds:

Cseréljiik fel pl. Aj-et Aj-gyel. Ekkor a teljesen fiiggetlenség feltételrendsze-
rében csak azokat az Osszefiiggéseket kell ellendrizni, amelyekben Ay szere-
pelt. Legyen egy ilyen pl. P(A; - A, -+ A ), ahol 1 < iy < -+ < i < .
Kihasznalva, hogy az eredeti rendszer teljesen fiiggetlen volt:

P(AIAZQ """ Alk) = P(AI)P(Aw) """ P(Alk) = P(Al) ) P(AZéAis """ AZk)?
azaz A, fliggetlena A, A, -+ - A;, szorzateseménytdl, igy a 1.4.2 tétel miatt
Ay is az. De ekkor

P(AIAZQ """ Alk) = P(Al) ’ P(AZéAis """ Alk) = P(AI)P(Aw) """ P(Alk)v

azaz teljesiil Ay -re is a teljesen fiiggetlenséghez sziikséges felbomlés. W

i

1.4.6. Tétel: (Szorzdsi szabdly)
Legyenek az A, Ay, ..., A, € S tetszbleges események tigy, hogy

P(J] A1) > 0. Ekkor

1=

1
. ( AZ) _p (An
=1 ;

n—1
11 AZ») P (An_l
=1

ﬁAi) P (A |A) P (Ay).

Bizonyitds:

=1
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P(A;Ay)
P(A))

Lathato, hogy Osszeszorzas és egyszeriisités utan az allitdst kapjuk. B

P(A|A) =

1.4.7. Tétel: (A teljes valosziniség tétele)
Alkosson Ay, Ay, ..., A,, ... € T teljes eseményrendszert, vagyis

A~ Ay =0, (i#£7)es > A = Q. Tegyiik fel tovabba, hogy P(A;) > 0
=1

minden i-re. Ekkor tetszdleges B € S eseményre P(B) = Y P(B |A;)P(A;) .
=1

Bizonyitds:
MlVGlEAZ:QéS B:BQ:BEAZ: E(AZB),
=1 =1 =1
valamint (A;B) - (A;B) = (), a valészintiség o-additivitasi tulajdonsagabol

kivetkezik, hogy P(B) = P(3" A;B) = 3 P(A:B) = S P(B|A)P(A) . ®
=1 =1 =1

1.4.8. Tétel: (Bayes tétele)

Alkosson Ay, Az, ..., A, ... € T teljes esményrendszert, vagyis

A A =0, (i#7)es >, A = Q. Tegyiik fel tovabba, hogy P(A4;) > 0
=1
minden i-re. Ekkor tetszdleges B € & eseményre, ahol P(B) > 0,
P(A, |B) = PUELIPLLI
2 P(BIA;)P(4;)

Bizonyitds:
A feltételes valoszintiség definiciojabol: P(A; |B) = %. A szamlalo he-
lyébe P(B |A;) P(A;) -t irva, a nevezd helyébe pedig a teljes valoszintiség

tételébsl kapott formulat helyettesitve azonnal adodik az allitas. W

I.5. Kidolgozott feladatok és gyakorlatok

I.5.1. Feladat: A prébagyartas soran két szempontbél vizsgéljak a kész-
termékeket. Az A esemény azt jelenti, hogy egy véletlenszeriien kivéalasztott
mintadarab anyaghibéds, a B pedig az az esemény, hogy a kivilasztott gyart-
méany mérethibas. Tudjuk, hogy P(A) = 0,15, P(B) = 0,3 és P(AB) = 0,08.

Mennyi annak a valdészintisége, hogy valamelyik termék hibatlan?
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Megoldds:P (AB) =1-P(A+ B)=1-P(A)—P(B)+P (AB) = 0,63

1.5.2. Feladat: Mennyi P (A | B) ha P(A) =0,6,P(B) = 0,5 és P(A+
B) = 0,8

P(A?)

P(A+B)-P(B) _ g ¢

Megoldds:P (A | B) = 1-P(B)

p—"g
|
-
|
!
E

I.5.3. Feladat: Egy fekete és fehér golyokat tartalmazé urnaboél kihu-
zunk n db golyot. A;jelentse azt az eseményt, hogy az i-ediknek kihtizott
golyo fehér. (1 <i <n ). Fejezzlik ki az A; események segitségével az alabbi
eseményeket:

A Mindegyik goly6 fehér”,

B : Legalabb egy goly6 fehér”,

C' : ,Pontosan egy golyo6 fehér”,

D : ;Mindegyik golyé ugyanolyan szinti”.

Megoldds:
A:AlAQ"'An,
B=A+ Ayt + A,
¢ = E Ai H Ajv

=1 g

D:ﬁ&+ﬁm

=1

I.5.4. Feladat: Bizonyitsa be, hogy tetsz6leges A, B eseményekre
(P(AB))’ + (P (AB))" + (P (AB))" + (P (AB))" > 0,25!

Megoldds: P (AB)+P (AB) +P (AB) +P (AB) = 1. Legyen P (AB) =
x 40,25, P (AB) =y 4+ 0,25,P (AB) = 2 + 0,25, P (AB) = v +0,25. Mivel
c+y+z+v=0= (402574 (y+0,25)° 4+ (2 4+ 0,25)° + (v + 0,25)° =
a? oyt + 2 40?4 HEE 40,25 > 0,25.

I.5.5. Feladat: Ketten sakkoznak. Az A esemény akkor kévetkezik be,
ha a vildgossal jatszo nyer, a B esemény akkor, ha a sttéttel jatszé masik,
reminél pedig a C' esemény kovetkezik be. Fogalmazzuk meg szavakban, mit
jelentenek az aldbbi események:

a. AB+ AB,
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b. AB

Y

c. A+C7

Megoldds: a. és b. a C eseményt jelenti, c. B azaz nem a sotéttel jatszo
jatékos nyer.

I.5.6. Feladat: Egy céltabla tiz koncentrikus korbél dll, és a sugarakra
fenndll az Ry < Ry < --- < Ryg relacié. Ay azt az eseményt jelenti, hogy egy
16vés az Ry sugara korbe esik. Fogalmazzuk meg szavakban, mit jelentenek

az alabbi események: B = A;+ As+ Ag, C = AyA4AcAs, D = (A1 + As) Ag!
Megoldds: B = Ag, C = Ay, D = As.

I.5.7. Feladat: Tegyiik fel, hogy A, B % valoszintiségi események. Mu-
tassuk meg, hogy ekkor P (AB) =P (A-B)!

~ Megoldds:
A-B=A+B=P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB)=1-P(AB)
P(A+B)=1-P(A+B)=1-P (AB) = allitas.

I.5.8. Feladat: Bizonyitsa be, hogy P (AB + AB) = P(A) + P(B) —
2P (AB)!

Megoldds: P (AB+ AB) = P(AB) + P (AB) = P(A) — P(4B) +
P(B) - P(AB).

I.5.9. Feladat: Ha az A és B események koziil az egyik feltétleniil beko-
vetkezik, P(A | B) = 2, P(B| A) = 1, mennyi a P(A) és P(B) valoszinii-

3
ség?

Megoldds: P(A+ B)=1,P(AB) =
1 =P(A+B) =P(A)+P(B)—P(AB) =
azaz P(A) = 8 és P(B) = 3

7 7

(B) = LP(4), igy
(4)+0.5P(A)~1P(4) = TP(A),

6

1.5.10. Feladat: Legyen P(A)=2,P(A|B) =

P (B | A) = 1. Hata-
rozza meg a P(A + B) és P(A | B) valészintiségeket!

2
3

Megoldds: P(AB) = P(A)P(B|A) = 2/9,P(B)
1/3, igy P(A+ B)=2/3+1/3-2/9=7/9. P(A|
(1-P(A+ B))/(1-P(B)) =1

3

P(AB)/P(A|B) =

I

)
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1.5.11. Feladat: (De Méré lovag feladvinya)
Melyik eseménynek nagyobb a valészintisége: hogy .egy kockaval négyszer
dobva legalabb egyszer hatost dobunk” (A), vagy annak, hogy ,két kockaval
huszonnégyszer dobva legalabb egyszer két hatosunk lesz” (B)?

Megoldds: Két kiillonb6z6 valdszintiségi mez6rsl van szd. Az elsGben
egy szabélyos kockaval négyszer dobunk. Az Gsszes elemi események szama
n =64,

A vizsgalt A esemény ellentettje az az esemény, hogy ,egyszer sem dobunk
hatost”. Ilyen eset Gsszesen 5?* lehet, vagyis az ellentett esemény valészinii-
sége: P (A) = (%)4. Igy az A esemény valoszintisége: 1 — (%)4 ~ 0,5177472.
A masodik vizsgilt esemény egy egészen mas kisérlethez és eseménytérhez
tartozik. Most a véletlen kisérlet az, hogy két szabdlyos kockdval dobunk 24-
szer. Az Osszes elemi esemény most sokkal tobb: 36%*. A masodik esemény
ellentettje most az, hogy ,a dobassorozatban egyszer sem dobunk duplan

35

L e 24 . . P PPN .
hatost”. Ennek a valésziniisége <%> . A masodik esemény valdszintisége igy

P(B)=1- (%)24 ~~ 0,4914049. .. Lathato, hogy az A esemény valoszintisége
a nagyobb.

Megjegyzés: A feladatot De Méré lovag adta fel Blaise Pascal francia
matematikusnak, aki ezen feladat kapcsan elkezdett vizsgalédasai nyoman
jutott el a valoszintségszamitas els6 komoly eredményeihez. A feladatban
egyébként els§ pillantasra az tinik fel, hogy mindkét esemény esetében a
dobésok szaménak és a lehetséges kimenetelek szdmanak aranya azonos: A-

nal 4: 6, a B-nél 24 : 36.

I.5.12. Feladat: Egy urnébol, ahol fehér és fekete golyok vannak, vélet-
lenszeriien kivesziink visszatevéssel két golyét. Bizonyitsuk be, hogy annak a
valdszintisége, hogy a golyok ugyanolyan szintiek, nem lehet kisebb mint 0,5.

Megoldds: Legyen a fehér golyok szama n, a feketéké m (n, m > 1). Ekkor
a véletlen kisérlet elemi eseményeinek szama (n + m)z, a kedvez§ eseteké
pedig n? +m?. A keresett valoszintiség: p = (”:_:';”)22 Mivel (n — m)2 > 0=
2n2 + 2m? 2n2—|—2nm+m2:>p20,5.

1.5.13. Feladat: (Polya-féle urnamodell)
Egy urna r darab fekete és s darab fehér golyot tartalmaz. Véletlenszertien
kihtizunk egy golyét. A kihtzott golyot és még plusz ¢ darab ugyanolyan
szint golyot visszatesziink az urnadba. Mennyi a valoszintisége annak, hogy
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az n-edik htuzas utan a-szor huztuk ki a fekete, és b-szer a fehér golyot?

(a +b=n).

Megoldds: Pl. annak az eseménynek a valdszintisége, hogy az els§ a

htizaskor mindig fekete és az utolsé b huzaskor pedig csupa fehér golyot fo-
unk hizni: r(r+c)(r+2¢)(r+3c)--(r+(a—1)c)s(s+c)(s+2¢c)---(s+(b—1)c)

g o (r+s)(r+s+c)(r+s+2¢c)(r+s+3c)--(r+s+(n—1)c) : .

De minden mas olyan htizassorozatnak, ahol a-szor huztuk ki a fekete, és

b-szer a fehér golyot is ugyanekkora a valészintisége. A kiilonboz6 kimenetelek

szama (Z), igy a keresett valdszintiség:
<n> r(r+c)(r+2¢)(r+3c)---(r+(a—1)c)s(s+c)(s+2¢c)---(s+(b—1)c)
a (r+s)(r+s+c)(r+s+2c)(r+s+3c)---(r+s+(n—1)c) :

I.5.14. Feladat: Ha egy szabalyos pénzérmét n-szer feldobunk, mennyi
a valoszintisége, hogy k-val tobbszor fogunk fejet kapni, mint irdst?

(0 <k <n).

Megoldds: Ha a fejdobasok szamét f, az irdsokét 7 jeloli, fenn kell allnia,
hogy f+1i¢=mnés f—i = k. Innen kovetkezik, hogy 2f = n+k és 21 =n—k,
vagyis n és k paritasanak meg kell egyeznie. Annak val6szintisége, hogy egy

1 noy (1

n hossztusagu dobéssorozatban éppen f fejet dobunk (7}) <§>n = (m;k) <§>n

Ugyanis, minden n hosszisaga sorozat egyforman (%)n valdszintiségii, és ezek
kozott (7}) olyan kiillonb6z6 dobédssorozat lehet, ahol a fejek szdma éppen f

(kedvezd esetek).

I.5.15. Feladat: Fgy minden oldalan befestett fakockat a lapokkal par-
huzamos sikokban 1000 azonos méret kis kockara ftirészelnek szét. A kapott
kis kockakbol véletlenszeriien kivalasztunk egyet. Mennyi a valoszintisége,
hogy a kockanak éppen k oldala festett? (0 <k < 3).

Megoldds: Osszes eset n = 1000. Kedvezs esetek k = 0-nal 8° (a belss 8 x
8 x 8 kisnégyzetben 1é6vé mindegyik részkocka jo), k = 1-nél 6-64 (mindegyik
lapon a belsé 8 x 8-as négyzethez tartozéan), k = 2-nél 12 - 8 (minden élen
van 8 ilyen kocka) és végiil k = 3-nal 8 (a csticsok nal lehet ilyen eset).

I.5.16. Feladat: Fgy kalapban az angol ABC 26 bettje van. Visszat-
evéssel 11-szer hizva, a kihizott betiiket sorban egy papirra felirva, mennyi

a valoszintisége, hogy a kapott szobol legfeljebb két bettit felcserélve éppen a
STATISZTIKA sz6 jon ki?
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Megoldds: Az dsszes eset n = 2611, kedvezd esetek szama k = 1 + (121> —

(3) = 3(3) = 50 (az azonos betitk egymas kézti cseréit le kell vonni).

1.5.17. Feladat: Egy szabalyos érmével n-szer dobva, mennyi a val6szi-
niisége, hogy a fejdobasok szdma paratlan lesz?

Megoldds: A valdszintiség éppen 0,5. Ugyanis, ha tekintiink egy olyan
sorozatot, amelyben a fejek szama péaratlan, akkor ha az elsé dobast kicse-
rélnénk az ellenkezdjére, olyan sorozatot kapunk, melyben a fejek szama méar
paros lesz. Azaz a péaros és a paratlan fejdobasos sorozatok kozott kélesonosen
egy-egyértelmi leképezés hozhaté létre, vagyis mindegyikiik ugyanolyan va-
16szind.

1.5.18. Feladat: Egy szabalyos érmével n-szer dobva, mennyi a val6szi-
niisége, hogy
a. elészor az n-edikre jon fej?
b. ugyanannyi fejet dobunk, mint irast?
c. pontosan két fejet dobunk?
d. legalabb két fejet dobunk?

Megoldds: a: (%)n, b: 0, ha n paratlan és (Z) (%)n, ha n paros, c:
() (2% d1=(3)" =n(3)"

I.5.19. Feladat: Fgy kalapban hdrom cédula van, amelyekre az 1,2,3
szamjegyek vannak felirva. Véletlenszerten egyesével kihtzzuk a céduldkat.
Mennyi a valésziniisége annak, hogy a huizaskor lesz olyan cédula, amelyikre
éppen az a szam van felirva, ahdanyadikként kihtztuk azt?

Megoldds: Az 6sszes eset n = 3! = 6. Ezek kozott a nem kedvezd eset
csak ketts van: 2,3,1 és 3,1,2. A keresett valoszintiség: 2/3.

I.5.20. Feladat: Feldobunk hérom szabalyos pénzérmét. Mennyi a va-
l6szintisége az A, B, eseményeknek, ahol A: ,legalabb két érmével fejet
dobunk”, B: ,pontosan két érmével fejet dobunk”, C':  legfeljebb két érmével
fejet dobunk™?
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Megoldds:
P(A) = P(vagy kett6, vagy harom fejet dobunk”) = ((3) + (3)) (%)3 = 0,5,
P(B)=(}) (%)3 =2, P(C) = P(,nem harom fejet dobunk”) =

1 — P(,harom fejet dobunk”) =1 — (%)3 =1

8

I.5.21. Feladat: A 90/5 lottohizas el6tt mennyi a valdszintsége, hogy
k=1,2,3,4,5 taldlatunk lesz?

Megoldds: Az 6sszes lehetsége lottéhtizasok széma n = (950> = 43949268,
a kedvez§ esetek szama
k =1 talalatnal: (i) (845>,
k= 2nel (3 (%)
= 3nal ()(%).
k= tnet (5
és végil k = 5-nél (g) (805> =1.

I.5.22. Feladat: Egy urndban fehér és fekete golyok vannak, melyeket
egymés utan visszatevés nélkiil kihizunk. Az A vagy a B eseménynek nagyobb-e
a valoszintsége, ahol A: ,az els§ goly6 fehér”, és B: ,az utolsé goly6 fehér”?

Megoldds: Ha N a golyok szama, ebbsl K a fehéreké, akkor
P(A) — IX"(N—I)(N—Q)WI _ K és P(B) _ (N—l)(N—?)mlJ( K

azaz a két

N N
esemény ugyanolyan valdszintiségti.

N1 N>

I.5.23. Feladat: Ha n egyforma laddba elhelyeziink n egyforma golyot
tgy, hogy barmely laddba ugyanolyan val6szintiséggel tessziik barmelyik go-
lyét, mennyi a valoszintisége annak, hogy mindegyik lddaban lesz goly6?

Megoldds: Osszes eset n™, a kedvezs esetek szama pedig: n!.

I.5.24. Feladat: Egy csomag 52 lapos francia kartyabol 13 lapot taléa-
lomra visszatevés nélkiil kihiizunk. Mennyi a valészintisége annak, hogy

a. a treff kirdly a kihizott lapok kozott lesz?
b. pontosan két treff lesz a leosztott lapok kozt?
c. a treff kiraly és a treff 4sz a kihtzott lapok koézt van?

d. van treff a leosztott lapok kozott?
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Megoldds: a: (;g)

I.5.25. Feladat: Legalabb héany szabalyos pénzdarabot kell feldobni ah-
hoz, hogy 90%-néal nagyobb legyen a valoszintisége annak, hogy van kozottiik
fej?

Megoldds: P (,nem dobunk fejet”) =1 — -5 > 0,9 = n > 4.

I.5.26. Feladat: FEgy szorakozott polgar elfelejtette bankkartydjanak sze-
mélyiazonosité (PIN) kodjat, csak abban biztos, hogy a négy szamjegy kozott
volt pontosan két harmas, és az els§ jegy biztosan nem a nulla volt. Ha tiz
mésodpercenként beiit egy lehetséges variaciot, akkor mennyi az esélye an-
nak, hogy egy 6ran beliil eltaldlja a helyes azonosité szamot?

Megoldds: Az dsszes lehetséges varidciok szama: 3-8-943-9? = 459. Ennek
beiitéséhez sziikséges 1d6: 4590 masodperc. Egy éraban 3600 méasodperc van,
igy a valoszintség: p = % ~0,71.

1.5.27. Feladat: Egy érmét n-szer feldobunk, a ,fej” valoszintisége p.
Jeloljiik p,-nel annak valészintiségét, hogy az n dobas sordn paros szamu

fejet dobtunk. Mennyi p,?

Megoldds:
po=1—=p)po—1 +p(L —pa-1), Po =1
n—1 .
= =p(1=20)"+p 2 (1-2p) =311+ (1-2p)").
1=0

Ha az érme szabalyos, p, = 0,5.

I.5.28. Feladat: Ha az egységnégyzetben véletlenszeriien kivélasztunk
egy P(z,y) pontot, akkor mennyi a valoszintsége, hogy az a téglalap, melynek
az origd és P az ellentétes cstcsai olyan lesz, hogy a keriilete kisebb 2-nél, a
teriilete pedig ugyanakkor kisebb lesz 0,16-n4l?

Megoldds: ) most az egységnégyzet lesz, az kérdéses esemény pedig az
abran besatirozott teriiletnek felel meg:
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nz o= 1

0,8
A besatirozott teriilet nagysaga: [ O’l,ﬁ der + 0,2 = 0,42.
0,2

1.5.29. Feladat: (A Buffon-ti probléma, 1777.)
Egy szobédban egymastél d tavolsdgban parhuzamosan padlorések futnak.
Leejtve egy s < d hosszisdgu tiit, mekkora a valészintisége, hogy a tii éppen
egy padlérést fog metszeni?

Megoldds: A td helyzetét egyértelmiien a felez6pontjanak a fels6 padlorés-
t6l vett y tavolsagaval és a padlorések iranyaval bezart aszogével jellemezziik.
Azokkal a koriilményekkel, hogy melyik két rés altal meghatarozott savba
esik a kozéppont, és hogy a parhuzamosokra meréleges faltél milyen messze
van a kozéppont nem foglalkozunk, mert a ,td metszi a padlorést” esemény
bekovetkezésére ezek nincsenek hatéssal.

4 4

y
/

4 4

Nyilvan 0 <y < d és 0 < a < 7. A ti leejtése utan y és o egyértelmiien

meghatarozhato, vagyis a véletlen kisérlet elemi eseményei azon (y, o) pont-
péarok, melyek elemei a [0, d] és [0, 7] intervallumok altal meghatérozott tég-
lalapnak. (Ez a téglalap az € eseménytér). Metszés egyszerre csak egy
padlérésnél kovetkezhet be, mert s < d. A metszés csak akkor kovetkezhet
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be, ha 0 <y < $sina, vagy ha (d —y) < $sina teljesiil. A feltételeknek

megfelel§ (y, a) pontparok tartoméanyat az alébbi abran besatiroztuk:

s
4 d— —=sino
¥ 2
|

d
S -
—=zin O
2

¥

Kis

A sotétitett teriilet nagysaga T = 2 [Zsinada = s[—cosal] = 25 a
0

s
2

téglalap teriilete pedig dr.
2s
%.

Megjegyzés: Mivel a valoszintiség kapcsolatos m-vel, lehetség van sta-
tisztikus eszkozokkel a m becslésére. Ha nagyon sokszor végrehajtjuk a vé-

Igy a keresett valoszintiség: P (,a tti metszi a padlorést”) =

letlen kisérletet, és szdmoljuk a metszések bekévetkezését, azaz a vizsgalt
esemény gyakorisagat, akkor ezt a kisérletek szamaval elosztva (relativ gyako-
risag) a fenti valoszintiséget jol lehet kozeliteni. Ebbdl 7-t kifejezve kapjuk a
kozelitést. 1885-ben Stephan Smith angol matematikus 3200-szer végrehajtva
a kisérletet, m-re 3,1553 -t kapott.

I.5.30. Feladat: Valasszunk ki egy pontot véletlenszertien az egységné-
gyzetben, melynek koordinatait jeldlje (a,b). Tekintve a p(x) = ax? —2bx +1
polinomot, mekkora a valoszintisége annak, hogy a p(x) = 0 egyenletnek van
valos gyoke?

Megoldds: Egy polinomnak akkor van valés gydke, ha a diszkrimindnsa
pozitiv, azaz D = 4b* — 4a > 0. Innen kévetkezik, hogy a véletlenszerti-
en kivalasztott pont koordinatai kozott fenn kell &llnia a b* > a relacionak.
Ennek megfelels tartoményt az egységnégyzetben besététitettiik:
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A&

1

A besotétitett tartoméany teriilete megegyezik a keresett valoszintiséggel,
mivel az egységnégyzet teriilete 1.

1
Igy P (,van valés gyok”) = [2%dx = %
0

I.5.31. Feladat: Valasszunk ki egy pontot véletlenszertien az egységné-
gyzetben, melynek koordinatait jelolje (a,b). Mekkora a valoszintisége annak,
hogy a pont kézelebb van a négyzet egy oldaldhoz, mint egy atlojahoz?

Megoldds: Egymast metsz6 egyenesektsl egyenls tavolsagra fekvd pontok
mértani helye az egyenesek szogének felezs egyenese. Az oldalegyenesek és
az atlo egyeneseinek szogfelez6i az oldalegyenesekkel 22,5°-0s szbget zarnak
be. A vizsgalt esemény pontjai ezért az oldalak és a szogfelezék altal hatarolt
tartoméanyba esnek:

i

Az &bran jelolt magassagvonal m = %tg 22,5°. A besotétitett tertilet most
is a keresett valosziniiséggel egyezik meg:

P (,a pont kozelebb van az oldalhoz”) = T' = 421 = tg 22,5° = V2 —1.

1.5.32. Feladat: Az egységintervallumban véletlenszerten kijeldlve két
pontot, mekkora a valésziniisége, hogy a keletkez6 hdrom szakaszbol harom-
szog szerkeszthetd?
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Megoldds: Jeldljiik a két pontnak a 0-t6l vett tavolsdgait rendre z-el és
y-nal. Az (x,y) par ilyenkor egy pontot hatédroz meg az egységnégyzetben,
ami tehat most is a véletlen kisérlethez tartozé ) eseménytér. A hdromszog
szerkesztéséhez a keletkez§ harom szakasz a, b, ¢ hosszainak ki kell elégitenie
egyidejiileg az ¢ + b < ¢, a + ¢ < b és b+ ¢ < a egyenlStlenségeket. Az
x < y esetben a harom szakasz az « = v,b=y—z ésc=1—y. Igy a
haromszog szerkeszthet8sége az alabbi egyenlGtlenségek egyideji fennallasat
koveteli meg z, y-tol:

a=x | b=v-x | c=1-r |

| | | I

0 x ¥ 1
r+(l—y)>y—z<—y<z+405,

(y—z)+(l—y) > 2 <=2 <05.

Az y < x esetben a fenti egyenl6tlenségeknek a x > 0.5, +—0,5 < yésy <
0.5 rendszer fog megfelelni. A két kritériumrendszerhez tartozé tartoméanyt
besotétitettiik az egységnégyzetben:

w

Igy a keresett valoszintség 0,25 lesz.

1.5.33. Feladat: Egy szobaban egymastol d tavolsaghan parhuzamosan
padlorések futnak. Leejtve egy s < d atmérdji pénzdarabot, mennyi a va-
l6szintisége, hogy a pénz éppen egy padlodeszka belsejébe esik, azaz nem
metszi a padlorést?
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F 5
L 3

=

ol

Megoldds: A pénz kozéppontjanak s/2-nél nagyobb tavolsagra kell lennie
mindkét padloréstdl, igy a valoszintség p =1 — s/d.

I.5.34. Feladat: Egy d = 10 cm oldalhosszisdgi négyzetracsos padlo-
zatra leejtiink egy s = 3 cm atmérdji pénzdarabot.

a. Mennyi a valésziniisége, hogy a pénz teljes terjedelmével egy négyzet belse-
jébe fog esni?

b. Mennyi a val6szintisége, hogy htsszor végrehajtva a kisérletet, az esemény
éppen Otszor kovetkezik be?

Megoldds: a. Ahhoz, hogy a pénzdarab benne legyen a négyzetben,
a pénz koézéppontjanak a bels§ 7 cm oldalhosszusagt négyzetbe kell esnie,
igy a valoszintiség p = 0,49. b. Az el6z6 p valoszintiséggel: (250>p5 (1—p)"
képlettel szamolhatjuk ki.

I.5.35. Feladat: Egy d = 10 cm oldalhosszisdgi négyzetracsos padlo-
zatra leejtiink egy s = 3 cm hosszu tiit. Mennyi a valoszintisége, hogy a tii
teljes egészében egy négyzet belsejébe keriil?

4sd—s?

jelenti, hogy a tii a vizszintes oldalt metszi, B peglig azt, hogy a tii fliggsleges

oldalt keresztez, akkor meghatérozandé a P(A + B) valészintiség. Poincare

tételébsl: P(A + B) = P(A) + P(B) — P(AB). A Buffon-td problémanal

lattuk, hogy P(A) = P(B) = 22 Az AB szorzatesemény valoszintisége
5 =sina £|cosa|

2 2

P(AB)= 4+ [ [ [ dadyda = %. A képletben x és y a td kozép-
0 0 0

d2x

Megoldds: A keresett valoszintiség p =1 — Ha A azt az eseményt

pontjanak koordinatai, o pedig a tii egyenesének a vizszintessel bezart szoge.
A P(AB) valoszintiség a két oldalt egyszerre metszé tiielhelyezkedésekhez
tartozo (x,y,a) pontok alkotta térrész térfogatanak és a d x d x m haséab
térfogatanak aranya.
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1.5.36. Feladat: FEgy a =1, b = 2 oldalhosszisdgu téglalapon kivalasz-
tunk egy pontot. Mennyi a val6szintisége, hogy a pont kozelebb van egy
csticshoz, mint a kézépponthoz?

Megoldds: Két pont kozott egyenld tavolsdgra 1évs pontok mértani helye
a pontokat 6sszekots szakasz felezs merdlegese. Igy a keresett eseménynek
megfelel§ tartomanyt az alabbi abran besttétitéssel szemléltethetjiik:

A kozépss (fehér) alakzat két szimmetrikus trapézbol all. Mivel a trapé-
zok kozépvonalai az atlok meghatérozta haromszog kézépvonaléval egyeznek
meg, a hosszuk 1. A trapéz magassag 0, 5. Igy a fehér alakzat teriilete éppen
1 lesz. Ezért a besotétitett alakzat teriilete is 1, igy a keresett valdszintiség

0,5.

I.5.37. Feladat: Ketten megbeszélik, hogy 10 és 11 éra k6zott egy meg-
hatarozott helyen talalkoznak. Megéllapodés szerint, aki korabban érkezik
20 percet var a masikra, és csak azutan tavozik. Mennyi a talalkozéas valo-
szintisége, ha mindketten véletlenszerten érkeznek?

Megoldds: Jeldlje x az egyik, y a méasik ember véletlen megérkezésének
idejét. Az (x,y) par egy véletlen pontot hataroz meg az egységnégyzetben.
A talalkozashoz fenn kell éllnia a |x —y| < % relacionak, melyet kielégité
pontok besotétitve lathatok az alabbi dbréan:

F

-

Az abrarol kézvetleniil leolvashato, hogy a keresett valoszintiség: 1 — 3 = 2.
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1.5.38. Feladat: Fgy egységnyi hossziisigi szakaszon taldlomra valasz-
tunk két pontot. Mennyi a valészintisége annak, hogy ezek kézelebb vannak
egyméshoz, mint barmelyik végponthoz?

Megoldds: A vizsgalt eseményhez tartozé pontok (x,y) koordinataira
fennall @ < y esetben, hogy y — @ <1 —y ésy—a < x. (Az y < x esethen
ezek a kritériumok x —y < 1 —x és v —y < y lennének.) Az egységnégyzeten
bejeldlve a relacidknak eleget tevsé pontok alkotta tartomanyt:

4+ 05 /

0s P

7

Ezek alapjan a keresett valészintiség: %

I.5.39. Feladat: Egy 6temeletes hazban az emeletek kozott 6 m tévol-
sag van, a foldszint és az elsé emelet k6zott 8 m. Ha a liftajté 2 m, mennyi a
valdszintisége annak, hogy a lift megakaddsakor az ajtot teljes egészében fal
takarja?

Megoldds: A lift teljesen a fal mogotti takarasban van a foéldszinten 4

m-en keresztiil, az 1.,2.,3. és 4. emeleten 2-2 m-en 4t. A lift Osszitja
S+4-64+2 =234 m. 1gy a keresett valdszintiség: p = %.

I.5.40. Feladat: Az ABCD egységnégyzeten véletlenszerten kivéalasztva
egy pontot, mennyi a valoszintisége, hogy a pont kozelebb lesz a négyzet
koézéppontjahoz, mint az AB oldalhoz?

Megoldds: Egy ponttdl és egy egyenestsl azonos tavolsaghan fekvs pontok
mértani helye a sikban a parabola. Igy a négyzet pontjai koziil azok lesznek
a kozépponthoz kozelebb, mint az alapon fekvé AB oldalhoz, amelyek felette
vannak azon parabola vonaldnak, melynek a kézéppont a fokusza, és az AB
vonala a direktrisze. Ha AB az = tengelyre esik, és az A pont éppen az
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origd, akkor a parabola egyenlete: y = (z — 0,5)2 + 0,25. A keresett teriilet:
1
1— [ ((z = 0,5)*+0,25) da = 2.

0

~

I.5.41. Feladat: FEgy egységnyi hosszi szakaszt eltériink, majd a hossz-
abbik részt 1jbol eltorjiik. Mennyi a valoszintsége, hogy a keletkezd hdrom
szakaszbol lehet haromszoget szerkeszteni?

Megoldds: Jeldlje az els6 torés utan keletkezett hosszabbik szakasz hosszat
z (0,5 <a<1). A masodik torésnél ezt az x hosszisagu szakaszt torjiik
ketté: xy és (1 — y) x hosszu szakaszok keletkeznek, ahol 0 < y < 1. A harom
szakaszhossz most a = xy,b= (1 —y)x és 1 — 2. Haromszog akkor szerkesz-
thets, ha zy+ (1 —y)e > 1—ax <=2 >05,z2y+1—a > (1 —y)a < 1-—
<y, (I—y)a+l—z>ay < £ >y. Miutan az elss feltétel trivialisan
teljesiil, a szerkeszthet&ség feltétele: 1 — % <y< 21—1,,:1? € (%, 1) L,y € (0,1).
A feltételeknek megfelel§ tartomény sététitett az alabbi abran:

¥
1

05

05 1%
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1 1
A besatirozott teriilet nagységa: 1'= [ (i — (1 — i)) de = [ (% — 1) de =
0,5 0,5
In2 — % a biztos eseménynek megfelel§ téglalap teriilete: 0,5, igy a keresett
valoszintiség: p =2(In2 —0,5) =In 2.

I.5.42. Feladat: Szamoljuk ki annak feltételes valészintiségét, hogy két
kockéval dobva mindkét érték péaros feltéve, hogy 6sszegiik legalabb tiz!

Megoldds: Legyen A: |Két szabalyos kockaval dobva mindkét érték paros
lesz” és B: A dobott értékek osszege nem kisebb mint 10”. P(B) = P(,Az
osszeg 10 vagy 11 vagy 127)= P(,A dobasok eredménye (6,4),(4,6),(5,5)
vagy (5,6),(6,5) vagy (6,6)")= . P(A) = 22 = 1. P(AB) = P(,A dobasok
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eredménye (6,4),(4,6) vagy (6,6)")= & = 5. A definiciét hasznalva P(A |
B) = PPEA;) = % Lathatjuk, hogy a feltételes valdszintiség most nagyobb,
mint a feltétel nélkiili.

1.5.43. Feladat: A 32 lapos magyar kartyabo6l harom lapot htizunk egy-
més utan visszatevés nélkiil. Mennyi a valésziniisége annak, hogy az elsé
kihtizott lap hetes, a méasodik kilences, a harmadik ismét hetes?

Megoldds: Legyenek A(71): Az elsének huzott lap hetes”, Aéz) : A mé-
sodiknak kihtzott lap 9-es”, A(73) . »A harmadiknak htizott lap hetes”. A kere-
(2) 43)

sett valoszintiséget a a szorzési szabalybél szamolhatjuk: P(A(71)A9 )=
P(A(;)) : P(A52)|A(71)) : P(A(73)|A(71)A$(32)). Az egyes tényezSket egyszeriden
meghatarozhatjuk: P(A(;)) =4=1, P(A52)|A(71)) =
P(A(73)|A(71)A$(32)) = o = 1=. lgy a keresett valészintiség £ - o5 - & = =k

1.5.44. Feladat: FEgy rekeszben 15 teniszlabda van, melyek koziil 9 még
hasznalatlan. Az elsé jatékhoz kivesziink taldlomra harom labdéat, majd a
jaték utan visszarakjuk azokat a rekeszbe. (Nyilvan, ha volt kozottiik hasz-
nélatlan, az a jaték soréan elveszti ezt a tulajdonsagat.) A masodik jatékhoz
ismét talalomra vesziink ki harom labdat. Mennyi a valésziniisége annak,
hogy az utébb kivett labdédk mind még hasznalatlanok lesznek?

Megoldds: Vezessiik be az alabbi eseményeket:
A; ¢ Az els6 jatékhoz éppen ¢ db hasznédlatlan labdat vettiink ki”, ¢ =
0,1,2,3.

B : A masodik jatszmahoz hdrom hasznalatlant vettiink ki”.
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Lathato, hogy az A; események teljes eseményrendszert alkotnak.
A B eseménynek az A; eseményekre vonatkozo feltételes valészintiségei:
9—1
P(5 | 4) = {5 (1=0.1.2.3)
3
mig az A; események valoszintiségei:
9 6
p(a) = el (i< 0.1.29),

3
A teljes valoszintiség tételét alkalmazva:

P (B) = iP (B| A;) P (A;) ~ 0,045.

I.5.45. Feladat: Hat doboz mindegyikében hat-hat darab goly6 van,
melyek kozott rendre 1,2,3,4,5,6 darab fehér szint talalhato (a tobbi fekete).
Egy dobozt véletlenszertien kivilasztunk, majd abbdl visszatevéssel hdrom
golyot kihtizunk. Ha azt tapasztaljuk, hogy mindharom goly6 fehér szinti,
mennyi annak a valészintisége, hogy a csupa fehér golyét tartalmazé dobozt
véalasztottuk ki?

Megoldds: Legyenek A;-k a kévetkezs események: Azt a dobozt vilasz-
tottuk, amelyikben ¢ db fehér golyé van”, + = 1,2,3,4,5,6. Nyilvanvalo,
hogy ezek az események teljes eseményrendszert alkotnak, és mindegyikiik
bekovetkezése egyforman é valoszintiségi. Legyen tovabbd B az az esemény,
hogy ,Visszatevéssel hizva mindegyik goly6 szine fehér”. P(B|A;) = (é)S,
1=1,2,3,4,5,6. A Bayes-tételt alkalmazva:

P(Ag | B) = DB HAPUe) 216 g 49,
S P(BI4)P(4)

1.5.46. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha P(A) > 0,8, P(b) > 0,8, akkor
P(AB) > 0.6!

Megoldds: 0.8+0,8—P(AB) <P(A+B) = P(A)+P(B)—P(AB) < 1 =.
P(AB) > 0,6

1.5.47. Feladat: Dobjunk két kockaval! Mondjunk olyan eseményeket
ezzel a kisérlettel kapcsolatban, amelyek fiiggetlenek, és olyanokat, amelyek
nem fiiggetlenek egymastol!

Megoldds: Pl.  A: Az egyik kockdn kettest dobunk” B: | A masik
kockan héarmast dobunk”, C': ,Van hatos a két dobott érték kozott”, D: A
dobott értékek nem egyenlSek” Az A és B fliggetlenek, C' és D nem, hiszen
P(CD) = 53 # P(C)P(D) = 35

216"
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1.5.48. Feladat: Ha P(A|B) = 0,7, P(B|A) = 0,6, P(A | B) = 0,3,
akkor mennyi P(A)?

Megoldds: P(AB) = 0,7P(B) = 0,6P(A) = P(B) = 6/TP(A). Masrészt
P(A) = P(AB)+P(AB) = 0,6P(A) +0,3P(B) = 0,6P(A)+0,3-0,3P(B) =
24/70P(A) + 0,3, ahonnan P(A) = 21/46.

I.5.49. Feladat: Héarom szabalyos kockdval dobunk. Mennyi a valészi-
niisége annak, hogy van hatos értékiink, ha tudjuk, hogy mindegyik dobas
paros lett?

Megoldds: Ha B: ,Mindegyik dobés paros”, A: ,Van hatos dobés”.

P(B)=2 =L PAB)=P(B)-P(AB) =1 -4 =12 Togy P(A|B) =
P(AB) _ 19
P(B) ~ 27

1.5.50. Feladat: Egy urnaban b darab fekete és r darab fehér golyo6 van.
véletlenszertien kihtiznak egy golyét. A kihtizott golyét és még ugyanolyan
szintibél ¢ darabot visszatesznek az urnédba. A kisérlet eredményét nem is-
merve, masodszorra mi hiizunk az urnaboél. Feltéve, hogy a mésodik hizéaskor
fekete goly6t hizunk, mennyi a valészintisége annak, hogy az elsé hizéaskor
is fekete volt az eredmény?

Megoldds: A : Az els§ huizas fekete volt”, B: A maésodik goly6 fekete”.

A Bayes tételt alkalmazva: P(A|B) = (B|A)P;((B;|)A4—)§((§?A)P(A)7 ahol P(B|A) =
ot P B|A) = 2=, P(A) = 5 és P(A) = ;5. Tgy P(A[B) = 2.

I.5.51. Feladat: Héarom szabalyos kockdval dobunk. Mennyi a valészi-
niisége annak, hogy a dobdsok k6zott van hatos, ha mindegyik kockan kiilén-
b6z6 érték van?

Megoldds: Ha B: ,Mindharom kockan més-mas eredmény van”, A: Az
egyik kockan hatos van”, akkor P(AB) = 224 = 8 P(B) = %24 = 2 igy
P(A|B)=0,5.

I.5.52. Feladat: FEgy ladaban 100 darab dobdkocka van, melyek koziil 99
teljesen szabalyos, egy pedig hamis olyan értelemben, hogy vele mindig hatos
dobhaté csak. Ha véletlenszertien kivesziink egy kockit a ladabol és azzal
tizszer dobva mindig hatost kapunk, mennyi a valészintisége, hogy éppen a
hamis kockat vettiik ki elézéleg?
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Megoldds: Legyen A: A hamis kockat vilasztottuk ki”, B: |/ Tizszer dobva
mindig hatost kapunk”. A Bayes tételt alkalmazva:

_ ___PHAPM) _ 1) =
P(A|B) = e maimer, ahol P(A) = 0,01, P(A) = 0,99,

A B|A)P(
P(B|A) = 1,P(B|A) = ;. Behelyettesitve: P(A|B) ~ 0,99999983.

1.5.53. Feladat: Két biin6z6, = és y, egymastol fiiggetleniil hazudnak,
illetve mondanak igazat 2/3 illetve 1/3 valoszintséggel. Feltéve, hogy x azt
allitja, hogy .,y hazudik”, mennyi a valdszintisége, hogy y igazat mond?

Megoldds: A: .,z azt allitja, hogy y hazudik”, B: .y igazat mond”.
P(A|B) = P(,z hazudik”) = 2/3,P(B) = 1/3,P(A|B) = P(,z igazat
mond”)= %, P (B) 2 A Bayes-tételt alkalmazva:

=3
B P(A|B)P(B) _
P(B[A) = P(A|B)P(B)+P(A|B)P(B) %

I.5.54. Feladat: Két urna koziil az egyikben n fekete és m fehér, a
méasikban N fekete és M fehér goly6é van. Az els6bdl talalomra atrakunk
egyet a masodikba, majd onnan taldlomra visszavesziink egyet. Megint az
els6bdl huzva, mennyi a valésziniisége a fehérnek?

Megoldds:
Ay Az els6 urndbol fehéret rakunk a masodikba, a masodikboél fehéret
rakunk vissza”,
Ay 0 Az els6 urnabol fehéret rakunk a mésodikba, a mésodikbol feketét
rakunk vissza”,
Az : Az els6 urnabol feketét rakunk a masodikba, a masodikbél fehéret
rakunk vissza”,
Ay @ LAz els6 urnabdl feketét rakunk a masodikba, a mésodikbol feketét
rakunk vissza”,
B: ,Harmadszorra az els6 arnabol fehéret hiazunk”.
Ay, Ay, As, Ay teljes eseményrendszer. A teljes valoszintiség tételébol:

P(B) = gP(B|Ai)P(Ai) _—

1.5.55. Feladat: Két jatékos felvaltva hiz egy-egy golydt visszatevés
nélkiil egy urndbol, amiben egy fehér és harom fekete goly6 van. Az a jatékos
nyer, amelyik el6szor hiiz fehéret. Mennyi a valészintisége, hogy az elsének
htzé jatékos fog nyerni?
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Megoldds: A: ,,Az elsé hizds utan nyer a kezdd jatékos”, B: A har-
madik hizés utdn nyer a kezd§ jatékos”, C': Nyer a kezd§ jatékos”. Nyilvan:

P(C)=PA)+P(B)=142.2.1 -1

4

1.5.56. Feladat: Egy kalapban tiz cédula van, melyekre a 0, 1,2, 3,4, 5,
6,7,8,9 szamjegyek vannak felirva. Visszatevéssel kivesziink két cédulat.
Jelolje Y a szamjegyek Osszegét, X pedig a szamjegyek szorzatdt. Adjuk
meg a
P(Y =i | X = 0) valoszintségeket! (¢ =0,1,...,18).

Megoldds: P(X =0) = 2 P(Y =:|X =0) =0, has > 9.

100°

. o _ P(,0-4t és i-t htiztunk™+,:-t és 0-at haztunk”) _ 2 .
P(Y =X =0)= B(X=0) =g, hai=1,2,....9.

1.5.57. Feladat: Egy perzsa sah egyszer egy elitéltnek azt mondta, hogy
tetszés szerint elhelyezhet 50 fehér és 50 fekete golyot két egyforma vazéba.
Az egyikbdl majd a sah kihtz egy golyoét, és ha az fehér, megkegyelmez.
Ha viszont a kihuzott golyo fekete, vagy kideriil, hogy nem mindegyik golyo
volt a vazékba berakva, esetleg a kivéilasztott vazdban nem volt semmilyen
golyo, az itélet halal. Hogyan kell szétosztania az elitéltnek a golyokat, hogy
a megkegyelmezés valosziniisége maximalis legyen?

Megoldds: Az optimalis stratégia az, ha az egyik vizaba egy fehér golyot
tesziink, a mésikba az Gsszes tobbit. Ekkor a teljes valészintiség tételét al-
kalmazva: P(,A sah fehéret huz") = (1 + %) ~ 0,747. Minden mas szé-
tosztasndl csdkken ez a valdszintiség.

I.5.58. Feladat: A binéris szimmetrikus csatorna egy olyan binaris be-
menetd és bindris kimenett csatorna, melynek minden bemenete p = 0,01
valoszintiséggel az ellenkezgjére valt a kimenetkor (¢ = 1 —p). A 0 forrasbitet
000-val, az 1 forrasbitet 111-gyel kiildjiik at. A dekoédolé tébbségi dontést
hoz. Ha a 0 és 1 forrasbitek el6fordulasénak egyarant 0,5 a valoszintisége,
akkor adja meg a dekodolas hibavalészintiségét!

Megoldds: P (1-est vesziink | 0-ast adnak) = 3p*q + p°,
P (0-ast vesziink | I-est adnak) = 3p*q + p°.
P (Hibazunk) = 1 (3p%q + p* + 3p*¢ + p*) = 2,98 - 10~*.

I.5.1. Gyakorlat: Legyen A, B € 3. Adja meg az Osszes olyan X € &
eseményt, melyre A- X = A - B teljesiil!
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I.5.2. Gyakorlat: Legyen A, B € . Adja meg az A, B-t tartalmazé
legsztikebb o—algebrat!

I.5.3. Gyakorlat: Legyen Ay, As,..., A, € 3. Bizonyitsa be, hogy

I.5.4. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy minden A, B € S esetén
IP(AB)—P(AC)|<P(BAC), BAC=BC+CB!

I.5.5. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy minden A, B € & esetén
<P(AB)—P(A)P(B) < I

1
4

I.5.6. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy minden A, B € & esetén
P (AB)P (AB) < 5!

I.5.7. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy minden A, B € & esetén
PAAB)=P(A)+P(B)—-2P(AB)!

I.5.8. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy minden A, B, C' € & esetén
P(AB)+ P (AC)—P(BC)<P(A)

I.5.9. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy minden A, B, C' € & esetén
P(A+ B+C)—P(ABC)>P (B AC)!

I.5.10. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy minden A, B, C' € & esetén
PAAB)<P(AAC)+P(BAC)!

I.5.11. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogyha P (A)=0,9 és P(B) =10,8,
akkor P (AB) > 0,7!

I.5.12. Gyakorlat: A & kisérlet abban all, hogy véletlenszerten kiva-
lasztunk egy n elemt permutaciot. Jelentse A;; azt az eseményt, amikor a
kivélasztott permutéciéban az i-edik elem a j-edik helyen all. Fejezze ki A;;-
k segitségével az aldbbi eseményeket:

A: Laz els6 elem a masodiktol balra all”,
B: az els§ elem sorszama legfeljebb ;7.

1.5.13. Gyakorlat: Legyen A;, Ay,..., A, € S és A = > A, Allitsuk
=1
el A-t egymést kizaro események 6sszegeként!
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I.5.14. Gyakorlat: Egy egyetemi évfolyamon a lanyok koziil 60-nak a
haja barna, 40-nek a haja és a szeme is barna, 110 lanynak a haja és a szeme
koziil legaldbb az egyik barna. Hany barnaszemi lany van az évfolyamon?

I.5.15. Gyakorlat: Egy kivéautomata 20 Ft-os érmékkel miikodik. Egy
tetszdleges 20 Ft-os érmét 0.98 valészintiséggel fogad el. Az automata ki-
jelz6je mutatja, hogy még 4 adag kavé van benne. Négyen éllnak az au-
tomata el6tt 1-1 20 Ft-os érmével a keziikben, amikor odaérkezem. Mekkora
a valoszintsége, hogy jut nekem a kavébol? Mekkora annak a valésziniisége,
hogy én iszom a 4 adag koziil az els6t?

I.5.16. Gyakorlat: Melyik lottészam lesz a legnagyobb valészintiséggel
a masodik legnagyobb kihtizott szam?

I.5.17. Gyakorlat: Mennyi a valészintisége annak, hogy a kovetkezd
heti lottészamok legnagyobbika kisebb lesz, mint a rakévetkezd hét kihizott
szamainak legkisebbike?

I.5.18. Gyakorlat: Mennyi a valoszintisége annak, hogy a lottén a ki-
huzott 6t szdam koziil nagység szerint a kézépsé 50-nél kisebb?

1.5.19. Gyakorlat: Egy sakktablan talalomra elhelyeziink 8 bastyat. Meny-
nyi a valészintisége annak, hogy a bastydk nem {itik egymast?

1.5.20. Gyakorlat: Egy kalapban az angol ABC 26 bettje van. Vissza-
tevéssel 8-szor kihtizunk egy betiit és leirjuk azt. Mennyi a valoszintisége

annak, hogy legfeljebb két betticsere utan a leirt sz6bol megkapjuk a DEB-
RECEN szo6t?

I.5.21. Gyakorlat: Egyszerre n szabalyos dobékockaval dobunk. Meny-
nyi a valészintisége annak, hogy

a. az Osszes kockdval ugyanazt az értéket kapjuk?

b. legaldbb egy hatost dobunk?

c. pontosan egy hatost dobunk?

I.5.22. Gyakorlat: Egy urnédban a darab fehér és b darab fekete golyo
van. (a,b > 2). Visszatevés nélkiil kivesziink két goly6t az urnabol. Mennyi
a valoszintisége annak, hogy
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a. a két goly6 azonos szinti?
b. a két goly6 kiilonb6z6 szinii?

I.5.23. Gyakorlat: Harminc szamozott golyét rakunk szét nyolc kiilon-
bo6z6 ladédba. Az elhelyezéskor barmelyik golyot ugyanakkora valészintiséggel
tehetiink barmelyik ladéba. Keressiik meg annak az elhelyezésnek a val6szi-
niiségét, amelynél harom lada iires, kett6ben harom goly6 van, kett6ben hat
és egyben 12 db golyé keriil!

I.5.24. Gyakorlat: Tekintsiik az Gsszes olyan n hosszisagi sorozatot,
amelyek a 0, 1,2 szamokbdl dllnak. Hatarozzuk meg annak a valészintiségét,
hogy egy véletleniil vilasztott ilyen sorozat:

a. 0-val kezdsdik;

b. pontosan m + 2 db 0-at tartalmaz, melyek koziil kett§ a sorozat végén

van;

c. pontosan m db l-est tartalmaz;
d. pontosan mg db 0-at, my db l-est és my db 2-est tartalmaz.

I.5.25. Gyakorlat: Ketten pénzfeldobassal jatszanak. Andras nyer, ha
egy szabélyos érme dobési sorozataban harom fej hamarabb kovetkezik, mint
a fej-iras-fej sorozat. Viszont Béla a nyerd, ha mindez forditva torténik, azaz
a fej-iras-fej sorozat elébb jon, mint a fej-fej-fej. EgyenlSek a jaték nyerési
esélyei? Milyen legyen a fej dobésanak p valoszintisége, hogy a jaték ,fair”
legyen?

I.5.26. Gyakorlat: Legyen A az az esemény, hogy lottohizasnal egyik
kihtizott szam sem nagyobb mint 50, és B pedig az az esemény, hogy min-
degyik kihuzott szam paros. Szamoljuk ki a P(A),P(B),P(AB),P(A+ B)

valoszintiségeket!

1.5.27. Gyakorlat: Mennyi a valészintisége annak, hogy a lottohizéasnal
kihuzott legnagyobb és legkisebb szam kiilonbsége éppen k7 (4 < k < 89).

1.5.28. Gyakorlat: Egy iires téglalap alakti szobédban, melynek falai 10
és 5 méter hossziak, leejtiink egy golyot. Mennyi a valésziniisége, hogy
a goly6 egy olyan pontban fog megallni, amely koézelebb van a szoba egy
sarkdhoz, mint a szoba kézéppontjahoz?
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I.5.29. Gyakorlat: Egy 10cm oldalhossztisagi négyzetracsos halozatra
leejtiink egy 3em atmérdji koralakia pénzdarabot. Mennyi a valoszintisége,
hogy a pénzdarab lefedi egy négyzet cstucsat?

1.5.30. Gyakorlat: Egy 20 cm oldalhossztusagi négyzetracsos padléza-
tra ledobunk egy 2 cm élhosszisdgn jatékkockdt. Mennyi a valoszintisége,
hogy a kocka teljes terjedelmével a padlozat egy négyzetében lesz?

1.5.31. Gyakorlat: Mennyi a valészintisége, hogy egy egységnyi szakaszt
véletlenszertien harom részre toriink, a keletkezs szakaszokbol hegyesszogii
haromszog szerkeszthets?

1.5.32. Gyakorlat: Az ABCD négyzetben taldlomra vélasztunk egy P
pontot. Mennyi a valdszintisége, hogy P kozelebb lesz az AB oldalhoz, mint
a négyzet kdzéppontjahoz?

1.5.33. Gyakorlat: Egy d szélességii lécekbdl allo padlozatra ledobunk
egy s = 2d hosszuisagt tiit. Mennyi a valészintisége, hogy a tid két padlorést
fog egyszerre metszeni?

1.5.34. Gyakorlat: Az egységkor keriiletén véletlenszeriien kivélasztunk
harom pontot: A, B és C-t. Mennyi a valoszintsége, hogy a BAC' szog
nagyobb lesz 60°-nal?

1.5.35. Gyakorlat: Legyen P = (a,b) az egységnégyzet egy véletleniil

kivalasztott pontja és p(x) = %:1;3 —a’x +b egy harmadfokd polinom. Mennyi
a valoszintdsége, hogy p(x)-nek pontosan egy, illetve pontosan harom valés

gyoke van?

1.5.36. Gyakorlat: Talalomra kivilasztunk egy P pontot az egységkor
keriiletén, majd egy ) pontot a kérlapon. Mennyi a valdszintisége, hogy a
Q) P szakasz hossza nagyobb mint 17

1.5.37. Gyakorlat: A (0,2) és (0,3) szakaszokon valasztunk taldlomra
egy-egy pontot, legyenek ezek = és y. Mennyi a valésziniisége, hogy az z,y
és 1 hosszusagi szakaszokbol szerkeszthet6 haromszog?

I.5.38. Gyakorlat: A [0, 1] intervallumon talalomra kivalasztunk két sza-
mot. Mennyi a valészintisége, hogy az egyik szam tobb, mint kétszerese lesz
a méasiknak?
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1.5.39. Gyakorlat: Valasszunk ki egy Xés Y pontot az egységinterval-
lumban! Tekintsiik azt a téglalapot, melynek oldalhosszai Xés Y. Mennyi a
valdszintisége, hogy a keletkez6 téglalap keriilete nagyobb, mint 2és teriilete

kisebb, mint 0,257

I.5.40. Gyakorlat: Vegyiink egy véletlen P = (a,b) pontot az egységné-
gyzetbdl. Mennyi annak a valészintisége, hogy a p(z) = az? — 2bx + 1 poli-
nomnak nincs valés gyoke?

I.5.41. Gyakorlat: Egy urnédban b darab fekete és r darab fehér golyo
van. véletlenszeriien kihiznak egy golyot. A kihtizott goly6t és még ugyano-
lyan szintib6l ¢ darabot visszatesznek az urnaba. Ezt megteszik egymas utéan

n-szer. lgazolja, hogy ezek utan, a fekete goly6 kihtizasdnak valésziniisége
b
b+r”

I.5.42. Gyakorlat: Magyar kartyaval huszonegyeziink. A kartya értékei:
als6=2, fels6=3, kiraly=4, hetes=7. nyolcas=8, kilences=9, tizes=10, asz=11.
Mennyi a valésziniisége, hogy 21-et hiizunk, ha a 19-et elértiik az 6t6dik hiizas
utéan?

1.5.43. Gyakorlat: Egy kalapban tiz cédula van, melyekre a 0,1, 2,3, 4,
5,6,7,8,9 szamjegyek vannak felirva. Visszatevéssel kivesziink két cédulat.
Jelolje Y a szamjegyek 6sszegét, X pedig a szamjegyek szorzatat. Adjuk meg
a

P(Y =i | X > 0) valészintségeket! (i =0,1,...,18).

I.5.44. Gyakorlat: Elgszor feldobunk egy szabédlyos érmét. Ha fej, egy-
szer, ha iras kétszer dobunk egy szabélyos dobokockaval. Mennyi a val6szi-
niisége, hogy lesz hatos?

1.5.45. Gyakorlat: Egy rekeszben 15 teniszlabda van, melyek koéziil 9
még hasznalatlan. Harom jatékhoz kivesziink taldlomra harom labdat, majd
a jaték utan visszarakjuk azokat a rekeszbe. (Nyilvan, ha volt kozottiik
hasznélatlan, az a jaték soran elveszti ezt a tulajdonsagat.) Mennyi a valo-

szintisége annak, hogy mindhdrom kivételhez 1 4 és 2 hasznélt labda keriil
a keziinkbe?

1.5.46. Gyakorlat: Egy szovegszerkeszt§ a karaktereket 7 bitbe kodolja,
és ezt egy paritasbittel egésziti ki tgy, hogy az l-esek széma péros legyen.
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Teszi ezt azért, hogy paratlan paritassal észlelni tudja a hibazast. Tegyiik
fel, hogy nyolc bitet egy olyan csatornan kiildi at, amely egy bitet 0,1
valoszintiséggel ront el. Milyen valdészintiséggel kapunk a kimeneten ugy nyolc
bitet, hogy az hibés, de mégsem tudjuk azt észlelni?

1.5.47. Gyakorlat: A vizsgazok 75%-a A szakos, 15%-a B szakos és
10%-a C szakos. Annak az eseménynek a valoszintisége, hogy egy hall-
gatd Otost kap, az A szakosok esetében 0,4, a B szakosoknal 0,7 és a C
szakosokndl 0,6. Ha egy személyrdl tudjuk, hogy 6tésre vizsgazott, akkor
milyen valdszintséggel lehet A, B illetve C' szakos?

1.5.48. Gyakorlat: Harom egyforma doboz koziil kettében 2 piros, egy-
ben 1 piros és 1 fehér golyé van. Véletlenszeriien kivalasztunk egy dobozt,
és abbdl egy golyot. Ha ez piros, mennyi a valésziniisége, hogy a dobozban
marado goly6 szine fehér?

1.5.49. Gyakorlat: Egy szabalyos kockdval addig dobunk ujra és tjra,
amig elGszor hatost nem kapunk. Mennyi a valésziniisége, hogy ekozben
pontosan 1 egyest dobunk?

I.5.50. Gyakorlat: Egyetlen szelvénnyel lottézok. Szamaim kozott a
40-es a kozépsS. Az aldbbi harom esemény esetleges bekovetkezése koziil
melyik néveli jobban az 6tos taldlatom feltételes valoszintiségét? A :  az elsé
kihtizott szam a 40-es”, B :  kihtztak a 40-es szamot”, C' : ,a 40-es szam a
kihtizott szamok kozott a harmadik”.

I.5.51. Gyakorlat: Egy szabalyos dobokockaval addig dobunk, amig 6t6st
nem kapunk. Mennyi a valészintisége, hogy ezalatt nem dobunk hatost?

1.5.52. Gyakorlat: Harom szabélyos dobokockéaval dobunk! A: az 0sz-
szeg 77, B: ,mindegyik paros”, C': ,yvan kozottiik harmas”. Szamolja ki a

P(A-(B+ C’))és a P((A+ C)B) valoszintiségeket!

1.5.53. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy a Boole egyenl&tlenség végtelen
sok esemény esetén is fenndll.(A folytonossagi tételt hasznéljal)



I1. fejezet

A valbszintiségi valtozo

II.1. A valészintiségi valtozé fogalma

A valés szamok részhalmazai koziil, csak azokkal fogunk a tovdbbiakban
foglalkozni, amelyek intervallumok rendszerébdl egyesitéssel, metszéssel és
komplemens-képzéssel elGallithatok. Ezek az t.n. Borel-mérheté halmazok,
melynek fogalmat a I1.1.2 definici6ban adjuk meg. A gyakorlatban minden
LEpeszii” halmaz, igy a nyilt, zart, félig nyilt, félig zart intervallumok, az
egyelemi halmazok, a félegyenesek és a nyilt és zart valés részhalmazok,
valamint az egész szamegyenes maga is Borel-mérhet&ek. A kovetkezd tétel-
ben felhasznaljuk a o-algebra fogalmat, ami az & eseményalgebra axiémainal
mar szerepelt.

I1.1.1. Tétel: Ha Ry, Ry, K3, ... a V halmaz részhalmazainak o-algebrai,
akkor ﬂ R; szintén o-algebra.

Vi
Bizonyitds:

a.) Azért igaz, mert V mindegyik tényezd o-algebraban benne van, akkor a
kozos részben is benne kell, hogy legyen.

b.) Ha egy A C V részhalmaz benne van a metszetben, az csak agy lehet,
ha mindegyik komponens g-algebraban is benne van. De mivel a kompo-
nensek o-algebrak, benniik a komplemens halmaz is benne van, de akkor
a metszetiikben is benne van a V'\ A.

51
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c.) Ha részhalmazok egy rendszere benne van a metszetben, akkor minden
komponensben benne van, de akkor az egyesitésiik is benne van minden
komponensben, igy a metszetiikben is. W

I1.1.1. Definicié: Az A, B,C,... C V halmazrendszert tartalmazo 6sz-
szes o-algebra metszetét — ami az el6z6 tétel szerint maga is o-algebra —
a halmazrendszer altal generalt o-algebranak nevezziik, és o(A, B,C...)-val
jeloljiik.

I1.1.2. Definicié: A balrél zart, jobbrol nyilt valos intervallumok altal

generédlt o-algebrat, Borel-féle o-algebranak nevezziik, és B-vel jeloljiik:

B =0 ({[a,b),a,bE R}).

I1.1.3. Definicié: Legyen (2, 3, P) Kolmogorov-féle val6szintiségi mezd.
Az X : Q — R fliggvényt valdsziniségi viltozonak nevezziik, ha minden

B € B esetén A = {w; X (w) € B} € 3, azaz a Borel-halmazok képe az X

leképezésnél megfigyelhets esemény lesz.

Megjegyzés: Mértékelméleti terminologiaval, X mérhets fliggvény. Lat-
hato, hogy az X val6szintiségi valtozé minden w elemi eseményhez egy valos
szamot rendel.

I1.1.2. Tétel: Az {A; A={w; X(w) € B}, B € B} eseményrendszer
o-algebra, melyet az X altal generalt o-algebranak neveziink, és o(X)-el
jeloliink.

Bizonyitds:
1° {w; X (w) € R} =Q, mert R €B.
2° Ha A = {w; X (w) € B} € 0(X), akkor A = {w; X (w) € R\ B} is, hiszen
R\B € ‘B.

3°G{w;X(w)EB¢}:{ U } ), hiszen UB €cB. N

=1

I1.1.1. Példa:

a.) Ha X az A € S esemény indikétor fiiggvénye, azaz

1, haweA _ _
X(w)—{ 0 hawe A’ akkor U(X)—{@,A,A,Q}.

b.) Ha X(w) ¢, azaz a valosziniiségi valtozo konstansfiiggvény, akkor

o(X)= {@:ﬂ}
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I1.2. Az eloszlasfiiggvény fogalma

I1.2.1. Definicié: Legyen (12, 3, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mezd,
X valoszintiségi valtozo. Ekkor a Qx : B — [0, 1] halmazfiiggvény,
jel

melynek definicioja Qx(B) = P({w; X(w) € B}) = P(X € B), (B € *B),

az X valdszintiségi valtozo eloszlisa.

I1.2.1. Tétel: A @y halmazfiiggvény tulajdonsigai:
a.) Qx(R)=1.

b.) Ha By, Ba, ..., B,,...diszgjunkt Borel-halmazok, akkor QX(U B;) = E Qx(B;).
=1

=1

Megjegyzés: A Qx kielégiti a P valosziniiség axiomait.

Bizonyitds:

a.) Qx(R) = P({w; X(w) € R}) = P(Q) = L.

by @x (U 5) =P (wixe Un) =P (Slaxwen) -

=1

= L P({wiX (@) € BY) = X Ox (B).

Megjegyzés: Amikor egy K véletlen kisérlethez hozzarendeliink egy X va-
l6szintiségi valtozot, akkor egyuttal egy leképezést hajtunk végre az absztrakt
(Q,3,P) és az (R,B,Qx) Kolmogorov-féle valészintségi mezsk kozott. A
matematikailag nehezen kezelhets (£2, S, P) strukttra helyett egy jobban ki-
dolgozott és kiismert (R, B, Qx) struktarara tériink at, ahol az eseményeket
a Borel-halmazok segitségével fogjuk megfogalmazni, az események val6szi-
niiségeit pedig az eloszlassal kalkulaljuk a tovdbbiakban. A valésziniiségi
valtozo tehat a véletlen kisérlet egy matematikai modellje.

A val6szintiségi viltozok definidlasa az esetek tobbségében természetes
modon adédik. Gondoljunk csak példaul a kockadobés kisérletre, a rulett-
tarcsa megforgatasidra, a Duna pillanatnyi vizmagassagara, vagy a legkoze-
lebb sziiletend6 csecsemd teststlyara sth. Sokszor, bar az elemi események
nem szamok, de valoszintiségi viltozoval egy-egy értelmii megfeleltetés létesi-
thets koztiik és a valos szamok egy részhalmaza kozott, és igy a valdsziniiségi
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véaltozo segitségével ugyanugy targyalhaté a jelenség. Pl. a kartyahtuzasnal a
kartyékat sorszdmozzuk, minden addigi esemény ekvivalens médon atfogal-
mazhato.

Felhasznalhatok a valoszintiségi valtozok az eredeti kisérlet egyszertsité-
sére is. Pl. kés6bb latni fogjuk, hogy egy n-szeres hossziisdgn kisérletsorozat
helyett egyetlen valosziniiségi viltozo megfigyelése is lehetséges.

I1.2.2. Definicié: Az Fx(z) = Qx( (—oo, x) ),z € R fiiggvényt az X

valoszintiségi valtozod eloszldsfiigguényének nevezziik.

Megjegyzés: Fx(x) = Qx( (—o0, ) ) =P{w; X(w) <z})=
=P(X <a),z € Ryvagyis Fx : R — [0, 1] valos fiiggvény.

I1.2.2. Tétel: A valoszintiségi valtozo eloszlasa és eloszlastiiggvénye kol-
csonosen egyértelmiien meghatarozzik egymaést.

Megjegyzés: A 11.2.2 tételt nem bizonyitjuk, csak annyit jegyziink meg,
hogy a bizonyitas azon miulik, hogy a félegyenesek altal generdlt o-algebra
maga a Borel-féle o-algebra. A tételnek az a fontos {izenete van a sza-
munkra, hogy az eloszlasfiiggvény segitségével is kiszamithatok az események
valdszintiségei.

I1.2.3. Tétel: (Az Fy eloszldsfigguény tulajdonsdgai)

a.) Fy monoton nemcsokkens, azaz Fy(x) < Fx(y), ha < y.

b.) Fx balrodl folytonos, azaz lim Fx(x) = Fx(y) minden y € R-re.

T—rYy—

c.) lim Fx(x)=1¢és lim Fx(x)=0.

z—+00 T——00
Bizonyitds:
a.) Legyen © < y , akkor A, = {w; X(w) <z} C A, = {w; X(w) <y}, és

igy az 1.1.3. tétel d.) pontja szerint Fx(x) = P(A,;) < P(A,) = Fx(y),
ami az allitas volt.
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b.)

Legyen h, tetszdleges monoton fogyé nullsorozat. (pl. h, = % ilyen.)
Legyen y € R tetsz6leges rogzitett valos szam.

B, = Ay, ={w; X(w) <y — h,}. Ekkor nyilvan
By C B, C---CB, C---> B;. Masrészt > B, = {w; X(w) <y} is

=1 1=1

fennéll, ugyanis, haw € > B; = dn : X(w)<y—h, = X(w) <y
=1
is. .
Forditva: ha X(w) <y = In : X(w)<y—h, = we . B,.
=1
A valészintség folytonossagi tulajdonsagabol (I1.1.6. tétel):

Fx(y)=P(X <y)= P(E B;) = h_{n P(B,) = h_{n P(X <y—h,) =
= n—0o n—0o
lim Fx(x).

T—rYy—

A lim Fx(x) =1 bizonyitésa:

r—r400
Legyen x,, — oo szigortian novekeds tetszdleges szamsorozat (pl. x, =n

ilyen):
B, = A, , ekkor

BCB,C---CB,C---> B =Q.
=1

A > B; C Q tartalmazéas trivialisan igaz, a masik iranyi tartalmazas
=1
igazoléasa:
Legyen w € ) tetszdleges, ekkor
XweR = 3IJKeR : X(w)<K = dn: Xw<K<a, =
= weB, =>wed B
=1
Igy a folytonossagi tételbsl:
1=PQ)=P(> B;)= lim P(B,) = lim Fx(z,)= lim Fx(z).

n—0oo T—r 00

A lim Fx(x) =0 bizonyitésa:

T——00
Fx(2)=P(X <a2)=P(—-X > —z) =
l1-P(-X<—-2)=1-P(Y <—z),ahol Y = - X.
—x) < < —z) <16 1 —z)= 1 =
P(Y < —2)<P(Y <—2)<16és _Q}EEOOP(Y < —x) yll}inoo Fy(y) =1,
mint ahogy az el6bb lattuk.
[gy lim Fx(z)=1— lim P(Y <y)=1-1=0.1
T——00

y—+00
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I1.2.4. Tétel: Tetszbleges x < y esetén
a.) Pz <X <y) = Fx(y) — Fx(z),
b.) Pz < X <y)=Fx(y) — Fx(x +0),
c.) Ple < X <y)=Fx(y+0)— Fx(z),
d.) Pz < X <y) = Fx(y+0)— Fx(z+0),

e.) P(X =2)= Fx(x+0) — Fx(x).

Bizonyitds: Mindegyik allitas bizonyitasa hasonlé médon torténik, ezért
csak a c.) allitas igazolasat részletezziik.
{w; v < X(w) <y} ={w; = < X(w)} N{w; X(w) <y}
Mivel 2 < y{w; y < X(w)} C{w; 2 < X(w)} és O ={w; * < X(w)} U
{w; X(w) <y}
A Poincare-tételbél:
1= P(Q) = P{w; & < X(w)} +{w; X(w) < y}) =
=P X<y)+Pa<X)-Pla<X<y)=
=P X<y +1-PX <z)-Pla<X <y).
Innen: (*) P(2a < X <y)=P(X <y)—P(X < ).

Ha most 0 < &, szigortian csdkkend nullsorozat, akkor megmutathato, hogy

{w; X(w) <yt =[]{w; X(w) <y+ha}

n=1
Ugyanis, ha w € {w; X(w) <y}, akkor
w € {w; X(w) < y+ h,} minden n indexre, tehét

wE H{w; X(w) <y+h,}is.

Masrészt, ha w € H {w; X(w) <y+ h,}, akkor minden n-re
n=1
weEAw; X(w) <y+hy,}, tehat
wEAw; X(w) < y} is. A folytonosségi torvénybdl:

P(X <y) H{w X(w) <y+ha}) = lim P(X <y+h,) = Fx(y+0).

Ez utébbit (*)- ba behelyett681tve kapjuk az allitast. W
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Kovetkezmény: Ha Fx folytonos az a helyen, akkor P(X = z) = 0.

Bizonyitds: Ha Fx folytonos az x helyen, akkor Fx(x) = Fx(x +0) és az
e.) allitas igazolja a kovetkezményt. W

Megjegyzés: Eloszlasfiiggvényekre példékat a kdvetkezd szakaszokban bé-
ségesen adunk majd.

I1.3. Diszkrét valészintiségi valtozok

I1.3.1. Definicio: Az X valoszintiségi valtozot diszkrétnek nevezziik, ha
értékkészlete megszamlalhato (sorozatba rendezhetd), vagyis V w € Q-ra

Xw)e E=A{er,22,...,20,...}.
I1.3.2. Definicié: Ap, =P{w; X(w)=2})=P(X =2,)(1=1,2,...)

valoszintiségek Osszességét az X diszkrét valoszintségi valtozo eloszldisdnak
nevezziik.

I1.3.1. Tétel: Az X diszkrét valoszintiségi valtozo py, pa, ..., pp, ... elos-
zlasara teljesiil, hogy

a.) 0<p; <1

b) Zpi =1.
=1

Bizonyitds:

a.) Trivialis, mivel az A; = {w; X(w) = @;} esemény valoszintiségérsl van
s70.

b.) Mivel az A; = {w; X(w) =a;} (1 = 1,2,...) események teljes esemény-
rendszert alkotnak, igy az 1.1.3 tétel c.) része miatt igaz az allitas. W

I1.3.2. Tétel: Az X diszkrét valoszintiségi viltozo Fy eloszlastiiggvényére:
Fx (x)= > pi, masrészt: p; = Fx (v, +0) — F ().
r;<x
Azaz a diszkrét valészintiségi valtozo eloszléastiiggvénye olyan 1épcsds fiig-
gvény, melynek az ugréhelyei az xy,29,...,2,,... helyeken vannak, és az

ugras nagysaga rendre pi, pa, ..., Ppy - - -
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Bizonyitds: Mivel A, ={w; X(w) <a}= >, A= > {w; X(w) =2}
z; <& z; <x
és az A; események egymast paronként kizarjak, kovetkezik az éllitas elsé

része. Masrészt p; = P(X = 2;) = P(a; < X <) = Fx(a; +0) — Fx(a;).
|

I1.3.1. Példa: Indikdtor valdsziniséqi vdltozo

Legyen (€2, 3, P) Kolmogorov-féle valészintségi mezs, A € I egy pozitiv
valoszintiségi esemény: p = P(A) > 0. Az X : Q — R fliggvény definicioja

. |1, weA
a kovetkezd: X(w) = { 0 wé A
melyet indikdtor valoszintiségi valtozonak neveziink. Jelolés: X € I(A).

Az X eloszlasa : pp=P(X =0)=p, pp=P(X=1)=1-p.

. Ekkor X diszkrét valoszintiségi valtozo,

I1.3.2. Példa: Binomidlis eloszldsi valdsziniségi vdltozo
Legyen (12,3, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mezs, A € I egy poz-
itiv valoszintségd esemény: p = P(A) > 0. Hajtsunk végre egy n-szeres
kisérletsorozatot. Vegye fel X azt az értéket, ahdnyszor A bekovetkezett a
kisérletsorozatban. X lehetséges értékei tehat 0,1,2,...,n. Az egyes értékek
felvételének valoszintiségei, azaz X eloszlasa:
Ugyanis o B B o B
{w; X(w)=k}=AA---A-AA--- A+ AA---A-AA AA---A +---
—_— — Y S——
o - k-szor (n—k)-szor (k—1)-szer (n—k—1)-szer
b AA A AA- AL
S—_— Y—
(n—k)—szor k—szor
A jobb oldalon all6 események egymést kizarjak, és mindegyikiik val6szi-
A . 4 : k n—k < n! n
niisége a fliggetlenség miatt p* - ¢"7*. A tagok szama Tl = <k>, mert
n elem olyan ismétléses permutacioirél van szé, ahol k, illetve n — k elem
megegyezik.

A py valésziniiségek eloszlast alkotnak, hiszen a binominalis tétel szerint:

X-et n és p paraméterii binomidlis eloszldsiu valdszintiségi véltozonak nevez-

ziik.

Jelolés: X € B(n,p).

Nyilvan B(1,p) = I(A), tehat a binomialis eloszlas az indikator eloszlas kiter-
jesztése.
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B(20, 0.5] eloszlés

oo

I1.3.1. abra A binomiélis eloszlas n = 20, p = 0.5 paraméterekkel

I1.3.3. Tétel: A binomiélis eloszlas p; elemeire teljesiil, hogy

vl

a.) pk:%-é—j-pk_l c(k=1,2,3,...,n), po=¢".

b.) Ha a = [(n + 1) - p], ahol [x] az egészrészt jeloli, akkor p, > pr , (k =
0,1,...,n).

Bizonyitds:
a‘) PE (:)pkqn_k _ n—ktlp
Phk—1 (kﬁl)pk—lqn—k-l-l k q

b.) A fenti azonossaghol adodik, hogy pr > pr-1 < ”‘:‘H% > 1 =
(n+1)p >k, illetve py, < proy <= " <1 =
(n+ 1)p < k. Innen mér lathato, hogy ha az o indexre a = [(n + 1)p],
akkor a hozzatartozé eloszldsérték nagyobb a tobbinél. Az is megmu-
tathato, hogy ha (n+1)p maga is egész szam, akkor az o = (n+1)p , a—1
indexekhez tartoz6 valoszintségek egyenlSek, és a tobbinél nagyobbak

lesznek. W

I1.3.3. Példa: Poisson-eloszldsi valdsziniségi vdltozo
Ha egy X valdszintiségi valtozo értékkészlete a természetes szamok halmaza:
E=N={0,1,2,...,n,...}, eloszlésa pedig p, = P(X = k) = %e” , k=
0,1,2,..., ahol A > 0 akkor X-et A\ paramétert Poisson-eloszlasti valészinti-
ségi valtozonak nevezziik. Jelolés: X € Po(\).
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401

1

POISS0N eloszlas, Lambda:

4 &5 6 7 &8 8 1m0 1 12

I1.3.2. abra A Poisson-eloszlas A = 1 paraméterrel paraméterekkel

A fenti valdszintiségek valéban eloszlast alkotnak, mert

— o Ak A o AR A
Dopp= e =e ) gr=e et =1
=0 =0 =0

I1.3.4. Tétel: nh_}rgo (Z)pkq”_k = %e”, azaz a Poisson-eloszlas a binomi-

p—0
np=A>\

alis eloszlas hataresete, amikor a kisérletek szama (n) minden hatéron tul
né, az A esemény p valoszintsége pedig 0-hoz tart, mikdzben az np szorzat
allando.

Bizonyitds: Jelolje most b(k,n,p) = (Z)pkq”_k. A 11.3.3 tételben lattuk,

hogy b(bk(ﬁﬁf;?) = n_zﬁ-lé_? — npljzgl_;’;)l? — %, hiszen np = A, (1 — k)p —
0, k(1 —p) — k a feltételek miatt. Masrészt b(0,n,p) = (1 — p)* =

(1-— %)” — e is. gy ZE;Z% — A miatt b(1,n,p) — X -e~*. Hasonléan :

ZE?Z% — % miatt b(2,n,p) — A2—2 -e™. Folytatva az eljarast, a tétel allitasat
kapjuk. ®

Megjegyzés: A Poisson-eloszlas jol alkalmazhaté olyan n-szeres kisérlet-
sorozat modellezéséhez, ahol a kisérletek szama nagyon nagy, viszont a meg-
figyelt esemény valoszintsége 0-hoz kozeli.

Példaul:
o egy adott térfogatban idSegység alatt elbomld atomi részecskék szama;

o a mikroszkop latoterébe bekeriilt egysejtiek szama;
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o idGegység alatt a telefonkézpontba beérkezd hivasok széma;
o idGegység alatt bekoévetkezs radidaktiv bomlésok szama;
o egy siiteményszeletben taldlhatéo mazsoldk széama;

o egy konyvoldalon taldlhatoé sajtohibak szama; stb.

Az emlitett esetekben binomialis eloszlas alkalmazasa koriilményes lenne,
mert a binomialis egyiitthatok szdmoldsa a nagy n miatt tulcsordulashoz,
illetve szamolasi pontatlansagokhoz vezethet.

I1.3.4. Példa: Geometriai eloszldisi valdsziniségi vdltozo
Legyen K egy véletlen kisérlet, és (Q, 3, P) a hozzatartozé Kolmogorov-féle
valoszintiségi mez6, A € S egy pozitiv valoszintiség esemény: p = P(A) > 0.
A 8K kisérlethez tartozé kisérletsorozatot addig hajtsuk végre, amig az A
esemény be nem kovetkezik. Az X valdszintiségi valtozot értelmezziik dgy,
mint az A esemény bekévetkezéséhez sziikséges ismétlések szamat. X-et p
paraméterd geometriai eloszlast valészintiségi viltozonak nevezzik. Jelolés:

X € G(p).

G(1/6) eloszlas

[=1
=]

-135791113151?192123252729
2 4 6 8 10 12 14 16 16 20 22 24 26 26 30

I1.3.3. abra A geometriai eloszlas p = é paraméterrel

X lehetséges értékei : 1,2,3.4,..., azaz a pozitiv egész szamok. X elosz-

lasa: pr =P(X =Fk) = (1 - )" lp = ¢"1p, hiszen {w; X(w) =k} =

=A-A-----A ‘A és a fiiggetlen végrehajtés miatt az esemény valdszi-
(k—1)-szer

niisége: q - q - .q-p = ¢"'p. A geometriai sor Osszegzéképletét fel-

hasznalva lathatjuk be, hogy ezek a valdszintiségek valoéban eloszlast alkot-

nak: Epk S =p3 ¢ =pi; =py = L.

k=1 k=0
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Megjegyzés: A geometriai eloszlas 6rokifja tulajdonsagat a kévetkezsképp
lehet interpretalni: attol, hogy egy esemény az ismételt végrehajtéas soran ré-
gen fordult elg, még nem fog a bekovetkezési valdszintiség megnéni!

I1.3.5. Tétel: (A geometriai eloszlds orokifju tulajdonsdga)
P(X =m+k|X >m)=P(X =k), Vm, k-ra, azaz annak feltételes valo-
szintisége, hogy a kovetkezd k végrehajtas végén bekovetkezik az A esemény,
amennyiben az el6z8 m megfigyelés alatt nem koévetkezett be ugyanannyi,
mint annak valészintisége, hogy éppen a k-adik végrehajtds utan kovetkezik
be az A esemény.

Bizonyitds:
2 _ P(X:m-l—k,X>m) . P(X:m-|—k) o m+k—1 _
P(X=mt+h|X>m) =550 = Smm = & 0 =
a:m-l-lq P
_ qm+l;—1p _ qm+fn—1p _ qk—lp —P (X — k) [ |
q™p 2_:0 q° q

I1.4. Folytonos valészintiiségi valtozok

I1.4.1. Definicié: Legyen X az (2, 3, P)-n értelmezett valoszintségi val-
toz6, melynek értékkészlete kontimuum szamossagt. Jelolje F'y az eloszlas-
fliggvényt. X-et folytonos valdszintségi viltozonak nevezziik, ha Fyx ab-
szolit folytonos, azaz létezik olyan Riemann integralhaté fy : R — R

fiiggvény, melyre fennall az Fx(z) = [ fx(t)dt (x € R) Osszefiiggeés.

Az fx fliggvényt az X valoszintségi valtozo (vagy az Fy eloszlasfiiggvény)
striségfigguényének nevezziik. Ha F'x abszolut folytonos, akkor folytonos is

és majdnem mindeniitt differencidlhato, azaz pl. véges sok helyen lehet csak

L= = fx(x), ha z folytonossigi pontja fx-nek.

toréspontja.
Megjeqyzés:

a.) A diszkrét valoszintségi valtozok nem folytonosak, méar csak azért sem,
mert eloszlasfiiggvényiik nem folytonos.

b.) Léteznek olyan valészintiségi valtozok, melyek se nem diszkrétek, se nem
folytonosak. Ezek az altalanos valészintiségi valtozok, melyekkel a tovab-
biakban mi nem foglalkozunk; a gyakorlatban ritkan fordulnak els. PI.
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az az X altalanos valoszintiségi valtozo, melynek eloszlasfiiggvénye:
%, ha =10
_ €z _.2
Ex@ =Y L [ eFat, haz>0
I1.4.1. Tétel: (A sdriségfiggvény tulajdonsdgai)
Legyen X az (2,3, P)-n értelmezett folytonos valoszintiségi valtozo. Akkor

az fx : R — R strtségfiiggvényre teljesiil, hogy
EL.) fX(x) > 07

by [ () di=1.

Bizonyitds:

dz

a.) Mivel Fx monoton nem csokkend, és = fx(x), ha x folytonossagi

pontja fy-nek, kovetkezik az allitas.

b) 1= lim Fy()= lim_ T i@y di= [ fx(t) de.m

r—r400 o
Megjeqyzés:

a.) A strtségfiiggvény a folytonos valoszintiségi valtozoknal ugyanazt a szere-
pet t6lti be, mint diszkrét valészintiségi valtozoknél az eloszlas. Ugyanis

tetszéleges a e Rés Az >0-raPla <X <a+4Ax) =
a+Ax
Fy(a+Az)—Fx(a)= [ fx(t)dt = fx(a")Az,ahola < a* < a+Ax.

Ha A z kicsi, akkor fx(a) ~ fx(a*),igy P(a < X < a+Az)=~ fx(a)Az.
Tehat az X valoszintségi valtozo az a kornyezetében az fx(a) értékkel

aranyos valoszintiséggel tartozkodik. (Az fx(a) érték lehet 1-nél nagyobb
is!)

b.) fx(z)=0,ha A xl)

dz

I1.4.1. Példa: (Az egyenletes eloszlisi valdsziniségi viltozo)
Az X az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasi, ha eloszlasfiiggvénye:

0, z<a
Fx(z)=< 1=, a<x <b.
1, x>b

J ll, . X E U([ b]) Ekk s s 2 f . . f ( )_ ﬁ?w E (a7b)
elotes: a . or a surusegluggveny: xlx) = 071; Qé (a,b)



64 II. FEJEZET A VALOSZINUSEGI VALTOZO

[=X=2
(=2
0.4

0.z

I1.4.1. abra Az [1, 3] intervallumon egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye

0.5

0.

oz

oz

o1

I1.4.2. abra Az [1, 3] intervallumon egyenletes eloszlas sirtiségfiiggvénye

Megjegyzés: Az X € U(la, b]) valoszintiségi valtozora jellemzd, hogy
barmely A hosszisagi szakaszon azonos valdszintiséggel veszi fel értékeit.
Tehét, ha ¢,c+ A € [a, b], akkor
P(c<X <c+A)=Fx(c+A)—Fx(c) == o — 8

A valészintiség egyrészt nem fligg a részintervallum ¢ kezdépontjatol, més-
részt éppen a részintervallum és a teljes intervallum hosszainak aranyaval

egyenld.

I1.4.2. Példa: (Az exponencidlis eloszlisi valdszinidségi vdltozo)
Az X valoszintségi valtozé A > 0 paraméterd exponencidlis eloszlasi, ha
eloszlasfiiggvénye

l—e™, >0
FX(“'):{ 0, <0
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Jelolés: X € E(N).

e e e ™ x>0
A strtségfiiggvény Fy(a) = fx(x) = { 0. eayébkent

Megjegyzés: Exponencialis eloszléssal a gyakorlatban berendezések élet-
tartamat szokds modellezni. De exponencidlis eloszlastinak tekinthetd tomeg-

//////

beérkezési ideje is, vagy a radioaktiv atomok elbomlési ideje is.

[n =]

(L R=]

0.4

0.2

I1.4.3. abra A XA = 1,2,0,5 paraméterii exponencialis eloszlasok
eloszlasfiiggvényei

1.5

I1.4.4. abra A XA = 1,2,0,5 paraméterii exponencialis eloszlasok
stirtiségfiiggvényei
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I1.4.2. Tétel: (Az exponencidlis eloszlds orokifju tulajdonsdga)
Legyen X folytonos eloszlastu valoszintiségi valtozo P (X < x) = F(x) elos-
zlasfiiggvénnyel. Akkor P(X <2 +4+t|X > 2)=P(X <1) V0 < z,t-re <
IA>0: F(z)=1—e 2 >0, vagyis X € E()\).

Megjegyzés: X azért ,orokifja”, mert annak feltételes valoszintisége, hogy
X legfeljebb x + t-ig él, ha mar z-et megélt egyenls annak valészintiségével,
hogy X legfeljebb ¢ ideig él, azaz a tulélési kondicidk az id§ milésaval nem
csokkennek, hiszen 0 és ¢ kozott ugyanaz a tulélési esély mint = és = + ¢
kozott. A tétel azt éllitja, hogy az exponencidlis eloszlas az egyetlen ,,6r6k-
ifj” a folytonos eloszlasok kozott.

Bizonyitds: <=
Legyenek 0 < x,t tetszélegesek, ekkor . .
PN <o 4111 2.0) = Bt © Batpin _ ottt g
=1l—-eM=P(X <t).
=
Legyen G(z) =1— F(z) =P (X > x). Ekkor V0 < z,t-ra
P(X <a+t|X >e)=P(X <t)=HLE — ),
azaz G(x +t) = G(x)G(t).
Tehat G(2t) = (G(1))*, G(3t) = G(2H)G(t) = (G(1))”
Masrészt nt = s-re: G(s) = ( (%)) , azaz G(2) (s
lgy G (m2) = (G(2))" = (G(s)", azaz s = l-gyel G(Z) = (G(1))".
Tehét tetszoleges 0 < r € Q raciondlis szamra fennall G(r) = (G(1))". Mivel
(G is és az exponencialis fiiggvények folytonosak, igy Vo > 0 valdés szamra is
fenn kell allnia G(z) = (G(1))"-nek. De G(1) =1 — F(1) < 1 miatt IX > 0,
hogy G(1) = e legyen. Behelyettesités utan G(r) = e * Vo > 0, azaz
Flz)=1—-e™ XecFE()\). 1

L Gnt) = (G(1))".
)

§|>—'

(G

m
n

I1.4.3. Példa: (A normdlis eloszldsi valdsziniségi viltozo)
Az X valoszintségi valtoz6 p € R és o > 0 paramétert normdlis eloszldsi,

T (o)
[ e 22 dt, v € R.

ha eloszlasfiiggvénye Fx(z) = ®,,(x) =

2ro

Jelolés: X € N(u,0).

2

Az X strdségfiiggvénye: fy(x) = puq.(x) = 21Me_ =7,z € R. Ha

X € N(0,1), akkor standard normélis eloszlasrol beszéliink. Ilyenkor
wo1(x) = p(x) = \/%e_% és Qg () = P(x) = \/% [ e 7 di.
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q
0.2
(=
0.4

0.z

v

a3 =z o

I1.4.5. abra Az N(—1,0,5),N(0,1) és N (1, 1)normalis eloszlasok

eloszlasfiiggvényei
0
0.8
AT,
02
5 - 5 z e

I1.4.6. abra Az N(—1,0,5),N(0,1) és N (1, 1)normalis eloszlasok

stirtiségfiiggvényei

I1.4.3. Tétel: (A ¢ Gauss-figgvény tulajdonsdgai)

a.) o(—x) = p(x), vagyis ¢ paros fliggvény.

b.) lim ¢(x)= lim ¢(z)=0.

z—+00 T——00
c.) \/%:99(0)299(:1;)>0 , Yz eR.

d.) ¢ inflexios helyei a +1 és —1, azaz ¢"(—1) = ¢"(4+1) = 0.
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e.) -l—fooc,o(x) de = 1.

— 00

Bizonyitds: Az a.) és b.) éllitasok nyilvanvaloak.

(M)

x

c.) és d.) ¢'(x) = e = —zp(z)=0 & =0
P(2) = —ple) — 29 (2) = e — 1) =0 & o= 41
= 41, —1 inflexiés pontok.
©"(0) =—p(0) <0 = a0 helyen maximum van.
+ oo .2 2 + oo .2 4 oo oo
e.) (f e_Tdt> = [ e 7 dt fe 2du— / fe dtdu attérve

at=r-cosa, u=r-sina polarkoordmatakra

*+u?=r? J(r,a) = det ( oS Treina ) =7

sina T Cosa

400 400 0 271 0
[ [ e dtdu = f f roe T dadr = 2. {— _é} = 27, ahonnan mar
— 00 —00 0

kovetkezik az allités. I

I1.4.4. Tétel: (A ® eloszldasfigguény tulajdonsdgai)

a.) ®(z) =1— ®(—x), Vo > 0, azaz P grafikonja szimmetrikus a (0, 3)-ra,

b.) @ szigortan monoton névekeds,

(_1)kx2k+1

d.) lim ®(z) =1, lim ®(z)=0.

Bizonyitds:
a) O(—2) = [ p(ydt=1— [ o(tydt =1~ [ (~t)dt=1— | o(t)di =
1 —&(x).

b.) Igaz, mert ®'(x) = ¢(x) > 0 (I11.4.3 tétel c.) része).

[N

c.) plz) = \/%e_% \/ﬂ E( 1)* 2%, és ahonnan mar kovetkezik az allitas.

d.) Nyilvanvalo kovetkezménye a 11.4.3 tétel e.) részének. M
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I1.5. Valo6szintiségi valtozok transzformacioi

I1.5.1. Tétel: Legyen X diszkrét valoszintiségi valtozo
A = AHxpk = 0,£1,42,...} értékkészlettel és pp, = P (X = xy) eloszléas-
sal. Legyen t : A — B tetszbleges fliggvény, B = {y;;7 = 0,£1,+2,...}.
Akkor az Y = t(X) diszkrét valoszintiségi valtozo értékkészlete B, eloszlasa

P(Y=y;)= o pi lesz.

Vo :t(zg)=y;

Bizonyitds: Mivel az {w; X(w) = x4} nivoesemények kiilonb6z6 k indexek
esetén egymast kizarjak, és {w; Y(w) =y} = oo Aw; X(w) =}, a
Vopt(eg)=y,
valdszintiség o-additivitasabol méar kévetkezik az allitds. W

I1.5.1. Példa: Ha X € B (n,p) és t(x) = n — x, akkor
Y =t(X)e B(n,1—p),hiszen P(Y=k)=P(X=n—Fk)=
(e (=)™ = () (=)
3 ) . B x, hax <10
I1.5.2. Példa: Ha X € Po()) és t(z) = 11, haz>10°
Y =t(X) értékkészlete B ={0,1,...,11} és eloszlasa
2o~ hak < 10

k! ?
Py =k = S X ed k= 11

1-— e~
1=0

akkor az

z! ’

I1.5.2. Tétel: Ha X olyan folytonos valoszintiségi valtozo, hogy
P(X € A) =1 valamely A C R halmazra, és t : A — B szigortian monoton

fiiggvény, akkor az Y = ¢(X) is folytonos valoszintségi valtozo lesz, és

Fy (y) = { ) Fx(t™'(y)), hatszam.?
(

— Fx(t™'(y)), hatszm.] ’ lletve

friy) = fx(t7(y)) - |45

dy

Bizonyitds: Mivel t szigortian monoton, ezért invertdlhat6 is. Ha ¢ néve-
keds (csokkend), akkor az inverze is novekeds (csokkends). Ha ¢ szigordan
monoton novekeds, az {w;t(X(w)) <y} és az {w; X(w) <t7H(y)} nivoe-
semények ekvivalensek, a ¢ leképezés invertalhatosdga miatt.
fay Fy () = P(Y < y) = P(1(X) < y) = P(X < £ (y)) = Fx(i"\ (1))

Ha t szigortan monoton csokkend, akkor az {w; (X (w)) <y} és az
{w; X(w) > t"'(y)} nivoesemények ekvivalensek, és Fy (y) = P(Y <y) =
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Pt(X)<y)=P(X>tYy)) =1- Fx(t(y)). Derivalas utan adodik a
stirtiségfiiggvényekre a képlet. B

I1.5.3. Példa: Ha az X standard normalis eloszlasi valdszintségi val-
tozo6, mi a stiriiségliiggvénye az Y = X? valoszintiségi valtozénak?

Haax>0: P(Y <2)=P(X? <2)=P(|X| < 7)) =
=P(—/z < X < x)=0(x)— ®(—\/x) =20(\/2) — 1 = derivilas utén

kapjuk a strtségfiiggvényt: fy(z) = 299(\/5)ﬁ = \/zlw—we_%, ha = > 0.

I1.5.4. Példa: Ha az X p, o paraméterti normalis eloszlasi valoszintiségi
valtozé, mi a stirtiségfiiggvénye az Y = eX valészintiségi valtozénak? (Y az
t.n. lognormdlis eloszldsi valoszintségi valtozo).

P(Y < z) = P(eX <:1;> =P(X<lnz) = Fy(lnz) = @(m—_“>, igy

[

_(nz—p 2
fY(l') - 2;01’6 207 '

A T1.5.2 tétel specidlis esete az alabbi, mely véletlenszam generalasoknal
hasznos.

I1.5.3. Tétel: Ha U a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast és F(y)
egy szigoriian monoton névekvd eloszléastiiggvény azon az intervallumon, ahol
0 < F(y) < 1, akkor az Y = F~!1(U) val6szintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye
éppen F(y) lesz.

Bizonyitds:
El6szor is megjegyezziik, hogy egy szigoriian monoton névekvé fliggvénynek
létezik az inverze. P(Y < y)=P(F Y U) <y)=P(F(F 1 (U)) < F(y)) =
P(U < F(y)) = F(y), mert F(y)€1[0,1]. 1

Megjegyzés: A 11.5.3 tétel lehetséget ad arra, hogy a szamitogépek egyen-
letes eloszlast véletlen szamokat generdld rutinja segitségével tetszéleges in-
vertdlhato F'(y) eloszlasfliiggvényhez tartozo véletlen szamokat elgallitsunk és
azokat szimuléciés programokhoz felhasznaljuk.

A kovetkezd tétel az el6z6 megforditasa:
I1.5.4. Tétel: Ha X eloszlasfiiggvénye F(y) egy szigortian monoton né-

vekvé eloszlasfiiggvény azon az intervallumon, ahol 0 < F(y) < 1, akkor az
U = F(X) valoszintségi valtozo egyenletes eloszlastu lesz [0, 1]-en.
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Bizonyitds:
El6szor 1s megjegyezziik, hogy egy szigoritan monoton névekvé fliggvénynek
létezik az inverze. Legyen y € [0, 1] tetsz6leges!
P(U < y) = P(F(X) < y) = P(F'(F(X)) < F-(y) =
=P(X < FYy)=F((Fy)=y,ezért U U([0,1]). W

I1.5.5. Tétel: (Linedris transzformdcid)
Ha X folytonos valészintségi valtozo, és t(x) = ax 4 b,a # 0, akkor az
Y =t(X) = aX +b linearis transzformalt valoszintségi valtozo eloszlasfiige-

Fy (2%), haa>0

vénye Fy(y) = { Ly <%> Chaa<0 stirtiségliiggvénye pedig
friy) = ﬁfx ().

Bizonyitds: A 11.5.2 tétel egyszerd kovetkezménye. W

A kovetkez§ tétel azt mondja ki, hogy a normalis eloszlascsalad a linearis
transzforméaciéra nézve zart:

I1.5.6. Tétel: (A normdlis eloszlds transzformdcios tulajdonsdgai)

a.) @,,(z) = O(35),

[

b.) @uo(r) = To(=L), vagyis a standard normalis eloszlas stiriségfiiggve-

nyével és eloszlasfiiggvényével teszéleges 1 € R és o > 0 paramétert
normalis eloszlasu stirtiségfiiggvény és eloszlastiiggvény elsallithato.

Bizonyitds:
T—p
T—p 1 o 2 1 z _(u—g)2 1
EL.) Q)(T):ﬁ_{oe 2 dt:ﬁ_{oe 20 ';du:q)u7g($)
(= gt d= )

b.) az a.) mindkét oldalat derivaljuk. M

I1.5.7. Tétel: (Folytonos valdsziniségi viltozo diszkretizdldsa)

Legyen X folytonos valésziniségi valtozo, és t(z) = > ypl (x € [re—1,7%)),

=—00
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ahol 0 < r; <1 szigortian névekedd sorozat,
[0, hax £ri—1,mk)
I(z € [rp-1,mi)) = { I, haa € [rei,m)

Ekkor Y = ¢(X) diszkrét valoszintiségi valtozo lesz {...,y_1, Y0, Y1, Y2, ..}
Tk
értekkeszlettel és P (Y =yx) = [ fx(u)du eloszléssal.
Tk—1

Tk
Bizonyitds: P(Y = y) =P (rjm1 < X <mp) = [ fx(u)du. ®
Tk—1

I1.5.5. Példa: Legyen X € I/()),#(z) = [z] + 1. Ekkor
k
V=tX)eG(l—e). HiszenP (Y = k)= [ de™™da = [1 —e]
k=1
(1 — (1 — e_A>>k_1 (1 — e_A> . Ha feladatunk valamely {... y_1,y0, y1,¥2, ...}
értékkészletd, p, =P (Y =yi),k =0,£1,4+2,... eloszlast diszkrét valoszi-
niiségi valtozé szamitogépes szimuldlasa, akkor a I1.5.7 tétel azon specidlis

k JR—
k-1

k
esetét kell alkalmazni, amikor X € U (0,1) és r, = > p;.

j=—c0
I1.5.6. Példa: (Binomidlis eloszldsi véletlen szamok generdldsa szamitdgéppel)

Legyen X € U (0,1) véletlen szam. Legyen Y = k, ha

(P =p) <X < ()P (1=p)"7, k=0,...,n. Lathato, hogy
J=0 7=0
Y € B(n,p) véletlen szam lesz.

I1.6. A varhato érték

11.6.1. Definicié6:

a.) Az X diszkrét valoszintségi valtozonak akkor létezzék virhatd értéke, ha

a Y |zl - P(X = x;) sor konvergens. Ekkor az X varhato értékén az
=1

EX = > «,P(X =x;) sordsszeget értjiik.

=1
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b.)

Az X folytonos valésziniiségi viltozonak akkor 1étezzék vdarhato értéke, ha

+oo
az [ |z|- fx(z)dz improprius integréal konvergens. Ekkor az X varhat6

+ oo
értekén az EX = [ @ - fx(z)da szamot értjiik.

Megjeqyzés:

Egy valészintiségi véaltozonak nem feltétleniil létezik a varhato értéke.
Késsbb latni fogunk ellenpélddkat.

Az a.n. Stieltjes-integral segitségével a varhaté érték mind a diszkrét,
mind a folytonos esetben azonos moédon definialhat6. Legyen F'(x) egy
eloszlasfiiggvény, és legyen g(x) folytonos és korlatos R-en. Legyen to-

vabba ¢ = {[ag, 2k41); K =0,£1,4£2,..., lim 25 = —o0, lim 2} = oo}
k——o0 k—o0

a szamegyenes egy végtelen felosztasa, melynek a finomsagat A (§) =

sup  (wpp1 — xy) Jeloli. Képezzikk a > g(xf) (F(agy) — F(ar))
—co<k<o k=—co

osszegeket, ahol 7 az [rg,xp41) intervallum egy pontja. A Riemann-
integral létezésének bizonyitasa szinte szészerint atvihets erre az esetre
is, és igy kimutathato, hogy ha a (—oo, 00) intervallum § felosztasat min-
den hataron tul stritjiik, azaz, ha A (§) — 0, akkor az integralkozelits
osszegek konvergalnak egy hatérértékhez, amelyet [ g(x)dF(x)-szel je-
16liink, és a g(x) fliggvénynek az F'(x) sulyfiiggvényre vonatkozo Stieltjes-
integraljanak nevezziik. A Stieltjes-integral definiciéjabol kovetkezik,
hogy ha F(x) egy diszkrét valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye, vagyis
F(x)lépesos fiiggvény, mégpedig F'(x) ugrashelyei xy, x9,...,2,,...ésaz

z,, helyen F(z) ugrasa p, = F' (v, + 0) — F' (x,), akkor [ g(z)dF(z) =
> g(xn)pn. Konnyen beldthato tovabba, hogy ha F(x) szakaszonként
n=1

sima eloszlasfiiggvény, és I/ (z) = f(x), akkor [ g(x)dF(z) =

[ g(z)f(z)dx. Ugyanis, ha ['(x) az (a, b) intervallumban mindeniitt dif-

ferencialhato, akkor a Lagrange-kozépértéktétel szerint
Fagyr) — Fag) = f(2)) (xp41 — xx), ahol zp < 2, < xp41, €s igy ha
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o0

v = tfakkora Y0 g(e}) (Flesn) — Flen) = 5 g(ah) f(eh) (ha — )

k=—0o0 k=—0o0
osszeg éppena [ g(z)f(z)dx Riemann-integral integral kozelits dsszege!
Tehat, ha most g(x) = =, mind a diszkrét, mind a folytonos esetben a

+oo
varhaté érték Stieltjes-integrallal irhaté fel: EX = [ a - dFx(x).
I1.6.1. Tétel: Legyen g: R — R tetszbleges valos fiiggvény. Ekkor, ha
az Y = ¢g(X) valoszintiségi valtozo, és létezik a varhato értéke, akkor

a.) ha X diszkrét : EY = > g(a;) - P(X = 1),

=1
+oo
b.) ha X folytonos: EY = [ g(x)- fx(z)dx

Bizonyitds:
Diszkrét eset:
Legyen az X diszkrét valoszintségi valtozo értékkészlete a V' megszamlahato
szamhalmaz, az Y = ¢ (X)) diszkrét valoszintdségi valtozoé pedig
W =A{y; y=g(x),x € V}. Ekkor definicié szerint:
EY =Y yP(Y=y=2Xy > PHX=z-=

yeWw yeW

xEVg z)=y
=3 > 9P =2 9(@)P(X =a).
yeWxEV:g(x):y zeV

Folytonos eset:
Tegyuk fel, hogy ¢ dlfferenaalhato Ekkor a I1.5.1. tételt alkalmazva:

BY = [ yfy (y dy—fyfx “y) dy =
Végrehajtva az y = g(x ) Valtozocseret.

fg )de. m

1
g'(g7(v))

I1.6.2. Tétel: Legyen az X val6szintiségi viltozonak varhaté értéke EX.
Ekkor az Y = a - X + b valészintiségi viltozonak is létezik varhato értéke, és

EY =a«EX + 0.

Bizonyitds:
Alkalmazzuk a I1.6.1. tételt a g(x) = ax + b linearis fiiggvényre!
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a.) diszkrét eset:
EX =Y (a-a;4+bpi=a-> xi-pi+b-> p=aEX+b-1

=1 =1 =1
b.) folytonos eset:
+o0 +oo +oo
EX = [(az+b)fx(z)dz=0a- [ afx(z)dz+b- [ fx(z)de =
a- EX+5-1. R

Kévetkezmény: A konstans valészintiségi valtozo varhatoé értéke 6nmaga.

I1.6.1. Példa: (Az indikdtor eloszlis vdrhato értéke)
Azeloszlas : P(X =1)=p, P(X =0)=1—-p=¢q. EX=1-p+0-¢=p

I1.6.2. Példa: (A binomidlis eloszlis vdrhato értéke)

Az eloszlas : pp, =P(X =k) = (Z) cph (1 _p)n—k — (Z) pF g,
k=0,1,2,...,n.

=Y k- (Dpfgt = Zkl e

=np 3 T = Z ot T T =

1
=np (n_1>pk_1qn_1_a =np-(p+q)"~ ' = np, azaz EX = np.

I1.6.3. Példa: (A Poisson- eloszlas vdrhato értéke)

Az eloszlés:pk:P(X—k)— e k=0,1,2,....

o] o] o] k
EX:Ek-pk:Ek-ﬁe_ :E(kil)!e_A:e

k=0 k=1 k=1 k=1
=X-e et =\

I1.6.4. Példa: (A geometriai eloszlds vdrhato értéke)
Az eloszlés Dk = P(X =k =1-prlp=q¢lp k=1,2,3,...
EX =Y kope= 3 kg op= 3 (k—1)-¢"'p+ Y ¢ p= - EX +1,

k=1 k=1 k=2 k=1
ahonnan EX-et kifejezve EX = 11Tq = zla adodik.
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I1.6.5. Példa: (Az egyenletes eloszlis vdarhato értéke)

b 2 2

400 b
BX = [ o fx(e)de=[o-tde= i [2] = nigd —mp

b—a

I1.6.6. Példa: (Az exponencidlis eloszlis virhato értéke)
+oo 00 o
EX= [ o fx(x)de=[a-de™™do = [—2e™™]| "+ [eda =
e 0 0

— 0+ ey = 4

0

I1.6.7. Példa: (A normdlis eloszlds vdrhato értéke)

a.) Standard normaélis eloszlas

400 '] 2 27+
EX= [ 2 fx(z)da= [ x-\/%e_%dx: {—\/%e_%} = 0.
b.) Az altalanos eset, X € N(u,0).
+oo o0 0
EX = f z- fx(x)de = f T @u(r)de = f x-%@(g‘:—“)dx:
00 - _OO—I—oo —I—_o(z)O
= [loy+u) ey dy=0c [ yely)dy+u- [ o(y)dy=0-0+p-1=p.

Tehat a normalis eloszlds p paramétere a varhato értéket jelenti.

II.7. Magasabb momentumok, szérasnégyzet

I1.7.1. Definicié: Az X valészintségi valtozo n-edik momentuman az
X" valoszintségi valtozod varhato értékét értjiik, ha az létezik. Jeldlés: p, =

EX™.
Megjeqyzés:

a.) diszkrét esetben: p, = Z:l PP(X = xy).

+oo
b.) folytonos esetben : p, = [ 2" fx(z)dz.
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I1.7.2. Definicio: Az X valoszintiségi valtozo szérdsnégyzetén vagy vari-
ancidjin az Y = (X— EX)? valoszintiségi valtozo varhato értékét értjiik
(amennyiben az létezik). Jelslés: o*X = E(X — EX)2.

Az X valoszintiségi viltoz6 szdrdsa a szérasnégyzet pozitiv négyzetgyoke:

oX = +E(X —EX)2.

Megjeqyzés:

a.) diszkrét esetben: 02X = > (z; — EX)?* - P(X = 1).

=1

+ oo
b.) folytonos esetben :02X = [ (z— EX)?- fx(z)dx.
I1.7.1. Tétel: Legyen X olyan valdésziniiségi valtozé, melynek létezik
szorasnégyzete. Ekkor minden valés x esetén:

02X =E(X —EX)2 <E(X —2)2.

Bizonyitds: A bizonyitasban felhasznaljuk a varhato érték additiv tulaj-
donsdgat, melyet majd a I11.4.6. tételben bizonyitunk.

Legyen g(z) = E(X —2)* = E(X? - 2X -2 + 2*) = EX? — 22- EX + 2%
Mivel ¢'(x) = 22 — 2 EX = 0, akkor ha @ = EX és ¢"(x) =2 > 0, ezért az

r = EX hely minimumbhely, ami mér igazolja az allitdst. W

Megjegyzés: Az X valbszintiségi viltozo értékei a varhato érték koriil
ingadoznak a legkisebb mértékben az 6sszes valos szam koziil, és ezt a min-
imélis ingadozast, bizonytalansagot jellemzi a szérasnégyzet. Ha tehat egy
valoszintiségi valtozonak nagy a széréasa, értékeit bizonytalanul tudjuk csak
megbecsiilni. Ha a szérasnégyzet kicsi, a bizonytalansdgunk a viltozo értékeit
illetéen csokken. Ad abszurdum, a konstans szérasnégyzete 0.

I1.7.2. Tétel: 0’X =0 < P(X = EX) = 1.

Bizonyitds: Ha X diszkrét, akkor

0=0?X=
S(z,i— EX)?* P X =z,)= > (2.~ EX)?* - PX=uz) <
Vi Vi #EX
— Vi: 2, #EX = P X =u,)=0 <
— > PX=u)=PX#EX)=0 <

Vi, ZEX

— P(X=EX)=1 1
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I1.7.3. Tétel: (Steiner formula)
o*X = E(X —a)? — [E(X — a)]?, minden a € R-re. Speciélisan ¢ = 0-ra
s2X = EX? — [EX]".

Bizonyitds: Legyen a € R tetszdleges !
E(X —a)? =E(X? — 24X 4 ¢*) = EX? — 2a- EX + &%,
[E(X —a)]? = [EX —q]? = [EX]? — 2a- EX + &%
lgy E(X —a)? - [E(X —a)]? = EX? — [EX]2
Viszont 02X = E(X —EX)? = E(X? —2X -EX + [EX]’) =
= EX? —2EX - EX + [EX]® = EX? — [EX]?, amibsl mar kovetkezik az
allitas. W

I1.7.1. Kévetkezmény: Mivel 02X = E(X —EX)* >0 =
EX? > [EX]?, tehat, ha X masodik momentuma (igy a szorasnégyzete is)
letezik, akkor a varhato értéknek is léteznie kell!

I1.7.4. Tétel: o*(aX +b) = a*-0?X, minden a,b € R-re. Azaz a szorés-
négyzet eltolds invarians.

Bizonyitds:
o (aX +0) =E(aX +b)* — [E(aX +)]* =
=a* EX?+2ab EX +b* —a® - [EX]* — 2ab- EX — b* =
=a* - (EX* - [EX]}) =d* - c*X. 1
I1.7.3. Definicio: Egy X valoszintiségi valtozo standardizdltjin az

v _ X—EX
X = o X

lineéris transzformélt valosziniiségi valtozot értjiik.
Megjegyzés: EX = 0, o2X = 1.
I1.7.1. Példa: (Az indikdtor eloszlis szordsnégyzete)
o’ X =(1=p)p+0=p)*-q=q" p+p*-q=p-alg+p) =pq=p(l-p).

I1.7.2. Példa: (A binomidlis eloszlis szordsnégyzete)
o2 X = EX? — [EX]?,

XQZEkQ‘pk Ek2<>knk Ek2<>knk

Sk ) Qo Sk (it =

Z P T+ EX =

Bl
—

[}
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n

=n - (n — 1) Z )'(k 2)) . pk—Q . qn—Q—(k—Q) _I_ np =
e
=n-(n—1)p* (”f) Pt np =
oz 0
=n-(n—1)-p (p‘|'CI) *+np =n’p® —np® + np.

lgy o°X = n2p2 np? +np — (np)* = np(1 — p) = npq.

I1.7.3. Példa: (A Poisson-eloszlds szomsnegyzete)
Ek2 PR = Zk (k- )Pk‘FEk Pr = E(ﬁ_kz)!e_“r)\:
= A2 ‘AZ A A=A e e A= N 4
oy 02X = EX? _ [EX] = A £\ — A = \.

I1.7.4. Példa: (A geometriai eloszlis szordsnégyzete)
:Ekz-qk_lp:E«k 1)? 4 2k — ) F=lp = ¢- EX?42EX —1 =
k=1

k=1

=gq- EXE + 2}% — 1. Innen EX?2-et kifejezve: EX? = zp;f_
lgy o?X = EX? — [EX]P =22 - L= 4 = Loy,

P P P

I1.7. 5 Példa: (Az egyenletes eloszlds szordsnégyzete)

b
_ _ 1 2 _ 1 b*—a® _ a?4a-b4d?
fl' v)dx = f:z; b_a{:aL_b—a 3 3
2 _ 2 _ a’4ab462  (a4b)?  a2—2a4b482 _ (b—a)?
o' X = EX [EX] - 3 P 12 - 12

I1.7. 6 Példa: (Az e:z:ponencidlis eloszlds szo’rdsnégyzete)

f z? v)de = f:]c e dr = [—51?2 _M] + fQ:Jce_M’ der =

:0+;foe—de: 2.1 =2 qoyvo?X =EX2—[EX]?= 2 —(1)" = L.
0

I1.7.7. Példa: (A normdlis eloszlds szérdsnégyzete)
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a.) Standard normalis eloszlas

f:z; d:z;—f:zj \/——e_édx:fx-x-#e_édx:
22 +o0 0o 22
:{x-(—ﬁe_T)}_ —I_f\/ﬁ “2de=04+1=1.

lgy 02X = EX?2 —[EX]?=1-0=1.

b.) Az éltalémos eset, X € N(M, o).

f:z; ) dr = f % Puo(r)de =
:_f 2% Lo(Z=8) de :_T (oy + p)* - oly) dy =

400 400 +oo
=0 [ yoly)dy+2u-0 [ ye(y)dy+p* [ o(y)dy =

202'1+2M'U'0+M2'1202+M2.
Innen 0?X = EX? — [EX]? = 0% + ¢ — * = o?. Tehat a normalis
eloszlas o paramétere a szérast jelenti.

I1.8. Kidolgozott feladatok és gyakorlatok

h <1
I1.8.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy az F(X) = { H_QS’ hz i S

z—0,8?

fliggvény nem lehet eloszlasfiiggvény!

Megoldds: Mivel lim F(x) =2, ezért a c.) tulajdonsag sériil.

T—r 00

I1.8.2. Feladat: Egy csomag magyar kartyabol taldlomra kihtzunk egy
lapot. Vegye fel X a kartya pontértékét! (also:2, felss:3, kirdly:4, asz:11,
hetes:7, nyolcas:8, kilences:9, tizes:10). Adjuk meg és dbrazoljuk a eloszlas-
fliggvényét!

Megoldds: X értékkészlete a {2,3,4,7,8,9,10,11} szamhalmaz. Minde-
gyik 7 értéket P(X = i) = 1/8 valoszintiséggel veheti fel. Igy az eloszlasfiige-
vény:
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0, ha x <2
1/8, ha 2<a<3
2/8, ha 3<a<4
3/8, ha 4<a<7
Fx(z)=1< 4/8, ha 7<a<8
5/8, ha 8<ax<9
6/8, ha 9<ax<10
7/8, ha 10 <z <11

1, ha 1l<=x

0.8

0.6+

0.9+

0.24

I1.8.3. Feladat: A véletlen kisérlet az, hogy n darab dobozba vélet-
lenszeriien golyokat helyeziink el tgy, hogy minden elhelyezésnél barmelyik
doboz kivalasztasa egyforméan valoszint. Akkor allunk meg, ha észrevessziik,
hogy az egyes szamu dobozba bekeriilt az els§ goly6. Jeldlje X a kisérlet
befejezédésekor az elhelyezett golyok szamat. Adjuk meg az X eloszlasét!

Megoldds: Annak a valdszintisége, hogy az egyes szamu dobozba ejtiink
egy goly6t p = %, annak, hogy nem ebbe keriil a goly6 ¢ = ”n;l Ha A-
val jeldljiik azt az eseményt, hogy ,az egyes dobozba keriil a golyd”, akkor a
golyok elhelyezését addig kell folytatnunk, amig A el6szér be nem kovetkezik,

tehat X geometriai eloszlésti lesz. Az eloszlasa: P (X =k) = ¢*lp =
1\ k=1
(=" L k=0,1,2,... .
I1.8.4. Feladat: Mennyi a valoszintisége, hogy a hagyomanyos 90/5 lot-
tohtizas soran valamennyi kihtizott szam péaros lesz?
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Megoldds: Az X eloszlasa, P (X = k) = %, kE=0,1,2,3,4,5. A
k
kérdés arra vonatkozik, amikor k = 5, azaz a keresett valoszintiség:

P(X=5)= % ~ 0,0278.

I1.8.5. Feladat: Az egységnégyzeten kivéalasztunk véletlenszeriien egy
pontot. Jeldlje X a pontnak a legkézelebbi oldaltél vett tavolsdgat. Ad-
juk meg az X valdszintségi valtozé strtségfiiggvényét!

Megoldds: Geometriai médszerrel lehet meghatarozni az eloszlastiigg-
vényt. Az alabbi dbran sotétitve mutatjuk az X < = eseménynek megfelels

tartomanyt:
F 3

"
i .
0, haz<0
A teriilet nagysaga 1—(1 — 2z)% igy Fx(z) ={ 1—(1—22)>, ha0<z<0,5 .
1, haxz>0)5
—8z, hal0<az<05

Derivélas utan kapjuk a strdségfiiggvényt: fx(z) = { 4 80 eayébként

I1.8.6. Feladat: Egy egységnyi hossziisdgu szakaszt talalomra véalasztott
pontjaval két részre osztunk. Mi a keletkezett szakaszok koziil a kisebbik
hosszanak siirtségfiiggvénye?

Megoldds: Jeldljiik Y-nal a kivilasztott pont origétol vett tavolsagat!

0, haz <0
Ekkor nyilvan Y € U [0, 1], és eloszlasfiiggvénye Fy (x) = ¢ x, ha0<a <1 .
1, haa>1
A keletkezd szakaszok koziil a rovidebb hosszat jeloljiikk X-el! A két valtozo
Y, haY <05

kozott az alabbi kapcsolat all fenn: X = Igy X el-

1—Y, haY >05"

oszlasfliggvénye kifejezhets YV eloszlastiiggvényével:
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Fx(2)=P( X <a2)=PX <2,V <05)+P(X <z,Y >05) =
—P(Y <a,Y <05) +P(1—Y <2,Y >05) =

0, haz<0
=PY<a2)4+P(l—a<Y)=q o4+ (1 - (1l —2)) =22, hazec(0,0)5),
1, haz >0,

azaz X € U [0, 0,5].

I1.8.7. Feladat: Egy szobaban 6t telefon miikddik, melyek kéziil barme-
lyik megszolalhat a tobbiektdl teljesen fiiggetlentil X idén beliil, ahol XA =1
paraméterd exponencialis eloszlast valoszintségi viltoz6. Mennyi az esélye
annak, hogy egységnyi idén beliil pontosan két telefonkésziilék fog csérogni?

Megoldds: Az A: ,egy telefon megcsorren egységnyi idén beliil” esemény
valoszintisége: p = P(X < 1) = Fx(1) = 1 —e~'. Mivel 6t fiiggetleniil
tizemel§ késziilékiink van, a feladat atfogalmazhaté tgy, mintha az A ese-
ményre vonatkozd 6tszérds kisérletsorozatrol volna szé. Igy a binomialis
eloszlast figyelembevéve, annak valészintisége, hogy az A esemény pontosan

kétszer kovetkezik be: <g>p2 (1—p)°=10(1 —1/e)*(1/e)® ~ 0,1989.

I1.8.8. Feladat: Egy automata zacskékba cukorkit adagol. A zacskok X
sulyat o = 100 (gramm), o = 2 (gramm) paramétert normalis eloszlastinak
tekinthetjiik. Mennyi a valdészintisége annak, hogy hérom véletlenszerten
kivalasztott zacsko kozott legalabb egy olyan van, amelynek a silya 99 és
101 gramm kozé esik?

Megoldds: lLegyen A : . a zacské silya 99 és 101 gramm kozé esik es-
emény”’. Az A bekovetkezésének valoszintiségét az eloszlasfiiggvénye segit-
ségével hatarozhatjuk meg: P(A) =P(99 < X < 101) =
= P (101) — Fy(99) = & (19519) —  (25190) — (0,5) — a(—0.5) =
=29(0,5) — 1 ~ 0,383. A harom zacsko kivalasztasa n = 3 és P(A) paramé-
terd binomiéalis eloszlassal modellezhets, ami alapjan a keresett valoszintiség:

1— () (P(A)’ (1 —P(A))’ ~ 0,765114887.

I1.8.9. Feladat: Legyen az X valdsziniiségi valtozo folytonos eloszlés-
fiiggvénye olyan, hogy 1 > F'(x) > 0 esetben szigortian monoton névekedd is.
Bizonyitsa be, hogy ekkor az Y = 3F (X )+ 4 valészintiségi valtozo egyenletes
eloszlasu a [4, 7] intervallumon!

Megoldds: P(Y < 2) = PBF(X)+4 < z) = P(X < F‘l(%)) =
F(F(25%)) = 252,

3 3
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I1.8.10. Feladat: Legyen az X valészintiségi valtozo folytonos eloszlas-
fiiggvénye olyan, hogy 1 > F(x) > 0 esetben szigortian monoton novekeds

is. Bizonyitsa be, hogy ekkor az Y = lnﬁ eloszlasa A = 1 paraméteri

exponencialis!

Megoldds: P(Y < x) =P(In F( 7 < 2)=P(F(X)>e™) =
S 1-P(F(X)<e?)=1—P(X < Fl(e™)) =
=1l—-e"=Y € E(l).

I1.8.11. Feladat: Ha az X valoszintiségi valtozo stirtségfiiggvénye f(x),
akkor mi a striségfiiggvénye az Y = | X| valoszintdségi valtozonak?

Megoldds: P(Y < 2)=P(|X|<z)=P(—z < X <2)=F(a) — F(—2),
derivélas utan kapjuk a strdségfiiggvényt: fy(x) = f(x) + f(—=x), 2 > 0.

I1.8.12. Feladat: Ha X A-paramétert Poisson-eloszldsti valdszintiségi
véaltozo, akkor mi az eloszlasa az Y = 2X + 1 valdszintiségi véltozonak?

Megoldds: Mivel X € {0,1,2,...} =Y € {1,3,5,....2n+1,...} és
P(X =k =P (Y =2k+1)=2e

I1.8.13. Feladat: Ha az X a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlésfl

valdszintiségi valtozo, mi a striségfiiggvénye az ¥ = % és a / = 1—|——X valo-
szintiségi valtozoknak?
Megoldds: Ha x < 0, akkor P(Y < z) = P(5 < z) = 0, mert ez

lehetetlen. Ha x > 0, akkor PY < 2) =P <) = P(X > %) =

1-P (X < %) =1-—Fy (%) — %, ha még az is fenndll, hogy % < 1, azaz
0, haz <1

1— %, ha z > 1

hatarozhatjuk meg: fy(:l;) = 27% , ha # > 1 (kiilonben = 0). Masrészt

- T, hax <05
== < 0 sohasem teljesiil.) Derivélds utan: fz(z) = (1 —)7% ha z < 0,5
(kii ilonben = 0).

. A siirtiségfiiggvényt derivilassal

z > 1. Igy Fy(z) = {

I1.8.14. Feladat: Ha X a [0,2] intervallumon egyenletes eloszlasu, akkor
mi a siriségfiiggvénye az Y = |X — 1| valoszintségi valtozonak?
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Megoldds: P(Y <2)=P(| X —1l|<2)=P(l—a< X <l+4+ua)=
e 1or — 5 hax€l0,1]
= -+ — — — 2 2 ? ”
= Fx(l+a) = Fx(l—a) = { 1, haz>1. "~

vagyis Y € UJ0,1].

I1.8.15. Feladat: Ha X A-paraméterti exponenciélis eloszldsi valoszi-
niségi véaltozo, akkor mi a strtségfiiggvénye az Y = 3X + 3 valészintiségi
véaltozonak?

Megoldds: P(Y <z2)=P(X < £2) =1 — e_VS;S, ha = > 3.

fr(z)=3e% 2> 3.

I1.8.16. Feladat: Ha X A-paramétert exponencialis eloszlast val6szinti-
ségi valtozo, akkor mi a strtiségfiiggvénye az ¥ = /X valoszintiségi valtozo-
nak?

Megoldds: P(Y < z) = P(X <a2?) =1 — e x> 0. fr(z) =
e 1> 0.

I1.8.17. Feladat: Ha X A-paramétert exponencialis eloszlast val6szinti-
ségi valtozo, akkor mi a striségfiiggvénye az Y = % valdszintiségi valtozo-

nak?

Megoldds: P(Y <2) =P(0 < 35 <) =P (X? > 1)

1 _
P <X > ﬁ) =
1-P <X < ﬁ) =1- FX(ﬁ) Derivélas utan fy(x) = 2\;\90—36_ =, x> 0.

s

I1.8.18. Feladat: Egy szabélyos pénzdarabbal végziink dobédsokat. A
pénzfeldobast addig folytatjuk, amig a dobasok sorozataban mind a fej, mind
az irasok szama eléri a k szamot. Jeldlje X az ehhez sziikséges dobésok
szamat. Adja meg az X eloszlasét!

Megoldds: Jelolje Y a fejek szamat, Z az irasok szamaéat az n dobas k6zott.

gy P(X =n)=P(Y =k Z=n—k)+P(Y =n—k,Z =k) = (") L +
(D) e = (2 g

I1.8.19. Feladat: A [0, 1] szakaszon véletlenszerten kivalasztunk két pon-
tot. Legyen a két pont tavolsdga X. Adja meg X stirtiségfiiggvényét!
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Megoldds: Jelolje Y, illetve Z a két pont origdtol vett tavolsagat! Ekkor
X=Y-Z,P(X<a)=P(Y —2<Z<Y +2a). Geometriai valoszint-
ségszamitasi modszerrel: (Y, Z) egy véletlen pont az egységnégyzetben, igy
az (Y —x) < Z < (Y + z) feltételnek megfelels tartomany:

Z
x ’
X Y
0, hax<0
A keresett eloszlasfiiggvény: Fx(z)=4{ 1—(1—=2)*, haz € (0,1)
1, haz>1

I1.8.20. Feladat: Az A paraméter milyen értékénéllesz az f(x) = Ae™",
x € R fliggvény stirtségfiiggvény? Mennyi ekkor a varhaté érték és a szoras-
négyzet?

(M)

Tr _ 1 _ 1 _;_L 1
Megoldds: A = 7 = f(x) = \/2_7%6 7 ~ N <()7 %> )
I1.8.21. Feladat: Az egységnyi oldalu négyzet két atellenes oldalan ta-

lalomra valasztunk egy-egy pontot. Jeldljitk X-el a két pont tavolsagat! Adja
meg az Fx (v) =P (X < ) eloszlasfiiggvényt!

Megoldds: X = +/(z —y)* + 1, te (1,\/5)—1’6
Fx(t)=P(X <t)=P((z -y’ +1<t?) =
=Pa—VPP—1l<y<a4+Vi&-1)=
— - (1—VE—1) =2/ 1= (2 —1).

I1.8.22. Feladat: Az egyetemen nagyon sok telefonkésziilék van, ame-
lyek egymaéstol fliggetleniil romlanak el azonos valdszintséggel. Az év 360
napjabol dtlagosan 12 olyan nap van, hogy egyetlen késziilék sem romlik el.
Vérhatoéan, hany olyan nap lesz, amikor 2 vagy 2-nél tébb telefon romlik el?
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Megoldds: Jelolje X az egy nap alatt meghibasodott telefonkésziilékek

o . . i L ) O A o 12 1
szamat! X nyilvan Poisson-eloszlasti. Mivel P(X =0) = e™ ~ 3 = 55 =

AxIn30. Ezért P(X >2)=1-P(X=1)-P(X =0) = 1—%(1 +1n30).
Az X > 2 napok varhato szama: 360 - (1 — % (I+1In 30)) ~ 307.

I1.8.23. Feladat: Az X € U (0,1) valoszintiségi valtozo segitségével gen-
eraljunk Y € G (0,25) eloszlast valoszintiségi valtozot!

Megoldds: Legyen ¢; = E oG = 1. Ekkor ¥ =4, ha ¢ < X <
Givt, i =0,1,2, ...

I1.8.24. Feladat: Egy képzeletbeli diktattiraban a ,Nagy Testvér” az
alabbi rendeleteket hozta:

1§ A hadsereg utanpoétlasanak biztositasa végett minden csalad koteles fin-
gyermeket sziilni.

2§ A demografiai robbanas elkeriilése végett minden csaladban, ha méar szii-
letett fit, t6bb gyermek nem sziilethet.

Hogyan véltoztatja meg a ,,Nagy Testvér” ezen két rendelete a fit-lany aréanyt?

Megoldds: A ,Nagy Testvér” végtelen bolcsessége kovetkeztében, nem
valtozik meg a fit lany arany! Hiszen, ha N csalad van az orszagban a fiuk
szama nyllvan N lesz. A lanyoké pedlg T+ N2 + N3 4+ 2k+1 k4

I1.8.25. Feladat: Legyen X Poisson-eloszlasi A > 0 paraméterrel,
Y =2X 4 1. Adjuk meg Y varhato értékét és szorasnégyzetét!

Megoldds: EY =2EX +1 =2\ +1, oY = 402X = 4).

I1.8.26. Feladat: Legyen X n és p paraméterd binomialis eloszlasu va-

l6szintiségi valtozo, YV = 1—|—X Adjuk meg Y varhato értékét és szoraséat!

n

Megoldds: EY = 1-|1—k< ) M1 —p)”_k =...,
k=0

oV = 3 (725)" (P (1—p)"™F = (BY)® = ... sth.
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I1.8.27. Feladat: Ha az X strtségfiiggvénye fx(x) = m , (z € R),
akkor létezik-e varhato értéke?

Megoldds: Nem létezik, mert f r——r—-dar = [%ln(l —I—:I;Q)]iooo diver-

1—|—1’2)
gens.

I1.8.28. Feladat: Legyen X € N(u,0), azaz u,0 paraméterd normalis
eloszlast valoszintiségi valtozo! Adjunk képletet EX"-rel

Megoldds: Ha X = % jeléli a standardizaltat, akkor X € N(0,1).
= [2"¢(2)dz = (n—1) [ 2% (z) dz = (n — 1) EX""2. Mivel

E):( = 0, fgy a standardizélt minden paratlan hatvanydnak varhato értéke 0.
EX? = (n—1)(n—3)---1=(n— 1), mivel EX? = 1. Masrészt EX" =
> (Z) Uk/,L”_kE)N(k is fennéall. Behelyettesitve kaphatjuk a végeredményt.
k=0

I1.8.29. Feladat: Egy jatékos 1023 zseton indul6 tékével rulettezik. Az
a stratégidja, hogy addig folytatja a jatékot, amig vagy nyer, vagy pedig elf-
ogy az Osszes zsetonja. Minden forgatas el6tt a piros mezére rak megduplézva
az €l6z6 tétet. Mennyi a nyereményének a varhato értéke? (Az egyszertiség
kedvéért tekintsiik a piros és fekete forgatasok valdszintségeit %—nek!)

Megoldds: X a piros forgatashoz sziikséges kisérletszam: X € GG (%) .

Y a jatékos nyeresége. A nyereség, ha nyer a jatékos mindig 1 zseton. A
jatékos a 10-dik jaték utdn mindegyik zsetonjat elveszti: 14+2444--- 4210 =
1023. P(X>10)= Y (})' =5 =2P(X<10)=1— 5.

k=11

EY =1 (1 — 210) (210 —1) - 2% = 0. A varhaté nyereség tehat 0 zseton!

I1.8.30. Feladat: Egy réten hiarom szarvas legelészik gyanutlanul. Egy-
mésr6l nem tudva hdarom vadasz lopakodik a tisztashoz, és egyszerre tiizelnek
a vadakra. Mindegyik 16vés taléal, és haldlos.

Mennyi a l6vések utan a rétrél elszaladd szarvasok szamanak véarhato
értéke és szorasa? (Elvileg tobb vadéasz is 16het ugyanarra a szarvasra. .. )

Megoldds X az elfuto6 szarvasok szama: X € {0,1,2}.
(X =2) = P (,Mindegyik vadész ugyanazt a szarvast 16vi le”) = =
(X =0) = P (,Mindegyik vadédsz mas-mas a szarvasra 16”) = 5=
T CURCEERE
X = EX2 W 02X =

P
P
P =

E
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I1.8.1. Gyakorlat: Az egységnényzeten taldlomra kivalasztunk egy P
pontot. Jeldlje X a P és a hozza legkozelebb all6 csics tavolsagat. Adja meg
X eloszléas- és stirtiségfiiggvényét!

I1.8.2. Gyakorlat: Legyen X € E () és Y = X?. Adja meg Y stiriiség-
fliggvényét!

I1.8.3. Gyakorlat: Legyen az X valoszintiségi viltozo eloszlasfiiggvénye
F(x). Legyen Y = max{0,X},7 = min{0,—-X},V = | X],es W = —X.
Fejezze ki Y, Z,V és W eloszlasfiiggvényét I (x)-szel!

I1.8.4. Gyakorlat: A (0,1) intervallumban kijeléliink harom pontot vé-
letlenszertden. Hatarozzuk meg a kézépsé pont 0—t6l valoé tavolsagénak el-
oszlasfiiggvényét!

I1.8.5. Gyakorlat: Egy csomag 32 lapos magyar kartyabol kihtizunk egy
lapot. Legyen X a kihizott lap értéke. Adja meg és abrazolja X eloszlas-
fliggvényeét! Szamolja ki a 7,5 < X < 10,2 esemény valdszintiségét!

I1.8.6. Gyakorlat: Legyen X € U(0,1) és Y = v2X. Adja meg YV

stirtiségfiiggvényét!

I1.8.7. Gyakorlat: Egy haztartasi gép gyari énkoltsége 10 000 Ft. A
termékre a gyar 1 év garanciat ad, ami szerint a hibds gépet ingyen kicseréli,
amennyiben az 1 éven belill meghibasodik. A gyar szakemberei szerint a gép
élettartama 30 év varhato értéki exponencialis eloszlast. A termeldi ar a gép
onkoltsége plussz a garancialis cserék 6nkoltségének varhato értéke. Mekkora
legyen a termeldi ar?

I1.8.8. Gyakorlat: X € E(2) segitségével generdljon egy Y € G (1)
valoszintiségi valtozot!

I1.8.9. Gyakorlat: Egy gydrtmanynak az egy szézaléka selejtes. A da-
rabokat ezresével dobozokba csomagoljak. Mennyi a valészintisége, hogy egy
véletlenszertien kivalasztott dobozban nincs haromnal t6bb hibéas?

I1.8.10. Gyakorlat: Egy szabalyos pénzérmét addig dobunk fel tjra és
Gjra, mig meg nem kapjuk a mésodik fejet is. Mennyi annak a valésziniisége,
hogy az els6 fej utdn a masodik fejig ugyanannyi dobésra van sziikség, mint
ahény dobas kellett az els§ fejig?
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I1.8.11. Gyakorlat: Tekintsiik az f(z) = %,x € [1,2] strtségfliige-
vényt! Az X € U (0,1) segitségével allitsunk el§ olyan Y valoszintiségi val-

tozot, amelynek strtiségfiiggvénye éppen f(x)!

I1.8.12. Gyakorlat: Milyen b értéknéllesz az f(z) = by/z — 2,2 € (2,3)

fliggvény stirtiségtiiggvény?

I1.8.13. Gyakorlat: Egy normalis eloszléast valoszintségi valtozo 0,1
valoszintiséggel vesz fel 10, 2-nél kisebb értéket, és 0,25 valoszintiséggel 13, 6-
nal nagyobb értéket. Mennyi a varhaté értéke és szoérésa?

I1.8.14. Gyakorlat: Egy szamitogépes szervizben egy hénap husz mun-
kanapjabol dtlagosan kettén nincsen reklamacié. Poisson-eloszléast feltéte-
lezve, mennyi annak a valésziniisége, hogy egy adott napon harom, vagy
haromnéal t6bb reklaméci6 érkezik?

I1.8.15. Gyakorlat: Legyen X € U (a,b) és Y = X". Adja meg Y el-

oszlasfiiggvényét!

I1.8.16. Gyakorlat: Egy iiteg addig tiizel egy célpontra, amig el nem
talalja. A talalat valoszintisége minden 16vésnél p. Mennyi az egy talalathoz
sziikséges atlagos 16szerkészlet, a municio?

I1.8.17. Gyakorlat: Az A kényvben az egy oldalon talalhaté sajtohibak
szama X € Po(l), mig a B konyvben ugyanez Y € Po(2). Igaz-e a
kovetkezd két allitas egyszerre: (i) Az A konyvben haromszor annyi sajtohiba
van mint a B kényvben. (ii) A B kényvben 6tszor akkora egy hibamentes
oldalnak a valoszintisége, mint az A kényvben?

I1.8.18. Gyakorlat: A boltban arult izzok 1%-a hibas. Ha vesziink 100
darabot, akkor hany darab lesz benne rossz a legnagyobb valészintiséggel, és
mekkora ez a valészintiség?

I1.8.19. Gyakorlat: Egy 1 MFt 6nkoltségi szamitogép termelsi arat
kell meghatarozni. A szamitogép élettartama exponencidlis eloszlasa 10 év
varhato értékkel. Garanciat vallalunk tgy, hogy ha az els6 évben a gép
elromlik, akkor kicseréljiik, ha a masodik is elromlik egy éven beliil, akkor
visszaadjuk a gép drat. A termeldiar legyen az az érték, mely mellett a kiadés
és a bevétel varhato értéke megegyezik. (A visszavett gépek értéktelenek.)
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I1.8.20. Gyakorlat: Egy mérés elvégzéséhez két lehetséglink van. Vagy
egy draga készlilékkel mériink egyet, ahol a mérés hibaja N (0,1) eloszlasu,
vagy egy olcsé késziilékkel mériink haromszor, és a méréseredményeket &t-
lagoljuk, ahol viszont a mérés hibaja mar N (0,1, 6) eloszlasi. Melyik mérési
technika adja a pontosabb mérést?

I1.8.21. Gyakorlat: Egy dobozban a szivarvany hét szinével egyez6 szi-
ni golyék vannak. Addig huzzuk ki a golyokat visszatevéssel a dobozbdl,
amig valamennyi szind goly6t ki nem htztunk egyszer. Mi az ehhez sziikséges
X huzasszam eloszlésa?

I1.8.22. Gyakorlat: Legyen az X valoszintségi valtozo eloszlasfiiggvé-
1

nye F'(x), siirtiségfiiggvénye pedig f(z). Bizonyitsa be, hogy EF (X) = 3.
I1.8.23. Gyakorlat: Legyen X logisztikus eloszlast, azaz strtségfiige-
vénye: fx(x) = ﬁ,x € R. Szamolja ki az X medianjat, vagyis azt az

Mx szadmot, amelyre P (X < Mx) =P (X > My) = 1 teljesiil.

I1.8.24. Gyakorlat: Legyen X € {0,1,2,...} olyan valdszintiségi val-

tozo, melynek létezik a varhato értéke. Bizonyitsa be, hogy EX = > P (X >14).
=1

I1.8.25. Gyakorlat: Legyen az X valoszintiségi valtozo olyan, hogy
P (0 < X < 1) = 1. Bizonyitsa be, hogy ¢?X < EX!

I1.8.26. Gyakorlat: Egy baromfiudvarban a gondoz6 gytiriijérsl leesd
értékes kovet az egyik liba lenyelte. A gondozé kénytelen a libék levagésaval
megprobalni visszaszerezni a kovet. Addig vagja le a véletlenszeriien elkapott
libédkat, amig valamelyik begyében meg nem talélja a kovét. Ha Gsszesen 50
liba van a farmon, mennyi a kényszertiséghdl levagott libak szadmanak varhato
értéke?

I1.8.27. Gyakorlat: Legyen P = (a,b) az egységnégyzet egy véletleniil
kivalasztott pontja. Jeldlje Xa Ppont origétdl vett euklideszi tavolsédgat.
Mennyi X véarhato értéke?

I1.8.28. Gyakorlat: Legyen X € B(3,1) és Y = X* Mi YV eloszlasa,

és mennyli a varhato értéke?
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I1.8.29. Gyakorlat: Az origébdl kiindulva egy bolha ugral a szamegye-
nesen. Minden ugrdsa egységnyi hosszi és a tobbitél fiiggetleniil p valdszi-
niiséggel jobbra, 1 — p valoszintséggel balra torténik. Az 6t6dik ugras utan
megfigyeljiik a bolha helyét. Adja meg ennek az eloszlasat!

I1.8.30. Gyakorlat: Az X normélis eloszlast valoszintiségi valtozd var-

hato értéke —5 és tudjuk, hogy P (=5 < X < 0) = 0,3. Mennyi P (=5 < X < 4)7

I1.8.31. Gyakorlat: Létezik-e az F(x) =xIna —ax+ 1,2 € [1,¢] elosz-
lastiiggvényti valészintiségi viltozonak masodik momentuma?

I1.8.32. Gyakorlat: Az X valészintiségi valtozo stirtségfiiggvénye

27 ha0<z<l1
fx(z) = 22, hal<az<2 .Mennyi EX?

0, egyébként

I1.8.33. Gyakorlat: Egy szabélyos pénzérmét addig dobok fel ismétel-
ten, amig két fejet, vagy két irdst nem kapok. Mennyi a dobasok szaméanak
varhato értéke és szorasa?

I1.8.34. Gyakorlat: Legyen X € E()), ahol A = 0,1és Y = [X], azaz

X egészrésze. Mennyi az Y diszkrét valészintiségi valtozo varhato értéke?

I1.8.35. Gyakorlat: Egy jatékos rulettezik. Harom tétet tesz meg: egy-
egy 100 Ft-os zsetont tesz a fekete 13 szamra, a fekete mezére és a paratlan
mezére. Otszor megismételve ezt a stratégiat, mennyi a jatékos nyereségének
(veszteségének) varhato értéke? (A rulettarcsan 0-tol 36-ig allnak a szamok,
18 fekete, 18 piros, a 0-ds z6ld szinti.A fekete szamok kozott 9 db péaros és
9 db paratlan van. Ha valaki szamra tesz, a tétet és még annak 36-szorosat
sepri be. A fekete vagy péaratlan mez&kon a nyereség kétszeres. A 0-ra nem
lehet fogadni. Ha 0-4s porog ki, minden megrakott tétet a bank viszi el.)



ITI. fejezet

Valészintiségl vektorvaltozok

ITI.1. Valé6szintiségi vektorvaltozék, valészint-
ségi valtozok egyilittes eloszlasa

Nagyon gyakran nem lehet a véletlen jelenséget egyetlen szdmadattal jelle-
mezni. Pl. amikor az id&jarasi helyzetet probéljak elérejelezni, megadjdk a
varhaté hémérséklet, csapadékmennyiség, légnyomas, szélerésség stb. ada-
tokat, azaz a prognosztizalt helyzetet egy vektorral jellemzik. A vektor kom-
ponensei valoszintségi valtozok, értékeik a véletlentsl fiiggnek. Felmeriilhet
az egyes komponensek kozott fennalld kapcsolatok kérdése is.

IT1.1.1. Definicié: Legyen (£, S, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi me-
76. Tekintsiik az X : Q — R? fiiggvényt! Az X = (X, Xq,..., X,)T
valdszintiségi vektorvaltoz6, ha minden B € B? p-dimenzids Borel-halmazra

{w; X(w) € B} € S teljesiil.

Megjegyzés: BY a By x By x --- x B, alakt halmazok altal generalt o-
algebra, ahol B; € ‘B tetszéleges egydimenzioés Borel-halmaz.

IT1.1.2. Definicié: A Qx(B) = P({w; X(w) € B}), B € B” az X va-
l6szintiségi vektorviltozo eloszldsa.
IT1.1.3. Definicié: Legyen (zq,22,...,2,)" =z € R?, és a hozzatartozo

)"
p-dimenzios Borel-halmaz B, = ( —oo :1;1) X ( 00, Ty ) X o X (—00, xp).
) =

Ekkor az Fx(z) = Fx, x,.... Xp($1751?27 .

93
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=P(X; <21, Xo <ag,..., X, < a,) fliggvényt az X valészintségi vektorval-
tozé eloszldsfiigguényének, illetve az Xy, X,, ..., X, komponens valészintségi
valtozok egyiittes eloszldsfiigguényének nevezziik.

II1.1.1. Tétel: Az X valésziniiségi vektorvaltozé eloszldsa és eloszlas-
fliggvénye kolcsonosen egyértelmiien meghatarozzik egymaést.

Megjegyzés: A tételt nem bizonyitjuk.

IT1.1.2. Tétel: (Az egyiittes eloszlasfigguény tulajdonsdgai)

a.) Fy minden véltozojaban monoton nem csokkend fliggvény, azaz V i -re,
ha o7 <, akkor Fy(xy,...,a5, ... 2p) < Fx(@r, ..., 2" ..., 2,).

79 » Vg

b.) Fx minden valtozéjaban balrél folytonos fiiggvény, azaz

lirgl Fx(xy, ..y, ... 1,) = Fx(ag,..., 2%, ... 2,).
y—x; —0

c.) lim Fx(xq,...,24...,2,)=1és _lim Fx(ar,...,2,...,2,) =0.
Vz;—+oo Jdz;——o0

d.) Az egyszeriiség kedvéért csak p=2 esetben modjuk ki ezt a tulajdonsagot.
(Az &ltalanos eset targyalasat lasd a I11.7.1. feladatban.)
Legyen T' = [a,b) x [c,d) tetszGleges p = 2 dimenzios tégla. Ekkor
Fi(a,c) —I-Fi(b,d) — F&(a,d) - F&(b,c) 2 0.

Bizonyitds: Aza.),b.) ésc.) allitasok az egydimenzios esethez, hasonléan
bizonyithatoak részletezésiiktsl itt eltekintiink. A d.) allitas nem szerepelt az
egydimenzios esetben, ott a neki megfelels alak a tetszdleges [a, b) intervallum
esetén Fx(b) — Fx(a) > 0, ami a monotonitasi tulajdonsaggal esik egybe.
Toébbdimenzios esetben sziikség van d.)-re, mert pl p = 2 esetben az

0, haxy+a2,<0

Py, 2) = 1, hax;+x,>0
fliggvény kielégiti a.), b.) és c.)-t, de d.) nem teljesiil ra. A bizonyitas azon
mulik, hogy megmutatjuk, hogy d.) baloldalan a P(X € T') valoszintiség all,
ami nyilvanvaléan nemnegativ. Definidljuk az alabbi eseményeket:

A= {w;Xl(w) < Cl},
B = {w; Xi(w) < b},
¢ = {w;XQ(w) < C},
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D = {w; Xa(w) < d}.

Ekkor

0<PXeT)=Pla<X;<bec<Xy<d)=

=P (ABCD) =P (BD(A+C)) = P(BD) —P(BD(A+()) =

=P (BD)-P(ABD + BCD) =P (BD)-P (ABD)-P (BCD)+P (ABCD) =
Mivel A C B és C C D, igy az elnyel6dés miatt:
ZP(BD)—-P(AD)—-P(BC)+P(AB),

ami éppen az allitas. W

I11.1.4. Definicié: Ha X = (X, Xy,..., X,)T valészintiségi vektorval-
tozé eloszlasfiiggvénye Fy és 1 < j3 < g < -+ < 3 < p egy tetszbleges k el-
emt indexkombinécié, akkor az indexekhez tartozé X;,, X;,, ..., X, kompo-
nens valészintségi valtozok egyiittes eloszlastiiggvénye az Fy egy k-dimenzids

perem- vagy vetilett eloszldsfigguénye.

ITI.1.3. Tétel: Ha a X;, X,,..., X, valoszintiségi valtozok egyiittes el-
oszlasfiiggvénye Fly ismert, akkor barmely vetiileti eloszlasfiiggvénye megha-
tarozhatoé. Forditva altalaban nem igaz: ha ismerjiik az 6sszes alacsonyabb
dimenziés vetiileti eloszlastiiggvényt, az egyiittes eloszlasfiiggvény nem &l-
lithato elé.

Bizonyitds: A részletes bizonyitast a valoszintiség folytonossagi tulajdon-
sagaval lehetne elvégezni. Ekkor az lathato be, hogy
Xy XX, (T Tigy ooy 04,) = va}jgoo Fx, X x, (21,29, ..o, T,).
G i1 iz semin}
Arra, hogy a forditott allitas nem igaz, p = 2 esetben adunk ellenpéldat:

Legyenek X; és X, olyan val6szintiségi valtozok, melyek csak a —1,0 és +1
értékeket vehetik fel az aldbbi eloszlastablazat szerint

Xi\ X —1 0 +1 X, perem
—1 0,125 +¢ | 0 |0,125—¢ 0,25
0 0 0,5 0 0,5
+1 0,125 —¢ | 0 |0,125+4+¢ 0,25
Xy perem 0,25 0,5 0,25 1

ahol 0 < & < 0,125 tetsz8leges.

0, ha xr<-—1
0,25, ha —1<x<0
0,75, ha O<a<1

1, ha 1<z

Ekkor Fx,(z) =
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a két vetiileti eloszlasfiiggvény, ami nyilvin nem hatarozza meg az egyiittes
eloszlasfiiggvényt, mely az ¢ paramétert is tartalmazza.

IT1.1.5. Definici6: Legyenek X, Xy, ..., X, valoszintségi valtozok az
(2,3, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mezén.

a.) X1, Xo,..., X, pdronként figgetlenek, haV1 <i<j<n-re
Fx, x;(x,y) = Fx,(z) - Fx,(y) teljesiil V z,y € R-re.

b.) X1, X, ..., X, teljesen figgetlenek, ha V2 <k <p és
V1l <y <1 < --- <1 < pindexkombinéciora

k
@iy, iy 1) = HFXiJ(xiJ),‘v’xil,xm...,:L'ik € R -re.

i=1

ITI.1.4. Tétel: Ha X;, X5, ..., X, teljesen fiiggetlenek, akkor paronként
is fiiggetlenek. A megforditas altalaban nem igaz.

Bizonyitds: A tétel els fele nyilvanvalo, hiszen a teljes fiiggetlenség felté-
telrendszere a paronkénti fiiggetlenség feltételrendszerét is tartalmazza. Az
ellenpélda ugyanazon a példan alapulhat, mint amikor megmutattuk, hogy a
paronként fiiggetlen események rendszere nem feltétleniil alkot teljesen fiig-
getlen eseményrendszert. (lasd 1.4.4 tételt). B

II1.2. Diszkrét valdszintiségi valtozok egyiittes
eloszlasa

I11.2.1. Definicié:

a.) Ha X ésY diszkrét valoszintségi valtozok £ = {xq,x2,...,@,,...} illetve
D =A{vi,y2,- .., Yn, ...} értékkészletekkel, akkor az
rij = P({w; X(w) =2} N {w; Y(w) =y;}) =P(X =2,Y =y;)
(1,7 = 1,2,...) valoszintiségek Osszességét a két diszkrét valoszintségi
valtozo egyiittes eloszldsanak nevezziik.

b.) Az X1, Xs,..., X, diszkrét valoszintségi valtozok értékkészleteit jelolje
rendre e() = {x(li), x(zi), cee :1;7(5), . } (t=1,2,...,p).
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Ekkor az 14, 4,..i, = P(X; = :1;511), X, = :1;522), e X, = l’gﬁ)) valoszintiségek
Osszessége az Xy, X, ..., X, diszkrét valészintségi valtozok egyiittes el-

oszldsa.
IT1.2.2. Definici6: Haadott az Xy, X5, ..., X, diszkrét valoszintiségi val-

=P(X; = :1;511),)(2 = :1;522), e X, = :L'Ef)) , ‘v’ik} egylittes el-
oszlasa, és 1 < j; < jo < -+- < g < p, akkor az X, X,,,..., X, diszkrét
valoszintiségi viltozok egyiittes eloszlasat k-dimenzids vetileti- vagy perem-

tozok {ri17¢27...7¢p

eloszldsnak nevezziik.

II1.2.1. Tétel: A diszkrét valosziniiségi valtozok egyiittes eloszlasa kie-
légiti az aldbbi tulajdonsigokat:

a.) 0<ry i <1
b)) X T, =1
V1,02, 0p
C') p (Xj1 = levij = Ljpy - 7Xjk = xjk) - E 4 T4y yigyensip -
Vi g {j1:d2 00k }
Bizonyitds:

a.) Nyilvanvalo, hiszen az A;, 4,...i, = {w; Xi(w) = xgll)}-{w; Xo(w) = :1;522)}

Hw; Xp(w) = 2® esemény valoszintiségérsl van sz6.
’ P ip

b.) Mivel az A

allitas.

i14ia,i, €semények teljes eseményrendszert alkotnak, igaz az

c.) A folytonossagi tétel kovetkezménye ez a tulajdonség, melynek részlete-
zésétdl eltekintiink. Speciélisan, az allitas p = 2 esetben:

P(X =z))= Y P(X =2;,Y =y;) és P(Y = y;) =
7=1
=1

I11.2.2. Tétel:

a.) Az X ésY diszkrét valoszintiségi valtozok fiiggetlenek, ha V i, j-re
P(X = J}Z',Y = y]‘) = P(X = l’z) . P(Y = y]‘).
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b.) Az X1, Xa,..., X, diszkrét valoszintségi valtozok teljesen fiiggetlenek, ha
V2<k<preésV1< g <gg<---<Jrp <pesetén

k
PU}waxk=$m~me=%J=ILPM%=$h%

Bizonyitds: A bizonyitast nem részletezziik, csak annyit jegyziink meg,
hogy az X, valoszintiségi viltozok teljes fiiggetlensége ekvivalens a kapcso-
latos A; = {w; Xi(w) = ;} nivoesemények teljes fiiggetlenségével.

I11.2.1. Példa: (Polinomidlis eloszlds)
Legyen (92, 3, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mezs, A1, Az, ..., A, € Segy
r eseménybdl allo teljes eseményrendszer, azaz A;-A; = 0, > A; = Q. Ekkor,
=1

ha 0 < P(A;) = p;, akkor > p; = 1. Hajtsunk végre egy n-szeres kisérlet-
=1

sorozatot. Vegye fel X azt az értéket, ahanyszor A; bekévetkezett a kisér-
letsorozatban. Az Xy, X,,..., X, valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasat
n,p1, P2, - - -, Py paraméterd polinomialis eloszlasnak nevezziik. Az X; valoszi-
niiségi valtozok értékei a 0,1,2,...,n szamok kozé esnek. Az X1, Xy, ..., X,
valosziniiségi valtozok értékei kozott szoros Osszefiiggeés van: » X; = n. Az
=1

X1, Xy, ..., X, valoszintségi valtozok egyiittes eloszlésa:
P(X, =k, Xy =key.. .. X, = k) = mpflpgz’ oo pkr A fenti valészi-
niiségek valéban eloszlast alkotnak, hiszen:

= n! k1 k o no__

> e = (At ) = L

Vk;=0
P A -

Megjegyzés: A binomidlis eloszlds specialis polinomiélis eloszlds, amikor
r = 2. A teljes eseményrendszer ilyenkor A és az ellentettje. Tehat a poli-
nomiélis eloszlas a binomidlis eloszlas tobbdimenziés kiterjesztése. A poli-
nomialis eloszlas X; komponensei egyenként B(n, p;) eloszlastiak, azaz a poli-
nomialis eloszlds egydimenziés peremeloszlasai binomialisak.

II1.3. Folytonos valészintiségi valtozok egyiittes
eloszlasa

IT1.3.1. Definicio: Az X, X,,..., X, folytonos valdszintségi valtozok
egyiittes siuriségfiggvényén azt az fx, x,...x,(%1,22,...,2,) Riemann-integ-
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ralhato fliggvényt értjiik, melyre:

Ty T2 Tp
FXl,XQ,...,Xp(x17x27"'7$p) = f f f fX17X27m7Xp(t1,t2,...7tp)dtpdtp_1 “‘dt17
— 00 —0O — 00
PFx) x5, Xp(1:02,.,2p) _ T
azaz 91020 Day = fX17X27~~~7Xp(x17x27---7xp)7ha£_ (mlvx%---vxp)
folytonossagi pontja fx, x,,. x,(21,%2,...,2,)-nek.

IT1.3.2. Definicié: Az fx, x,..x,(%1,22,...,2,) egyiittes stirtiségfiigg-
vény egy k-dimenzios vetileti siriségfiggvényén (2 < k < p—1) valamely 1 <
11 < 1y < --- < 1 < p indexkombinéciora az X;
valtozok egylittes siiriiségfiiggvényét értjiik.

Ny, oo, X, valoszindségi

I11.3.1. Tétel: le.l 7)(1.27.“7)(% (l'il s Loy e e 7xik) =

= f f e f Ixi X xp (s tay o 1)t dEy, - - dt; _, azaz az egyiittes sti-

riiségfiiggvényt az Osszes tobbi — a kivalasztott index kombinaciéban nem
szereplé — indexhez tartoz6 valtozora kell kiintegralni a teljes szamegyene-
sen, hogy elgallitsuk a k-dimenzioés vetiileti stirtiségfiiggvényt

{91, J2s - oy Jpte & {01502, -, 1k}
Bizonyitds: A 111.1.3 tétel egyszerti kvetkezménye. W

IT11.3.1. Példa: (A kétdimenzids normdlis eloszlds)
Ha X és Y egyiittes strtiségfiiggvénye

e (ey) = b ep (gt |55 - otz 4 Lopl)

xr,y € R alakt, akkor a két valdszintiségi valtozd egyiittes eloszlasa kétdi-
menzios normalis, ahol a peremeloszlasokra X € N(u1,01),Y € N(uz,02)
teljesiil. Ugyanis megmutathato, hogy

, -l 1 —m~[x—<u1+z—;g(y—uz)>]2'

fX,Y (x,y) = \/ﬂ.@e ? ) V2o /102 €
Igy pl. fy (y) = [ fxy (z,y) do =

(y—np2)? 1 - 2

— 1 ) T 1 —2.02(1_92)~[1’—<M1+ég(y—u2)>] —
= e 2 . - .e 1 dr =

V2mog B V2mopa/1—p2

_(y—u2)2
1 20,

_= 2

\/2~7T~0’26

Az integral mogott az N <M1 + Zo(y — p2), 01 y/1 — 92> eloszlas siirtiség-
fliggvénye all, igy az integrél értéke 1.
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amd [
[;1'5

¥

II1.3.1 Abra A kétdimenzios normalis eloszlds strtiségfiiggvénye. A
szimmetria tengelyt tartalmazoé sikmetszetel haranggorbék, a
szimmetriatengelyre meréleges sikmetszetek pedig ellipszisek.

IT1.3.2. Tétel: Legyenek X;, X,, ..., X, folytonos valészintségi valtozok
az (2, S, P) Kolmogorov-féle valoszintségi mezon.

a.) X1, Xa,..., X, paronként fiiggetlenek <=V 1 <i < j<n -re
Ixox;(x,y) = fx,(x) - fx,(y) teljesiil V 2,y € R -re.

b.) X1, X, ..., X, teljesen fiiggetlenek <=V 2 <k < p és
V1< <ig<---<ip < pindexkombinéciora

k
Fxo xo o x (@i, @iy oy 2,) = Hin] (24;), Vi, Tiyy oo i, € R
j=1
Bizonyitds: Az I11.1.5 definiciébol egyszertien derivalassal kovetkezik az
allitas. W

Megjeqyzés: p = 2 esetben az eléz6 tételek specialis alakjai:
82FX7y(l’,

+oo 400
90y 2 = fxy(e,y), fx(z)= [ fxy(z,y)dy, fr(y) = [ fxy(z,y)de,
ha X és Y fiuggetlenek fyy(z,y) = fx(z)fy(y) (Vz,y e R). W

IT1.3.3. Tétel: (Az egyiittes sidriségfigguény tulajdonsdgai)

a.) fx, xp.x, (21, 22,000 2,) >0,
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+oo 400 +oo
by [ [ | fxixonx,(tita, ..o ty) dt, . diy dty = 1.

— 00 — 00 — 00

Bizonyitds: A II1.1.2 tétel a.) és c.) pontjabol, valamint az egyiittes
stirtiségfiiggvény II1.3.1 definici6jabol kézvetlentil kévetkezik. W

II1.4. Valo6szintiségi vektorvaltozok transzforma-
ci61
A 11.5.2 transzlormaciés tétel tobbdimenzids altalanositasa az aldbbi:

I11.4.1. Tétel: Jeloljeaz X = (X, Xy, ..., X,)T valoszintiségi vektorval-
tozo strtségfiiggvényét fx(x), amely eltiinik a D C R? tartomanyon kiviil.

Legyen u: D — H(C RP) bijektiv (kolcsonosen egy-egyértelmt) transz-
formaci6. Ekkor az Y = u(X) valoszintiségi vektorvaltozo stirtségfiiggvényét
az alabbi moédon szamithatjuk:

fr(y) = { Fr(u'(y) - |[det(L(y)|, ye H

0, y¢ o’
duilly) dui'ly) . 9w (y)
91 9y2 9yp
augl(g) augl(g) o augl(g)
ahol J(y) = Iy Iy Iy a leképezés Jacobi-matrixa.
dup'ly) Puplly)  dup (y)
9y 9y2 9yp

Bizonyitds: Legyen D egy tetsz6leges p-dimenziés Borel-halmaz,
u~Y(D) = B pedig az 6sképe, vagyis az a p-dimenziés Borel-halmaz, melyet
u D-re képez. Ekkor nyilvan P(Y € D) =P(X e v™}(D)) =P(X € B).
A stirtségliiggvények segitségével: P(Y € D) = [ fy(y) dy, masrészt
[RRS I
PXeu'(D)= [ [x(x)de=[[x(u(y))-[det(L(y)] dy.
D

u=H(D)
A két integral 6sszehasonlitasdbol mar kovetkezik az allitas. B

IT11.4.2. Tétel: (Két folytonos valdsziniségi vdltozé osszegének eloszldsa)

Legyen X és Y valoszintségi véaltozo az (2,3, P) Kolmogorov-féle valoszi-

niiségi mezdén. Jeldlje fxy(x,y) az egylittes stiriségfiiggvényiiket. Ekkor a
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7 = X 4 Y valoszintiségi valtozo siirtiségfiiggvénye:
z) = —I_foony(t, x—1)dt = foony(x —1,t) dt.
Ha X és_ﬁofO fliggetlenek is, akk(;l(’)o
T) = +fOOfX( ) fy(z—t)dt = f Ix(z—1t)- fy(t)dt
Ez ut()bb_iojesetben fz az fx és fy surusegfuggvenyek konvolicidja.

Bizonyitds: Alkalmazzuk a 111.4.1 tételt az
ylzul(:z:l,:z;g)::z;1+x2 _ y1—y2:U1_1(y17y2):$1
Y2 = uz(T1,72) = T2 Y2 = Uz_l(yhyz) =22
szereposztassal. Ilyenkor J(y1,y2) = ( (1) _11 ) igy ‘det (y1,y2) ‘ = 1.
A Z =X+4Y ésY egyiittes siirtiségfiiggvénye:
Jzy (i, y2) = fxy(n —y2,92) - 1.
Innen 7 siirtiségfiiggvényét a I11.3.1 tételt felhasznalva szamolhatjuk:
o0 + oo

:
f2(n) = [ fay(yiy2)dya = [ fxv(yi — y2,2) dya.

— 00 — 00

Az utébbi integralban az y; — yo = ¢ valtozétranszformaciéval kapjuk az
fz(y1) = -l—foony(t,yl — t) dt képletet. Ha X és YV fiiggetlenek, akkor a
I11.3.2 téte_l(f)o()’l kapjuk, hogy fx y(:]c y) = fx(z)- fy(y), igy

= fo( ) fy(x—t)dt = f fx(z—1)- fy(t)dt.

Megjeqyzés:
a.) Az el6z6 tétel egy masik bizonyitasa az alabbi:
Fr(z2)=P(Z<2)=P(X+Y <z)= [ [ fxy(z,y) dyde. Mindkét

oldalt z szerint derivalva kapjuk meg a siirtiségfiiggvényt:

1= (T T fer G diae) = (47 e o) de=

— 00

_}O fxy (z,z2—a) da.

b.) Mivel fiiggetlen esetben az Osszeg strtségfiiggvényére a két komponens
stirtiségfiiggvényeinek konvolucidjat kaptuk, fiiggetlen valoszintségi val-
tozok esetén az Osszeg valdszintiségi valtozot a komponens valtozok kon-
volicidjanak is nevezziik.
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IT1.4.1. Példa: Legyenek X,Y € U (0, 1) fliggetlenek, 7 = X +Y! Sza-
moljuk ki 7 stirtiségfiiggvényét!

7 € (0,2) lehet csak. Legyen z € (0,2) tetszSleges. A konvolucios képlet-
beol:

Jlde ==z, haze(0,1)

min{1,z} 0

= T Z—x z) dr = 1-1dz = L
_{o Ix( My () max{of,z—1} _f lde =2, haze€(1,2)
0, ha z ¢ (0,2)
IT1.4.3. Tétel: (Két folytonos valdszinidségi vdltozo killonbségének eloszlisa)

Legyen X és Y valoszintségi véaltozo az (2,3, P) Kolmogorov-féle valoszi-

niiségi mezdén. Jeldlje fxy(x,y) az egylittes stiriségfiiggvényiiket. Ekkor a
Z =X - Y valdszintiségi Véltoz() sﬁrﬁségﬁiggvénye

fz(a ffxytx+tdt fny:z;—l—tt)dt
Ha Xés Y fiiggetlenek is, akkor
+o0
= [ fx@t) - fy(a+t)dt = ffX (x +1)- fy(t)dt

Bizonyitds: A 1I1.4.2 tételhez hasonléan, az y; = uy(xy, x2) = 1 —
moédositassal. W

IT11.4.4. Tétel: (Diszkrét valdsziniségi viltozok dsszegének eloszlisa)
Ha X és Y diszkrét nemnegativ egészértékii valoszintiségi valtozok, akkor
7 = X 4+Y szintén diszkrét nemnegativ egészértéki valosziniiségi viltozo,

melynek eloszlésa: P(Z = k) = E P X=0Y=k—a)=

:Zk:P(X:k—ozY:oz) kE=0,1,2,....

Ha még az is igaz, hogy X és Y fuggetlenek akkor
P(Z =)= L P(X =a)P(¥ =k—a)= ¥ P(Y =k—a)P(¥ =a)
k=012, =

k
Bizonyitds: {w; Z(w) =k} = Y {w; X(w)=a,Y(w)=k—0a}, é a
a=0

komponensesemények egymést paronként kizarjak. Igy a valoszintiség o-
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additiv tulajdonsagabol (Id. 1.1.2 axiomék, 2° tulajdonsag) mar kovetkezik
az allitas.

IT11.4.2. Példa: Legyenek X € Po()), Y € Po(p) fiiggetlenek (1d. 11.3.3.
példat!). Akkor

k k
P(X+Y =k)= Zo (X =a)P(Y =k —a) = 3 Mo e =
_ O () L 5o K ()" <L>’“‘°‘ _
k! = al-(k—a)t \ Ap Ap
M)k A F
— %e (A+u) | <m + ﬁ) _
k
= %e_(*"“) 1, k=0,1,2,...,azaz X +Y € Po(A + pu).

I11.4.5. Tétel:

a.) Az Xy, Xa,..., X, diszkrét valoszintiségi valtozok értékkészleteit jeldlje
rendre R() = {x(li), x(zi), cee :1;55), . } (1 = 1,2,...,p), egylittes eloszlé-
sukat pedig {7, i,,..., = P(X1 = xgll),Xg = :1;522), e X, = J}Eﬁ))}

Legyen g : R? — R tetszbleges p-valtozés valos fliggvény. Ekkor az

Y =g(X1, Xs,..., X,) valoszintségi valtozo, és létezik a varhato értéke:
1 2
EY = » E ' )g (:1:2'1,:1;2'2,...,:1;2'13) P(X, = l’gl),Xz = :1;52),...,)(1, =
219824400y ip
:L'Ep)).
r

b.) Az X1, Xs,..., X, folytonos valoszintiségi valtozok egylittes striiségfiigg-
vényét jelolje fx, x,,..x,(%1,%2,...,2p). Legyen g : R? — R tetsz6leges
p-valtozos valos fliggvény. Ekkor az YV = ¢g( X1, Xs, ..., X,) valészintiségi

valtozo, és létezik a varhato értéke:
4 oo oo + oo

EY= [ [ [ gleiae..00) fx %, x, (1, %2, ) day, - - dagday.

— 00 — 00 — 00

Bizonyitds:

Diszkrét eset:
Legyen a diszkrét X = (X1, Xs, ... ,Xp)T vektorértéki valoszintségi valtozo
értékkészlete a V' megszamlalhato vektorhalmaz, az Y = ¢ (X) diszkrét va-
loszintiségi valtozoé pedig W = {y; y =g (z),z € V}.
Ekkor definicié szerint:



II1.4 VALOSZINUSEGI VEKTORVALTOZOK TRANSZFORMACIOI 105

EY =Y yP(Y=y)=>y Y PX=gx-=

yeWw yeW

z€V:ig(z)=y
=Y Y g@PX=z=) g@PX=2z).
yeW@EV:g(z)zy z€V

Folytonos eset:
A TI1.4.1. tételt alkalmazzuk, arra az u : RP — RP” transzforméciéra, ahol
Y =wu (X1, Xe,..., X)) =9(X1, Xo, .., X))
Xy =u (X1, Xs,..., X)) =X,

Xp :up(Xl,Xg,...,Xp) :Xp

Az inverztranszforméacié Jacobi determinédnsanak abszolutértéke most

A9~ y,z2,..x .
W lesz, igy fy x,,...x, (Ys T2y 2p) =
— A9~ Wy,z,m
_ Ixy Xovn X, (07 (Y 2, o ap) @2, o 1y |2 (ya; ) , hay=g(x1,22,...,2,)
0, egyébként ’
amibdl a TI1.3.1. tételt felhasznédlva integrélassal kapjuk:
7 i — A9~ y,z2,0x
)= [ [ fxixox, (07 (Y, 22,0 3y) 2o, @) | 2] (yaj 2| da, - - das.
ley
EY = [yfy(y) dy=
s s I - g~ (y,z2,...,
= f y-( f f X1 X X (g7 (y, 22,y @p) , T2,y Ty) %jf’) d:z;p---dx2> dy
s I - g~ (y,xa,..x
= [ Sy X, (07 (Wway o 2y) e,y |t g dagdy =
végrehajtva az y = g (x1, 2, ..., 1,) valtozétranszforméaciot az integralban,

méris igazoltuk az allitast:

y=g(z1,29,...,3,)= [ - [ (1, @2, %) [y Xo Xy (T1, T2,y 2p) day -+ - day W

— 00 — 00

IT1.4.6. Tétel: AzY = X, + X, + -+ X, valoszintségi valtoz6 varhato
értéke létezik, amennyiben a X; tagok varhato értéke létezik, és EY = EX; +
EX;+---+EX,.

Bizonyitds: Az el6z6 tétel kovetkezménye, amikor g(@q, x2,...,2,) =
rTitaxa+--+a, B

I11.4.7. Tétel: Legyenek az X és Y valoszintiségi valtozok fiiggetlenek,
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és létezzék a varhato értékiik. Ekkor a Z = XY valészintiségi viltozonak is
létezik a varhato értéke, és EZ = EX - EY.

Bizonyitds: Alkalmazzuk a I11.4.5 tételt g(x,y) = x - y -ra!
a.) diszkrét eset:

EZ =% > vyP(X =a,Y =y;) =3 > viy;P(X = 2))P(Y = y;) =

Vi ¥ Vi Yy,
= (E J}ZP(X = $2)> . (E y]‘P(Y = y]‘)> =EX . EY.
Vo, Yy
b.) folytonos eset:
+00 00 400 400
EZ= [ [ayfxy(z,y)dyde= [ [ ayfx(z)fy(y)dyde =

— 00 — 00 — 00 — 00

:Cfofo( ) (f yfy(y >:EX-EY.I

I11.4.8. Tétel: Legyenek az X és Y valoszintiségi valtozok fiiggetlenek,
és létezzék a szorasnégyzetiik. Ekkor o*(X £VY) = 02X + o?Y.

Bizonyitds: c*(X £ Y)=EX +Y)? - [E(X £Y)]? =
=E[X?+2X -V +VY? - [(EX)?+2EX -EY + (EY)?] =
=EX?+2E(X -Y)+EY?— (EX)?F2EX -EY — (EY)? =
=EX?— (EX)*+ EY? — (EY)? = 0?X 4 %Y.

Felhasznaltuk a I11.4.7 tétel allitasat, miszerint fiiggetlenség esetén
E(X -Y)=(EX)- (EY). ®

II1.5. A kovariancia és a korrelaciés egyiitthato

IT1.5.1. Definicid: Legyenek X és Y valészintségi valtozok az (2,3, P)
Kolmogorov-féle val6szintiségi mezén. Tegyiik fel, hogy létezik a szérdsnégy-
zetiik. Ekkor az X és Y kovariancidjin a 7 = (X — EX) - (Y — EY)
valdszintiségi valtozd varhato értékeét értjiik.

Jelslés: cov(X,Y) =E[(X — EX)- (Y — EY)].
Megjegyzés: cov(X, X) = o?X.

IT1.5.2. Definicio: Az X és Y valoszintiségi valtozok korreldcios egyiitt-
hatdjan standardizaltjaik kovarianciajat értjik.

Jelolés: R(X,Y) = COV()N(af/) = cc;‘;(()fﬂf)




II1.5 A KOVARIANCIA ES A KORRELACIOS EGYUTTHATO 107

IIL.5.1. Tétel: cov(X,Y)=E(X-Y)— (EX)- (EY).

Bizonyitds: cov(X,Y)=E(X —EX)- (Y —EY)) =
—E(X-Y - X-EY —Y-EX + (EX)- (EY)) =
=EX-Y)—(EX)-(EY)— (EY)-(EX)+ (EX) - (EY) =
—E(X-Y)—(EX)-(EY). ®m

I11.5.2. Tétel: Ha X és Y fiiggetlenek, akkor cov(X,Y) =0 és
R(X,Y) = 0. A tétel megforditasa altalaban nem igaz.

Bizonyitds: A tétel a I11.4.7 és a I11.5.1 tételek egyszert kovetkezménye.
A megforditasra két ellenpélda:

Legyen X és Y diszkrét valoszintségi valtozo, —1,0,1 értékkészletekkel.
Egyiittes eloszlasukat az alabbi tdblazatban lathatjuk:

YA\ X —1 0 +1 | Y perem
—1 0 [025] 0O 0,25
0 025 0 [025 0,5
+1 0 [0,25] O 0,25
X perem |[0,25] 0,5 | 0,25 1

EX=EY =1-(-1)+1-0+5-1=0,

E(X - Y)=(-1)-(=1) 0+1-1-0=0,

cov(X,Y)=E(X-Y)—- (EX) - (EY) = 0. X és Y nem fiiggetlenek, mert

PLP(X =0,V =1)=14P(X=0)-P(Y =1)=1.1
Folytonos esetre ellenpélda:

X € U(0,2m), azaz a (0,27) intervallumon egyenletes eloszlast valoszintiségi

valtozo. Y =sin X és Z = cos X. Hatarozzuk meg cov(Y, 7)-t!

2 2
_ 1 : _ l—cos2m __ _ 1 _ sin2w __
EY——27rOfsmacdl:]c—727r —O,EZ——27rOfcosacdlac——27r =0,

2

E(YZ) = E(sin X cos X) = 0,5E(sin2X) = L [sin2zde = =247 = 0.
0

81

Igy cov(Y, Z) = 0, de nem fiiggetlenek, hiszen P(Y?+ 72 = 1) = 1. Ha Y és
Z fiiggetlenek lennének, akkor az Y? + Z?% valoszintiségi valtozoé stirtiségfiigg-
vényét az fy2 (y) = ﬁ <fy (ﬂ) + fy (—\/@) , y € (0,1) stirtiségfiiggvény
onmagaval valo konvolvalasaval lehetne kiszamitani, ahol fy (y) = fz (y) =

11 y € (—1,1) a két komponens azonos strtségfiiggvénye. Ekkor viszont
~y

P(Y? + Z? = 1) = 0-nak kellene fennallnia! (Ld. a I1.2.1 koévetkezményt!) B

2



108 III. FEJEZET VALOSZINUSEGI VEKTORVALTOZOK

IT1.5.3. Definicio: Az X és Y valoszintiségi viltozok korreldlatlanok, ha
R(X,)Y)=cov(X,Y)=E(X Y)—(EX) - (EY)=0.

Megjeqyzés:

a.) A korrelalatlansag a fiiggetlenség sziikséges, de nem feltétleniil elégséges
feltétele.

b.) Diszkrét esetben a kovariancia szamitésa:

COV(va) = EZnyJP(X = th = yj)_

(S aP(X =) (TP =)

Folytonos esetben a kovariancia szamitésas:
4 oo oo

cov(X,Y)= [ [ xy-fX,y(x,y)dxdy—Cf v fx(a ) (f y-Ir(y

— 00 — 00

II1.5.3. Tétel: Ha az X és Y valoszintiségi valtozok szérasnégyzetei 1é-
teznek, tgy o*(X +Y) = 02X 4+ %Y + 2cov(X,Y).

Bizonyitds:
X EYV)=E[(X V)] - [EX£Y)]’=
=E[X?+2XY 4+ Y?] - [(EX)*+2(EX)(EY) + (EY)?] =
=EX?+2EXY 4+ EY? — (EX)? F2(EX)(EY) — (EY)* =
=0?’X 4+ 0%V +2cov(X,Y). R

P
I11.5.4. Tétel: o%(> X;) = Z o X; + 23 cov(X,, X;).

=1 =1 1<

Bizonyitds: p = 2-re éppen a I11.5.3 tételt kapjuk. Tegyiik fel, hogy az

allitas igaz Valamely p > 2 -re! Ekkor
pt1

(Z X)=0o (ZX )+ Usz+1 + QCOV(ZXHXZH‘l) =
=1
1
= > o*X; +2 3 cov(X;, X;) +2 E cov(X;, Xpp1) = allitas. H
=1 1<3%4,7=1,2,....p =1

ITI.5.5. Tétel: Tetszéleges a,b € R esetén cov(aX +bY, Z) =
acov (X, 7))+ becov (Y, 7).

Bizonyitds: E((aX +bY)Z) =aE(XZ)+bE(Y Z) és
E(aX +bY) EZ =a«EX-EZ+bEY -EZ miatt, a [11.5.1. tételre hivatkozva
bizonyithatjuk az allitast. B

i)
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II1.5.6. Tétel: Ha az X és Y valoszintiségi viltozok szorasnégyzetei 1é-
teznek, akkor —1 < R(X,Y) < 1.

Bizonyitds: Legyen X = ;‘X 6sY = YUEY a két standardizéalt valoszi-

ntiségi valtozo. cov(X,Y) = E (AEX . Y=BY) C";‘;(()ig) =R(X,Y).
A II1.5.3 tételt felhasznalva:

0< o3 X +Y)=02X 402 £2cov(X,Y) =1+ 1£2R(X,Y) —
—-1<RX,YV)<1l m

Kovetkezmény: [cov(X,Y)| <oX -oY.

II1.5.7. Tétel: Ha az X és Y valoszintiségi viltozok szorasnégyzetei 1é-
teznek, agy R(X,Y) =41 <<= Ja,beR: P(X =a-Y +0b)=1.

Bizonyztas
Legyen X = ;‘X és Y = % a standardizalt valosziniségi valtozo.

Ja,beR: P(X=a-Y+b)=1 & PX=%Y)=1 &
0=c*(XTY)=2(1F R(X,Y)) &

R(X,Y) = +1, rdadasul R(X,Y") = sgn(a).

A levezetésben felhasznaltuk a 11.7.2 és I11.5.6 tétel eredményeit. W

I11.5.4. Definicié: Az X = (X, Xs,..., X,)T valésziniiségi vektorval-
toz6 wvdrhato érték vektorin a komponens valoszintségi valtozok varhaté

értékeibsl allo vektort értjitk: EX = (EX;, EX,,...,EX,)T.

IT11.5.5. Definicié: Az X = (X1, Xo,..., )T valoszintségi vektorval-
tozo6 kovarianciamdtrizan a ¥ = (cov(X;, X; )) 1.2.. p><p s matrixot értjiik.
= 12,

ITI.5.8. Tétel: X szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, azaz 3 = ;T és
Va € RPre QT§Q > 0.

Bizonyitds: Legyen a € R? tetszoleges!
a’ 3 a=E@" (X- EX) (X -EX)T q) = EY? >0, ahol

p
Y = QT . (K— EX) = Zai(Xi— EXZ) |
=1

IT1.5.1. Példa: (A polinomidlis eloszlds vdrhatéérték-vektora és kovarianciamdtriza.)
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A polinomiélis eloszlast a I11.2.1 példdban adtuk meg.
Az Xy, X, ..., X, valészintiségi viltozok mindegyikére igaz, hogy
X, € B(n,p;), azaz binomialis eloszlastiak. Ezért
EX = (npi,nps,...,np,)" =n-(p1,p2,..,p)" =n-p.
A kovarianciamatrixhoz ki kell szamolnunk a cov(X;, X;) kovarianciakat.

E(Xi-X;) =
= > ki ki - P(Xy=Fk,....Xs=Fk,...,.X;=k;,.... X, =k) =
k1+k2+Y~]i|(—lkT:n
= n-(n—1)-pi-p;- Zv:k kl!"'(ki—l(;fil):]—1)!"'kr! ‘plfl o ‘pfl_l o ‘p?_l epy =
Eidetkr=n
=n-(n—1)-p;-p;, mert a szumma mogott az n — 2, py, pa, . .., p, paraméterd

polinomialis eloszlés valésziniiségei allnak, melyek Gsszege 1.

lgy cov(Xi, X;) = E(Xi- X;) — (EXi)(EX)) = n-(n—1)-pipj—n-pin-p; =
= —n-p; - pj, hat # 7. A kovarianciamatrix diagonélisdban a biomialis
komponensek szérasnégyzetei, tehat cov(X;, X;) = o?X; =n-p;- (1 —p;) =
n - p; - q; allnak. Tehat:

npiqpr  —npipz2 - —nRp1p2r
v —npip2  Np2q2 - —NP2pr
—np1pr —NpPapPr - nprqr

IT11.5.2. Példa: (A komponensek korrelicidja kétdimenzids normdlis esetben.)

Ha X és Y egyiittes stirtiségfiiggvénye
1 1 (z=m)® 29(1’—#1)(@/—#2) + (y—u2)?

fX7Y (l’, y) - 2no1o94/ 1— 02 exp <_ 2(1-¢%) |: U% g102 Ug :|>
z,y € R,akkor E(XY)= [ [ ay- fxy (2,y) dady =

—o0 —00
o0 (y—n2)? o 1 o1 2

= [yt——e 2 | [2 —Lt— Ly [ e dy =
e V2-mog e V2o /1—p2

_ (w=u2)?

=_f e <u1+2—;@(y—uz)> dy =

= pups + 2o (03 + p3) — Zops = pipg + 09050, Tehat cov(X,Y) = 09040,
2
R (X,Y) = p. A stirtiségfiiggvény a ¥ = ( 1 010229 ) kovarianciamét-

01020 gy

rix és a u = (u1, p2) varhatoérték-vektor segitségével matrixos felirasban is
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1 —

megadhato: fﬁg(@ = 27y Aty ¢

[T

'(@-M)Té_l(z—u)7 z € R

II1.5.9. Tétel: Ha X és Y egyiittes eloszlasa normadlis, akkor X és YV
akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha korrelalatlanok.

Bizonyitds: A fliggetlenségbdl mindig kévetkezik a korrelalatlansag.

Ha R(X,Y) = p =0, akkor az egyiittes stirtiségfiiggvényre:
Ixy (z,y) = 27“,1102 exp <—% (gg_gglﬁ + (y_;fq) = fx(2) - fy (y) teljestl,

ami mar igazolja a fiiggetlenséget. W

I11.6. A feltételes varhato érték

Diszkrét eset:

111.6.1. Definicié:

a.) Legyen A € 3, P (A) > 0 tetszéleges esemény, X € {x1,22,...} pedig

egy tetszdleges diszkrét valoszintségi valtozo. Ekkor P (X = ;| A) =

P(X=z;,A4) ,i _ 17 27

BA) .az X feltételes eloszlisa A-ra nézve.

b.) Legyen Aj, Ay, ... € S teljes eseményrendszer, X € {w1,xq,...} pedig
egy tetszbleges diszkrét valdszintiségi valtozo. Fkkor a
{{P(X =a;|A)),i=1,2,...},5=1,2,...} eloszlasokat az X-nek az

{A;,7 =1,2,...} rendszerre vonatkozo feltételes eloszlisdinak nevezziik.

c.) Legyen X € {xy,2q,...} &Y € {y1,y2,...} diszkrét valoszintiségi valtozo
(Q2,3,P)n. Ekkor a {({P (X =u;|Y=y;),i=1,2,...},7=1,2,...}

eloszlasokat az X-nek az Y-ra vonatkozo feltételes eloszldsdnak nevezziik.

111.6.2. Definicié:

a) E(X|Y=y) = > PX=uw|Y=y) =r(y), az X feltételes
Y,
vdrhato értéke az 'Y =y, feltétel mellett.
b.) Az X-nek az Y -ra vonatkozo regresszidjin, vagy feltételes vdrhato értékén
azt az E (X | Y)-vel jelolt diszkrét valoszintségi valtozot értjiik, melynek

értékkészlete K = {r(y;) = E(X |Y =y,),j = 1,2,...}, eloszlasa pedig
PEX[Y)=r(y) =P =y;),y=12....
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Folytonos eset:

Legyen X és Y folytonos valészintiségi valtozo (9,3, P)-n Fxy(x,y) és
x.v (7, y)egylittes eloszlas-, illetve egyiittes siiriiségfiiggvénnyel. Tekintsii

vz, y)egyiittes eloszlas-, illetve egyiittes stirtségfiiggvénnyel. Tekintsiik
az alabbi fliggvényt:
P(X <zly<Y <y+ Ay) _ PX<ey<V<y+Ay) _ Fxy(@yt+Ay)-Fxy(zy) _

P(y<Y <y+Ay) Fy (y+Ay)—Fy (v)
Fx vizytAy)—Fx y(z,y) OFx vy (=,y)
_ Ay 9y
T iV I S U ) (Ay —0).
Y

OFx vy (=,y)
IT1.6.3. Definicié: Az Fxy (v |y) = #ﬁy) kétvaltozos fliggvényt az
X-nek az Y-ra vonatkozo feltételes eloszldsfiigguényének nevezziik.

I11.6.4. Definicio: A feltételes eloszlasfiiggvény x-szerinti parciélis de-

rivalt-fiiggvényét az X-nek az Y-ra vonatkozo feltételes siriségfigguényének

P’ Fx vy (@)
dydx _ fX,Y(wvy)

fr(y) T fy(w)

nevezziik: fxp (v |y) =

IT1.6.1. Tétel: (Bayes-formula)

f z) fx(z
fX|Y (l‘ |y) — — Y|X(1/| ) X( ) .
_f fyx (ylu) - fx(w) du

Bizonyitds:

+co
fxy(z,y) = frix(yle) - fx(2), fr(y) = _f fxy(z,y)de =
+co
_f frix (wz) - fx(z)de = allitas. W

II1.6.5. Definici6: Az X-nek Y-ra vonatkozo feltételes vdrhato értékén
vagy regresszidjin az E(X |Y) = r(Y) valoszintségi valtozot értjiik, ahol

+oo +f0090'fx,y(x,y) dz
rly) = [ @ fxp(xly) de= _OOW a regresszids gorbe.

— 00

I11.6.2. Tétel: (A regresszid tulajdonsdgai)

a) E(E(X|Y)) = EX.
b) E(h(Y) - X|Y)=h(Y) E(X|Y).
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c.) Ha X és Y fliggetlenek, akkor E(X |Y) = EX.

Bizonyitds:

a.) Diszkrét eset:

E

E

(BOY V) = SE(X[Y =) PV =) =

ST P (X N |V 2 ) P(Y =) =

\i\;xiP(Xz% =y;) = \%)x (X = 2;) = EX.
Folytonos esct: |

<E<X|Y>>=E<r<Y>>=_Zr<y>-fy< dy= | J el o) dedy =
f {Ofxy z,y) dyde = Zx-fx(:z:) dz = EX.

b.) Diszkrét eset:

E

(R(Y)- XY =y;) = \;l‘z’h(yj)P (X =2 | Y =y;) =y, E(X | Y =y;).

Folytonos eset:
Legyen y € R tetsz6leges. Ekkor

E

(h(Y)'XIYZy)Z_f h(y)x - fxy (zly) doe=
h(y)-_}o v Py (xly) de = h(y) B(X|Y = y).

c.) Diszkrét eset:

P

N =2 |YV=y)=PX=u)=>EX]|Y=y)=
EQ?ZP(X:J}Z|Y:y]):E$ZP(X:$Z):EX =

Va; Va;

E(X |Y)=EX).
Folytonos eset:

Ixy(z,y) = fx(x)- fy(y) = [fxy(zly) = fx(z),

+ oo

r(y) = f w‘fX|Y($|y)dl’=Jrfoow-fx(:zﬁ)dx:EX =

E(X|Y)=EX. m

— 00

I11.6.3. Tétel: Legyen d : R — R tetszdleges fiiggvény. Ekkor
E(X —r(Y))? < E(X —d(Y))?, ahol #(Y) = E(X|Y). Specialisan, ha

dly) =

EX, akkor E(X —E (X |V))’ <E(X —EX)® = ¢2X.
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Bizonyitds:
E(X—d(yY))2:E(X—r r(
=E(X —r(Y)’+E@(Y)—dY)) +2-

Mivel E (X —r(Y)) - (r(Y) = d(Y))) = E[E((X —r(Y)) - (r(Y) —d(Y)) [Y] =
=E[(r(Y) = d(Y))- E((X —r(Y)) |Y)] =

=E[(r(Y) —d(Y)) - (E(X|Y) —r(Y))] =

= E[(r(Y) —d(Y))-0] = 0, igy

E(X —d(Y))’
allitas. W

IT11.6.1. Példa: (Regresszic normdlis eloszlds esetén)
Legyen X és Y egyiittes siirtiségfiiggvénye

e 0,0 oy (s [ 2t )

x,y € R alaki, azaz a két valoszintiségi valtozo egyiittes eloszlasa kétdimen-
zi6s normalis. Megmutatjuk, hogy E(X |Y) = a - Y + b, ahol a = Lo és
b= —a- .

Az fxy (zly) = fxf;i((;)y) definiciobdl, a formulak behelyettesitése utan

kapjuk, hogy: fxy (zly) = =——— e rgtmay o (S|

- +(>o .
ley E(X[Y =y)= [« fxy (zly) de = puu + Zo(y — p2), hiszen —

amint lathaté — a feltételes stiriiségfiiggvény rogzitett y mellett a py +
CT_ _ 2 ~ z z s 2 . _ 2 ~ 2 z o M 2
o o(y Mz) varhato értéki és oy - /1 — p? szérasnégyzetd normalis eloszlas
stirtiségfiiggvénye.

I11.6.6. Definicio: Legyen X és Y két adott valoszintségi valtozo. Az
a* X 4b* valoszintiségi valtozo az Y-nak a X-re vonatkozé linedris regresszidja,

ha E(Y —a*X —b*)? = min E(Y —aX — b))
Va,beER

I11.6.4. Tétel: a* = R(X,Y)2%, b* = EY — R(X,Y)ZXEX.

Bizonyitds: Legyen h(a,b) = E(Y —aX—b))*. A lineéris regresszié megha-
tarozasahoz ezt a kétvaltozos fiiggvényt kell minimalizalni. A minimumhely
létezésének sziikséges feltétele, hogy:

= 2E[(Y —aX —b)X] =0, 2 = 2E[Y — aX — b] = 0. Innen:
aEX? + bEX = E(XY), adEX +b=EY = b=EY —«¢EX =

= ¢EX?+ (EY — ¢EX)EX = E(XY) =
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EX? EX

a=R(X,Y)Z, b=EY —R(X,Y)ZLEX, ( EY 1

) pozitiv definit,

és ez volt az allitas. A

Megjegyzés: Normalis esetben — mint ahogy az a I11.6.1 példanal lathato
volt — a lineéris regresszios és a regresszios Osszefiiggések egybeesnek.

II1.7. Kidolgozott feladatok és gyakorlatok

IT1.7.1. Feladat: Legyen T = [ay,b1) X [az,b2) X - -+ X [a,, b,) tetszbleges
p-dimenzios tégla, és e1,¢€9,...,6, € {0, 1} tetsz6legesek (0 vagy 1 — diadikus
szamok). Bizonyitsuk be, hogy ekkor

S (=1 Fx(erar+(1—¢1)by, ezas+(1—2)ba, . . ., gpap+(1—c,)b,) > 0,

Y(£1,82,..45p)

P
ahol j = > e,

=1

Megoldds: A bizonyitds azon mulik, hogy megmutatjuk, hogy az egyen-
l6tlenség bal oldalan a P(X € T') valészintség all, ami nyilvanvaléan nem-
negativ.

Definialjuk az alabbi eseményeket: A; = {w; X;(w) < a;},

B, = {w; Xz(w) < bz} .

Ekkor P(X € T) = P(a; < X1 < br,as < Xy <bg,...ya, < X, <b,) =

P(AiAy-----A,- BBy B,) =

_ P _ L
= P(A-B) = P(B) - P(A-B),ahol A = Y A = A=]]A é
=1 .
’ =1
B = H B;. Tehat a Poincare-tételt alkalmazva kapjuk, hogy

=1

0<PXeT)=P(B)-P()(A-B)) =

P
=1

P
=P(B) -2 (1) ¥ P(A A, AB).

i=1 1<71<g2<-<5i <p
Mivel A]‘k - B]‘k = A]‘k . B]‘k = A]‘k. Igy
].:)(14]114]2 """ A]lB) = Fé(@l “aq (1 — 51) . bl, e, Eptay + (1 — €p) . bp), ahol
€j, =€, =---=¢; =1, atobbi¢; = 0. Masrészt P(B) = Fx(by,b2,...,b,),
tehdt az az eset, amikor mindegyik ¢; = 0. Visszahelyettesitve éppen az
allitast kapjuk.
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I11.7.2. Feladat: Legyen X és Y két azonos eloszlast valoszintségi val-

tozo6. Igaz-e, hogy EX-|-Y = Ey.{X?

Megoldds: Altaldban nem. Egy ellenpélda: alkosson A, B, C olyan teljes

0, hawe A
eseményrendszert, ahol P(A) =P (B)=P(C)=: X =¢ 1, hawe B
2, hawe C
0, hawe A
és Y = 1,haw€0.EkkorP(X:()):P(le):P(X:2):%
2, hawe B

és P(Y=0) =P =1) =P(Y =2) =1 azaz X é Y azonos elos-

zlésnak.

—1, haweA
VlszontZ—X_H)i: —%, hawEB,ésEZzl-%+<—%>-%—|-
1, hawedC
(—1)%2—%7&0, vagyis EX)_I(_ EYIX :_é,

II1.7.3. Feladat: Egy szabalyos kockaval dobunk ismételten. X az els§
dobas, Y a masodik dobas eredménye. Szamoljuk ki R(X, X + V)-t!

Megoldds: Egyrészt, a fiiggetlenség miatt cov(X, X +Y) = cov(X, X)+
cov(X,Y) = 02X, masrészt 02(X +Y) = 02X +02Y =202 X. lgy R(X, X +
Y) _ cov(X,X4Y) o2X 1

T o Xo(X4Y) T V2eXeX V2

II1.7.4. Feladat: Legyen X és Y két p = 0,5 paramétert fiiggetlen in-
dikator valosziniségd valtozo. Mutassuk meg, hogy X + Y és | X — Y| bar
korrelalatlanok, de nem fiiggetlenek!

Megoldds: P(X =1) = P(X =0) = P(Y =1) = P(Y =0) = 0,5,
PX4+Y=0)=PX=0)PY =0)=025,PX+Y=1)=
PX=1)PY=0)+4PX=0)PY =1)=05PX+Y =2)=

P(X = P(Y = 1) = 0,25. P(|X — Y| = 0) = P(X = 0)P(Y = 0) +
PX=1)PY=1)=05PX-Y|=1)=PX=1)PY =0)+

P(X = 0)P(Y = 1) = 0,5. E(X +Y) = EX +EY = 1, E(|X — Y|) = 0,5,
E(X+YV)X-Y]) = E(|X?-Y?]) =05 Igy cov(X +Y,|X - Y]|) =
05—1-05=0. X+Y é |X — Y| nem lehetnek fiiggetlenek, mert pl.
PX4+Y =0,X-Y|=1=0,de PX+Y=0)P(|X-Y|=1) =
0,25 0,5 # 0.
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II1.7.5. Feladat: Két azonos képességii atléta versenyt fut. Mindket-
tejiik eredményét m = 10,1 és ¢ = 0,1 paramétertd normélis eloszlassal
jellemezhetjiik masodpercekben. Mennyi a valoszintsége, hogy az egyik
versenyz6 legaldbb 0,2 mésodperccel legy6zi a masikat?

Megoldds: X,Y € N(10,1,0,1) = X —Y € N (0,/0,02)
PIX-Y|[>02)=1-P(|X -Y[<02)=1-P(-02< X -V <0,2) =

0,1 0,3
1= (@ () + @ (F7))-
II1.7.6. Feladat: Ha X és Y fiiggetlen valoszintiségi valtozok, hataroz-
zuk meg V = min{ X, Y} és W = max{ X, Y} eloszlasfiiggvényét!

Megoldds: P(V <a)=1-P(V>a2)=1-P(X >z,Y >ua)=
I1-PX>2) PY>a)=1—(1-Fx(x)) - (1—Fy(x)).
PW<ao)=P(X<a,Y<a)=P(X<z)-P(Y <a)=Fx(z) Fy(z).

II1.7.7. Feladat: Két szabalyos kockaval dobunk. Jelentse X a hatos
dobésok szamat, Y pedig a dobott szamok Osszegét. Adjuk meg X és YV
egyiittes eloszlasat!

Megoldds: Az aldbbi tablazatban az oszlopok tetején szerepelnek az X
lehetséges értékei, a sorok elején pedig az Y értékkészletének megfeleld sza-

mok allnak. Az (7,7) koordinatédknak megfelels celléban a P(X =4,V = j)

valoszintiségek talalhatok.

v X 0 1 2 Y peremeloszlisa
2 1/36 0 0 1/36
3 2/36 0 0 2/36
4 3/36 0 0 3/36
5 4/36 0 0 4/36
6 5/36 0 0 5/36
7 4/36 | 2/36 0 6/36
8 3/36 | 2/36 0 5/36
9 2/36 | 2/36 0 4/36
10 1/36 | 2/36 0 3/36
11 0 2/36 0 2/36
12 0 0 1/36 1/36
X peremeloszlasa || 25/36 | 10/36 | 1/36 1
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Példéul a tablazat nyolcadik sordnak és mésodik oszlopanak keresztezs-
désében azért all %, mert a 36 dobési lehet&séghdl csak ketts felel meg az
X =1, Y = 8 feltételeknek: a (6,2) és a (2,6). Az Y eloszlasat a sorokban
allo valoszintiségek osszeadasaval, az X eloszlasat pedig az oszlopokban allo
valoszintiségek 6sszeadasdval kapjuk meg. Lathaté az is, hogy X nem fiigget-

len Y-t6l, hiszen pl. P(X:2,Y:2):07&P(X:2)-P(Y:2):%_

II1.7.8. Feladat: Az X és Y valdszintiségi valtozok egyiittes eloszlasat
tartalmazza az alabbi tablazat:

X
v —1 0 1
—1 p | 3p | bp
1 a5p | 15p | 30p

Mekkora a p paraméter értéke? Fiiggetlen-e X és Y7

Megoldds: Mivel az egyiittes eloszlas elemeinek Gsszege 1, igy 60p = 1,
azaz p:é. X és Y fiiggetlenek, mert minden lehetséges értékparnal tel-
jesiil a fiiggetlenség feltétele, pl. P(X =—-1) = L, P(Y =—1) = & és
P(X =—-1Y =—1) & sth.

II1.7.9. Feladat: ElGszor egy szabalyos kockaval dobunk, majd a dobott
értéknek megfelelGen kihizunk lapokat egy 32 lapos kartyacsomagbol. Jeldlje
X a kihuzott lapok kézott taldlhato figuras lapok szamat, Y pedig legyen a
kihuzott kiralyok szama. Adja meg a P(X = 4,Y = 2) valoszintiséget!

Megoldds: Ha a kockaval 1,2,3-t dobunk, P(X =4,Y = 2) = 0 nyilvan,
mert négynél kevesebb lapbdl nem lehet négy figurdst kihizni. Ha a kockéval
4-et dobunk akkor a keresett esemény : ,,2 kirdly és 2 figuras nem kiraly”.
p = P(X =4Y =2 4-et dobunk a kockaval”) = % Ha a kockan
6tost kapunk, az esemény: .2 kirdly és 2 figuras nem kiraly és 1 egyéb”.
p2 =P (X =4,V =2 ,6t6t dobtunk a kockéval”) = % Végiil, ha a
dobés hatos volt, a keresett esemény: 2 kirdly, 2 figuras nem kirdly és 2
egyébh”.
ps =P (X =4Y =2 hatot dobtunk a kockéval”) = % A teljes va-

6

loszintiség tételébsl: P (X =4,Y =2) = L(p, +ps +ps).
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II1.7.10. Feladat: Legyen az X és Y egyiittes stirtségfiiggvénye
flz,y) =2e727Y 0 < z,y < oo (egyébként f(x,y) = 0). Hatérozza meg
a peremstriségfiiggvényeket! Fiiggetlen-e X és Y7

Megoldds: fx(z) = [2e™2*Vdy =27 [eVdy =272 > 0. fy(y) =
0 0

[2e72Vdy = 27V [e ¥ da = eV, y > 0. Mivel f(z,y) = fx(z)- fr(y),
0 0
igy X és Y fiiggetlenek!

II1.7.11. Feladat: Legyen az X és Y egyiittes stirtségfiiggvénye
Flany) = frtytay), hal<ae<lésO<y<l
= 0, egyébként

Hatérozza meg a peremstriségfiigevényeket! Fiiggetlen-e X és Y7

1 2 2 1
Megoldds: fx(x)= [08(z+ay+y)dy =08 |zy+2L +%| =12z+
o 0

0,4, fr(y) =12y + 0,4 teljesen hasonléoan. Lathat6, hogy nem fiiggetlenek,
mert fxy(x,y) # fx(2)fy(y).

II1.7.12. Feladat: Ultizasnél a 32 lapos magyar kiartyabol kettét talon-
ba osztanak. Jelolje X a talonba keriilt piros szinti lapok, Y pedig az aszok
szamat! Adja meg X és Y egyiittes eloszlasat! Fiiggetlen-e X és Y 7

Megoldds:

(5) _ 210 py_gy=1

16-317

(2) 6310 (2) 16-31°
P(X =1,Y = 1) = (211)-:(23)(1) = 132317 P(X =1Y = 2) = ((3?2)) = 163317
P(X=2Y=0)= ((3?) = 2= P(X=2Y=1)= ((% = Togi

P(X=2Y=2) =0,
(BXY)= 1ot b2 = LEX = 1 g2 0. 8 =)

EBY =1 -2 42 %= =1 = cov(X,Y) =0, de nem fiiggetlenek! )

T6sl T2 Tea1

IT1.7.13. Feladat: Legyen a (X, Y)T valoszintségi valtozopar egyiittes

2 2
1 -t ry 1.1
stirtiségfiiggvénye: f(x,y) = Za —I;zf;rf’ 2,y € [=1,1]

%e_ >, egyébként
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a.) Adja meg a peremstirtségfiiggvényeket!

b.) Kétdimenzios normalis eloszlasi-e (X, Y)T 7

Megoldds:

o0

) Fx(o) = [ ololplu)dy+ | 3y = ple). hasonloun: () = o(0) =
X,V e N(0,1).

b.) Nem kétdimenzios normalis eloszlas, mert mas a stirtiségfiiggvénye.
o(x)p(y) kellene.

IT1.7.14. Feladat: Legyen az X € U (0,1) valoszintiségi valtozo kettes

szamrendszerben felirva: X = 0, X1 X, .... Fiiggetlenek-e az X; és X, dig-
1tek?

1, haXZ%

0, ha0 <X <1
I, ha X>32vagy L <X <! .
’ P, 4= ? . Egylittes eloszlasukat labb
0, hal<X <2 vagy X < 1 gylittes eloszlasukat az alabbi

tablazat tartalmazza:

Megoldds: X, = {

X2:

Xy
X
1
0

X1 perem

—
<o

X1 perem

— 0 [0 [

S TN N
S TN N

ahonnan maér leolvashaté, a fiiggetlenség ténye.

IT1.7.15. Feladat: Legyen X a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu
valoszintiségi valtozo, Y = sin (27 X) és Z = cos (27 X) . Szamolja ki a (Y, Z)T
par kovarianciamatrixat!

2 2
Megoldds: EY = % [sinzde =0,EZ = % [ coszdz =0,
0 0

2
oY =EY? = % [sin?adz = 0.5,
0
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2 2
0’2 =EZ* = 5= [cos’zde =05, E(YZ)=5 [0,5sin2zde=0=
0 0

0,5 0
L= ( 0 05 ) '

I11.7.16. Feladat: Fgy szabalyos pénzérmét addig dobalok, amig md-
sodszorra nem kapok fejet. Jelolje X a sziikséges dobésok szaméat. Adja meg
X varhato értékét és szorasit!

Megoldds: X = Y1+Y32,Y1,Ys € G(0,5) fiiggetlenek = EX= EY,+EY, =

k=1
242=4 P(X=k=PMYi+YVa=k)=> PV =D)P(Yo=Fk-1) =
=1

k—1
0,5" 1_21 1= (k—1)0,5"

IT1.7.17. Feladat: Legyenek X ésY fliggetlen, azonos f(x) strtiségfiigg-
vény( valoszintiségi valtozok. Szamoljuk ki a P (X < Y) valoszintséget!
Megoldds: P(X <Y)=P(X—-Y <0) = Fy_y (0). Mivel f_y(x) =
f(—x), igy a konvoliciés képletbsl fx_y(z) = [ f(t)f(z +1)dt adodik.
0 oo -

fey Fyr )= [ Fvde= | ] 70)f 40 dide =

— 00 — 00

:_Z £(2) [_{Oof(z—l—x) dx} d :_Z £(2) L{o F(y) dy] dz =

:_}O F(2)F(2)dz = {F@T: =1
Tehat P(X <Y) = 1.

IT1.7.18. Feladat: Legyenek X,Y € F ()) fiiggetlenek. Mennyi a
P (X — % <Y — %) valoszintiség?

Megoldds: Mivel X — % és Y—% szintén azonos eloszlasiak és fiiggetlenek,
az €léz6 feladat eredményét felhasznalva, a keresett valoszintség %

II1.7.19. Feladat: Legyenek Xi. X5, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasi,
folytonos valészintiségt valtozok. Mennyi a P (max{Xs,..., X, } < X;) va-
16szintiség?
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Megoldds: Jelolje f(x), F(x) a kozos stirtségfiiggvényt, illetve eloszlas-
fiiggvényt, és legyen Y = max {Xy,..., X, }! Ekkor
fr@)=mn-1) (F(:Jc))n_2 f(x). (a IIL.7.6. feladat megoldasat n-re altalano-

sftva és derivalva)

P(Y<X1):P(Y—X1<O):FY_X1 f fy X1 dt ahol
fr—x,(t) a konvolicios képletbsl szamolhato:

fr-x,(t) = f fr(t+2)f(z)dz = _f (n—1)(F(t+2))"7 f(t + 2)f(2)d=.
foy Fy_x,(0) = [ T n— 1) (F( 4 2))"2 f(t + 2)f(2)dzdi =

0

= [ &) ] =) 2) 7 0+ )i = ) (FG) T s =
(] <

n

IT1.7.20. Feladat: (Két valdsziniségi viltozo szorzatinak eloszlisa)

Legyen X és Y valoszintiségi véltozo az (2,3, P) Kolmogorov-féle valészint-

ségi mezén. Jeldlje fxy(x,y) az egylittes stirtségfiiggvényiiket. Bizonyitsuk
be, hogy a Z = X - Y valoszintiségi valtozo siirtiségfiiggvénye:

+o0 teo
Fr(a)= [ fey(®5)- |3 dt= [ fxx($.0)-[3] dt.
Ha X és Y fiiggetlenek is, akkor
+oo
= J Ix(): (3|5 d = fh% )5t

Megoldds: Legyen most

Y1 = u (21, 22) = 21 - x9 } = { Z_; = u " (y1,92) = 23
Yo = Uz(1,x2) = 22 Y2 = u3 (Y1, y2) = 2

D=R%H= {(yl,yz) | y2 # 0},
i(yhyz) — ( 2 y ) = ‘det (y1,92) ‘ —

[VIN

y2 |’

0 1

Alkalmazva a transzformacios tételt, a 7 = X - Y és Y egyiittes stiri-

ségfiiggvénye: fzy(vy1,y2) = fx Y( 7y2) . ‘y%‘ Innen Z stirtiségfiiggvényét
kiintegralassal szamolhatjuk:

+oo
fz(y1) f fry(yiy) dyz = [ fxy(By2) - |5

— 00
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_ dys _
_t7 G =

Az utébbi integrélban az z—;
az fz(y f fxy y%z_;)' yL
fx,Y(xvy)—fX( )+ Sy (y), gy

@thwﬁﬁwmﬁéfh@fmwﬂﬁ

— 2 valtozo transzforméciéval kapjuk

képletet. Ha X és Y fiiggetlenek, akkor

IT11.7.21. Feladat: (Két valosziniségi viltozé hdnyadosdnak eloszldsa)
Legyen X és Y valoszintségi valtozo az (2,3, P) Kolmogorov-féle valészind-
ségi mezdn. Jelélje fxvy(x,y) az egylittes striségfiiggvényiiket. Bizonyitsuk

be, hogy a /=% Valoszmusegl Valtozo stirtiségfiiggvénye:

r) = f Fxyl(z-t,t)-|t] dt = f Fxy(t, 1) ar.
Ha X és Y fiiggetlenek is, akkor
+oo
= [ Ix() () Ba= fhxt Fr(t)- Jt] dt.

Megoldds: Legyen most
y1 = wi(21,22) = i—; } N { i yz =g (Y ye) = o
Yo = Uz(x1, 22) = 29 Y2 = uz_l(yl,yz) = T2

D = {(z1,22) | 22 £ 0}, H = R?,

Y

Y1 Yy
S(y1,2) = ( 01 f) = ‘det (y1,92) ‘— 1] -
A transzformacios tételt alkalmazva, a Z = % és Y egyiittes siirtiségfiigg-

venye: fzy(y1,42) = fxy(y1-ya,42) - [y2| . Innen Z stirtsegfiiggvényét kiin-
tegréléssal szémolhatjuk

fZ y1 f fZY Y1, Y2 dy2 = f fXY y27y2) ) |y2| dys.

dyz

& L valtozé transzformacioval

Az utébbi mtegralban az yy - ys = 1,
kapjuk az fz(y1) f Fxy(y2, 2) - 'y2' dy, képletet. Ha X és Y fiiggetle-
nek, akkor fxy(z,y) zfx(w)-fy( ) Tay

D)= T el S (31| de= T fxe o) et ]

IT1.7.22. Feladat: Legyenek X,Y € N(0,1) fliggetlenek. Hatarozzuk

meg a / = % stirtiségfiiggvényét!
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Megoldis: f2(x) = | lolo (o) o (v) dy = | Besp (—M> ay.

Végrehajtva az yvx? + 1 = z valtozdcserét:
[ 2 %
_ |2] -=_ 1 _ z -5 _1 —
fZ(x) - f 2m 902—|—1e 902—|—1dZ - bfw 902—|—1e 902—|—1d2 -
— 00

1 21 1
= 2m(@241) |:—€ 2 :|0 = m(z?+1)"

8]

Megjegyzés: 7 eloszlasat Cauchy- vagy t; (1 szabadsagfokt Student) elos-
zlasnak nevezziik.

IT1.7.23. Feladat: Tekintsiik a 7' = [—2,2] x [—1, 1] téglalapon véletlen-
szertien kivalasztott P pontot! Igaz-e, hogy P polarkoordinatai fiiggetlenek
lesznek?

Megoldds: Jeldlje R és a a polar, X, Y pedig a descartes-i koordinatédkat.
Ekkor B? = X? +Y?, és a = arctg % R és a egyiittes eloszlasfiiggvénye:
P(RR<t*a<u)=P(X?+Y? <Y < Xtgu). Az origén dtmens tg u
meredekségii egyenes mindig felezi az origé kozépponti, ¢ sugaria kor te-
rilletét, igy P(R? <t’,a <u) = tP(R*<{*) = Pla<u)P(R*<{?) =
fliggetlenek.

I11.7.24. Feladat: A férfiak testmagassagat X € N (175,10), a nékét
Y € N (165, 8) valoszintiségi valtozokkal modellezve, mekkora annak a valo-
szintisége, hogy egy tetszdlegesen kivéalasztott férfi 10 (cm)-rel alacsonyabb,
mint egy tetszélegesen kivalasztott ng?

IT1.7.25. Feladat: Egy aut6 X (km)-t tud defekt nélkiil megtenni, ahol
X e E(\),azaz P(X <2)=1—e* 2 > 0. Egy 12000 (km) hossziisagt
tuton mennyi annak a valészintisége, hogy az auté legfeljebb egy defektet kap?

(A =107%).
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Megoldds: X, X, az els6 illetve mésodik defektig megtett ut, YV a defek-
tek szama. P (Y =0)=P (X; > 12000) = e~ 2,
P(Y =1)=P(X; < 12000, X; + X5 > 12000) =
=P (X; < 12000) — P (X, + X3 < 12000) = 1,2e7 "% mert a X; + X3 kon-

volicio strdségfiiggvénye: [ Ae MAe M0t = N2ge™* =
0

P(Xi+Xo<a)= f Me Mt =1 — e [1 4+ Az]. A keresett valoszintség:
0
PY=0)+P(Y =1)=22"2

II1.7.26. Feladat: Az (X,Y)" valosaintségi valtoz6 par egyiittes stird-
ségfiiggvénye f(z,y) = 1e™ ha l <2 <9 ésy > 0 (egyébként f(x,y) = 0).

a.) Fiiggetlen-e X és Y7
b) E(X+Y)=70*(X+Y)=1?

) PO<X<T,Y>1)=2

Megoldds: fx(x) = é,:li €[1,9], fr(y) =4e *,y > 0.

a.) Fiiggetlenek!

b.) EX+EY =5+ 1,0°X +0%Y =% +
7 oo

c) PO<X<T,Y>1)= [ [ledyds = .
11

I11.7.27. Feladat: Két biatlon versenyzé X, illetve Y o6ra alatt futja a
10 km-es tavot, ahol X és Y filiggetlen exponencialis eloszlasta valoszintségi
valtozok A = 2, illetve ¢ = 2,1 paraméterekkel. Ha a két versenyzsbol
csapatot szerveziink akik 5 km-nél véaltjak egyméast, mennyi a valésziniisége,
hogy 20 perc alatt teljesitik a 10 km-es tavot?

Megoldds A 10 km-t X+Y 1d6 alatt teljesitik. A konvolicios stirtiségfiige-
vény: fxiv(x f)\e e —ulz=t)Jt — 4 (2(e7% —eBlr) =

P<X—I2— é) ffX+Y dt—4 2 %(1—6_078)4_%(6—0,84_1) ‘
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p) fiiggetlenek. Bizonyitsa be,

I11.7.28. Feladat: Legyenek XY € G
L2,...,n—1).

(

hosy P (X = k| X +Y = n) = 10 (k= 1,2
] P(X=k,X+Y=n) _ P(X=k)P(Y=n—k

Megoldds: P (X = k| X +Y =n) = (P(X+Y+:n) b= H P(X)+§/:n) b=

_ qk—lpqn—k—lp _ qn—2 2 . 1

n—1 . n—1
E qz—lpqn—z—lp qn—2p2 E 1
=1 3

I11.7.29. Feladat: Legyenek X € Po()) és Y € Po(p) fiiggetlenek.
Mutassuk meg, hogy X-nek az X 4+ Y = n feltételre vonatkozo feltételes
eloszlasa binomiélis!

I

SP(X=j)P(Y=1-j)=

=0

Megoldds: P (X +Y =1)

ECH

!
_ D —(\ =i = _ 04w —(n
P(X=k X+Y=n—k
Azaz X +Y € Po(A+pu). P( |X—|—Y—n): (P(X-l—Y:n) ) =
P(X—h Ve ﬁe_x n=k .—p k n—k
(X=kY=n—k) _ = Gt " _ < A > < u >
P(X+Y=n) M;r!» T Ot F(n—k)1 \ Mra Py ’

ezped1gaB< n, Y

> eloszlas!

IT1.7.30. Feladat: Egy tyuk X € Po()) tojast tojik. Minden tojasbol
egyméstol fliggetleniil p valoszintséggel kel ki kiscsirke. Mennyi a kiscsirkék
szamanak varhato értéke?

Megoldds: Jelolje Y a kikelt kiscsirkék szamat!
PY=k|X=n)=(p(l-p" "=EY|X=n)=

:np(:>E(Y|X):Xp).1gyEY: E(np)%e_A:p-EX:p-)\.

n=0

IT11.7.31. Feladat: Az el6z6 feladat jeloléseivel adjuk meg E (X | Y = k)

regresszios sorozatot, illetve az E (X | V) regressziot!

Megoldds: Legyen n > k.

P(X =n|Y =k = PU=HX=nP=n) __(HUn e
SrIE TS TR TR e
=k

%e—ﬂ—m foy B(X|Y=k)=SnP(X=n|Y=k)=

n>k
_ n—k 1

= ( ) )\ + k Ebbdsl mér lathato, hogy E (X | Y) Y+ (1—p)A
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I11.7.32. Feladat: Dobjunk n-szer egy szabélyos dobokockaval. Jelolje
X a hatosok szdmat, Y pedig a paros dobasok szamat! Szamoljuk ki az

E (X | Y) regressziot!
MegolddS' Ha k <[, akkor P(X =k |Y =1) = PUX=kY=)

_ (%2 () 97" ~ (Y <%>k< )l—k‘

I
; k
ley BV 1Y = 0= Y k() () (3
I11.7.33. Feladat: Legyen (é) €N, ((8), (i ;)) . Hatarozzuk meg a
P(X >0,Y > 0) valoszintiséget!
Megoldds:
Frxir(2,9) = s exp (=g (a2 = 2ray + 7)) =

S’
|
B
Il
W=~
o
N
o
N
=
=
~
S’
Il
w|~

1 y? 1 T—ry 2 . o s s e A
== exp(T)exp | —3 | == az egylittes striségfiiggvény.

Y
0
[e oo e) 2 o
= Ofofzm/ll—TeXp <y7> exp (—% <\/ﬁ> ) dzdy =
r v1i—rZ r
végrehajtva az \/ﬁ =u,y =v = J(uv) = ‘ 0 L= Vv1—r?
valtozocserét = i [ [ exp <—“2"2'“2> dudv =

polarkoordinéatakra attérve:

u= Rcosa, v= Rsina, J(R,a)= cos a —Rsina _ R
sina FRcosa
oo T2
kapjuk, hogy ---=g-[ [ Rexp <— —> dadR =  + 3= arcsin 7.

0 — arcsinr

IT1.7.34. Feladat: Legyenek VW € U (0,1) fiiggetlenek. Ha
X = V-2InVcos2rW és Y = /—=2InVsin27rW, akkor bizonyitsuk be,
hogy X,Y € N(0,1) fiiggetlenek!

(Megjegyzés: Ezen az eredményen alapszik a standard normalis eloszlast
véletlen szamok generalasanak Box-Miiller modszere.)
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Megoldds: Flészor felhasznéljuk, hogy U = —2InV € E (%) és
Z =2nW e U (0,2n) fiiggetlenek. Ezért fy z(u,z) = Fexp (—%) o
u >0,z €(0,2m). Végrehajtva a T' = VU, Z = Z transzforméaciot:
frz(t,z) = fuz(t*, z) = texp <—§> s Most az X = T'cos Z,Y = TsinZ

=T =VX?24+Y? 7 = arctg %, J(X,Y) = 7*)(21“/2 transzforméaciot végre-
. l’2+ 2
hajtva fxy(2,y) = frz(yv/a® +y?arctg §) -0 = 5oexp <_( - )>,

ami mar igazolja az allitast.

IT1.7.35. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha X, Y € N(0,1) fliggetlenek,

mi + le mi d% ledg 1
akkor ( mg—l—gng—F\/l—g?de) €N2<< mo >7< ledg d% )

(Megjegyzés: Ezen az eredményen alapulva lehet el6irt varhatoérték-vektor,
és kovarianciamatrixa sikbeli normalis véletlen vektorokat generalni.)

Megoldds: Legyenek V = m; +di1 X . W = my+ pdo X + /1 — 0?dyY. m =

mi - dl 0 V . . X
()4 (2 k) o () =m0 ()

: . . V
normaélis eloszlas transzformacios torvényébdl: W
ami mar igazolja az eljarést.

I11.7.36. Feladat: Ha X = ( X ) €N, (ﬂ? Z) , akkor szamoljuk ki a

X2 =
P <<X — E>T§_1 (K — E) < €> valoszintiséget, ahol ¢ > 0 tetsz6leges!

(Megjegyzés: A keresett mennyiség azt adja meg, hogy mekkora a valo-
szintisége annak, hogy az X kétdimenziés normalis vektor értékei az
(g—ﬁ)Tg_l (g—ﬁ) = ¢ egyenleti ellipszis belsejébe essenek. Az t.n.
szordsellipszis centrumpontja a p varhatéérték-vektor, tengelyei pedig a 2
kovarianciamatrix sajatvektorainak iranyaba mutatnak. A szimmetriatenge-
lyek hosszainak aranya a X sajatértékeinek aranyit adja, mig a tengelyek
hosszai fiiggnek e-tol.)

Megoldds: Legyen ¢ > 0 tetsz6leges! Ekkor
(X —p)' TN (X —p) <2 = Y'Y <&, ahol
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I
hg|

I (X —p) € Ny (0,B). Mivel YTY € E (1), ezért
_E>T§_1 <X—E> <€> :P<E<l> <€> :1_6_56,

2

Y
P

< |l

N

(

IT1.7.1. Gyakorlat: Legyenek XY € G/'(p) fiiggetlenek. Adja meg a
P (X =Y) valoszintiséget!

II1.7.2. Gyakorlat: Egy autészerel6 miihelybe érkezve két auté van elst-
tiink, az egyiket éppen szerelik. Feltételezve, hogy a szerelési id6k egymastol
fiiggetlen F (2) eloszlasi valoszintségi valtozok, mennyi a valoszintisége, hogy
autonkat 1 (6ran) beliill megjavitjak?

IT1.7.3. Gyakorlat: Legyenek X,Y € F (1) fiiggetlenek. Bizonyitsa be,
hogy min{X,Y'} € E(2) és, hogy max{X,Y} eloszlisa megegyezik X + 1V

eloszlasavall

II1.7.4. Gyakorlat: A karacsonyfankon 15 db egymassal sorosan 06sz-
szekapcsolt szines ég6 vilagit. Az izzok élettartamai egymastol fiiggetlen,
kiilén-kiilon exponencialis eloszlasi valdszintiségi véaltozok, melyek varhato
értéke 30 6ra. Amikor elalszik a fény, azonnal kicserélem a kiégett izzot.
Adja meg az izzocserék kozotti idGtartam eloszldsat!

II1.7.5. Gyakorlat: A karacsonyfankon 15 db egymassal sorosan 06sz-
szekapcsolt szines ég6 vilagit. Az izzok élettartamai egymastol fiiggetlen,
kiilén-kiilon exponencialis eloszldsti valoszintiségi valtozok. Milyen kellene,
hogy legyen az izzok élettartaménak varhaté értéke ahhoz, hogy 100 6ras
tizemelés alatt 95%-os valoszintiséggel ne kelljen izz6t cserélnem?

I11.7.6. Gyakorlat: Két kivdlé Forma 1-es versenyzé korideje az idémé-
r6 edzésen egyardnt egyenletes eloszlasu az [1:21/, 1:22/] idGintervallumban.
(Az o6ra ezredmasodperc pontossaggal tud mérni.) Mennyi a valészintsége,
hogy azonos id6t fognak menni egy adott kérben? Kisebb vagy nagyobb
annak a valoszintisége, hogy ha mindegyikiiknek két kisérlete van, akkor a
két-két eredmény minimuma azonos?

II1.7.7. Gyakorlat: Tegyiik fel, hogy minden héten tizmilli6 szelvénnyel
fogadnak. Mennyi annak a valészintisége, hogy tiz héten keresztiil nem lesz
6t0s talalat?



130 III. FEJEZET VALOSZINUSEGI VEKTORVALTOZOK

I11.7.8. Gyakorlat: Pincénkben 2 db parhuzamosan kapcsolt izz6 vila-
git. Az izzok élettartamai egymastol fliggetlen, kiilon-kiilon exponenciélis
eloszlasu valoszintségi valtozok, melyek varhatoé értéke 6 honap. Csak akkor
szoktam izz6t cserélni, ha mar mindketts kiégett. Vezesse le az izzdcserék
kozti id6tartam eloszlasfiiggvényét!

IT1.7.9. Gyakorlat: Legyenek X,Y € N (0,1) fiiggetlenek, és
Z = |X 4+ Y|. Hatarozza meg 7 stirtségfiiggvényét!

IT1.7.10. Gyakorlat: Legyenek X,Y € F () fliggetlenek, és
Z = |X =Y. Hatarozza meg 7 stirtiségfiiggvényét!

IT1.7.11. Gyakorlat: Legyenek X,Y € F () fliggetlenek, és
Z = X + 1Y. Hatarozza meg Z strtiségfiiggvényét! Mennyi a Z varhato
értéke és szordsa?l

II1.7.12. Gyakorlat: Fgy csomag 32 lapos magyar kiartyabol kihtizunk
visszatevés nélkiil 10 lapot. Legyen X,, X, X, X,, rendre a kihtzott piros,
z0ld, tok és makk szint lapok szama! Adja meg (X,, X., X¢, Xm)T eloszlasat!
Mennyi a P (X, < X.) valoszintiség?

IT1.7.13. Gyakorlat: Legyenek Xy, Xy,..., X, € F()) teljesen fiigget-
lenek. Hatarozza meg a
pr=PXi+Xo+ .. .+ X <1< Xi + X+ 0+ Xi o+ Xy
valoszintiséget! (1 <k <n—1).

II1.7.14. Gyakorlat: Az X és Y egyiittes strtségfiiggvénye
a(z*+zy+y?), hal<z,y<l1

0, egyébként
Mennyi az a értéke? Fiiggetlen-e X és Y 7

fxy(z,y)=

II1.7.15. Gyakorlat: Haromszor dobunk egy szabalyos doboékockéaval.
X a kapott hatosok szama, Y a kapott péaros értékek szdma. Adja meg X és
Y egyiittes eloszlasat, kovariancia matrixukat. Filiggetlen-e X és Y7

I11.7.16. Gyakorlat: Irja fel két fiiggetlen valoszintségi valtozé egyiit-
tes striségfiiggvényét, ha az els§ standard normélis, a masodik pedig 0,2
paraméterd exponencialis eloszlast!
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IT1.7.17. Gyakorlat: Az [—1,1] x [—1,1] négyzeten egymés utén sorso-
lunk ki véletlen pontokat. Akkor édllunk meg, amikor a kisorsolt pont el&szor
esik bele az origb kézépponti egységkorbe. Mi a pontok szamanak eloszlasa?

IT1.7.18. Gyakorlat: Ha a v = (X, Y)T vektor egyenletes eloszlast az
origd kozépponti, egységnyi sugarit kérlemezen, mi a stirtiségfiiggvénye a

vektor hosszanak, ||v]| = vV X% 4+ Y2—nek?

I11.7.19. Gyakorlat: Ha X,Y € U/ (0,1), akkor miaz (X + Y, X — V)"

kétdimenzids valdszintiségi valtozé varhatoérték-vektora és kovarianciamatrixa?

II1.7.20. Gyakorlat: Legyen az X és Y egyiittes eloszlasfiiggvénye:
Fxy(z,y)=2",0 <2 <1,0 <y <1 Mennyia
P (0,25 < X <0,75, 0,25 <Y <0,5) valészintiség?

II1.7.21. Gyakorlat: Hatérozza meg az origé kézépponti 1 sugari kor-
lapon vett egyenletes eloszlés kovarianciamétrixat!

IT1.7.22. Gyakorlat: Legyen az (X, Y)T valoszintségi vektorvaltozo sti-
riiségfiiggvénye f(x,y) = £ [62%y — 122y + 6y + 182* — 362 + 18],z € [0, 1],
y € [0,1]. Fiiggetlenek a komponensek?

I11.7.23. Gyakorlat: Két ember mindegyike addig dob fel egy-egy sza-
balyos pénzérmét, amig az elsé fej ki nem jon. Mennyi a valoszintisége, hogy
ehhez mindkettének ugyanannyi dobasra van sziiksége?

I11.7.24. Gyakorlat: Egy jol megkevert csomag 32 lapos magyar kar-
tyabol leosztunk 8-at. Legyen X = 1, ha a leosztott lapok kozétt van piros,
és X = 0, ha nincs. Legyen tovdbba Y = 1, ha van a nyolc lap kozott asz, és
Y = 0 kiilonben. Adja meg X és Y egyiittes eloszlasat!

II1.7.25. Gyakorlat: Két busz egymaéstol fiiggetleniil X, illetve Y 1d&
alatt éri el a megallot, ahol én varakozom. Barmelyik busszal tudom az
utamat folytatni. Mennyi a valésziniisége, hogy = > 0 idén beliil befut

valamelyik, ha X,V € F ()) fliggetlenek?

IT1.7.26. Gyakorlat: Legyenek X,Y € U (0,1) fliggetlenek, 7 = XX?

Szamolja ki 7 siiriiségfiiggvényét!
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IT1.7.27. Gyakorlat: Legyen X € U (0,1). X segitségvel generaljon
az origd kozépponti egységkor keriiletén egyenletes eloszldstt kétdimenzios
véletlen pontot! (Segitség: 7 = cos2n X, Y =sin 27 X).

II1.7.28. Gyakorlat: Egy miszerben egy bizonyos f6egység atlagos élet-
tartama 2 év, a beépitett ellenérz6 rendszeré pedig 3 év. A hasznalat soran
egyik sem Oregszik és egyikiik tonkremenetele sem fiigg a mésiktol. Mennyi
a valoszintisége, hogy az ellendrzé rendszer el6bb romlik el, mint a {egység?
(Segitség: X € F (%) a {Gegység, Y € I (%) az ellen6rzé egység élettartama,
fiiggetlenek. Mennyi P (Y < X)7)

I11.7.29. Gyakorlat: Legyenek X € Po(0,5) ésY € Po(0,1) fiiggetle-
nek! Mennyi P (X +Y =2)7

I11.7.30. Gyakorlat: Legyenek X € G/'(0,5) és Y € G (1,5) fiiggetle-
nek! Mennyi P(X +Y =Fk),(k=2,3,4,...)?

I11.7.31. Gyakorlat: Szamolja ki az fx(z) =1,z € [0,1] és az fy(y) =
%,y € [2,3)] strtségfiiggvények konvolicios stirtiségfiiggvényét, fy iy (¢)-t!

IT1.7.32. Gyakorlat: Legyenek X,Y € U (0, 1) fiiggetlenek,
Z =2X — Y. Szamolja ki 7 siirtiségfiiggvényét!

IT1.7.33. Gyakorlat: Legyenek X,Y € U (0, 1) fiiggetlenek, 7 = X —Y.

Szamolja ki Z eloszlasfiiggvényét!

I11.7.34. Gyakorlat: Binaris, &1 értékii egyforman valészini szimbdlu-
mot kiildiink 4t zajos csatorndn, ahol a szimbélumhoz téle fiiggetlen
flz) = 05(1=05]|x]), v € (—2,2) strtségfliggvényd zaj adodik. Ha a
csatorna kimenete pozitiv, akkor 1 mellett, egyébként -1 mellett dontiink.
Mennyi a hibas dontés valésziniisége?

II1.7.35. Gyakorlat: Egy fogorvosi rendelébe érkezve, ketten vannak
eléttiink, az egyiknek éppen most kezdték el a kezelését. A fogorvos egy
pacienssel 0,5 paramétertd exponencidlis 1d6 alatt végez. Mennyi annak a
valoszintisége, hogy egységnyi idén beliil sorra keriiliink? Oldjuk meg a fela-
datot akkor is, ha parhuzamosan két orvos fogad egyszerre!
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I11.7.36. Gyakorlat: Egy berendezés X ideig miikédik hibamentesen,
és Y 1d6 kell a javitasahoz, ahol X € F()) és Y € E (i) egymastol fiigget-
lenek. Mennyi annak a valészintisége, hogy a gépet a T' > 0 idétartam alatt
legalabb kétszer kellett javitani?

II1.7.37. Gyakorlat: Legyenek X € N (5,2) és Y € N (4,3) fiiggetle-
nek. Adja meg a P (X < Y') valoszintséget!

IT1.7.38. Gyakorlat: Az emberek teststlyat N (75,12) eloszlassal mo-
dellezziik. Ha egy négyszemélyes lift 320 (kg)-os Osszteherbirast, akkor meny-
nyi a valészintisége, hogy egy négy {6s csoport tilstlyos lesz?

I11.7.39. Gyakorlat: Egy iizemben két gép iizemel egymastol fliggetlen
X; és Xy ideig, ahol Xy, Xy € E(0,2). A folyamatos gyartashoz az egyik
gép lizemeltetése is elegendd, a masik gép tartalék. Ha az éppen miiszakban
all6 gép meghibasodik, azonnal a tartalékot éallitjak tizembe. Melegtartalék
esetén a tartalék gép is allandéan be van kapcsolva, azaz ilyenkor a folyamatos
miikodési id6 max{ Xy, Xo}. A hidegtartalékolis esetén a tartalék gépet csak
az tlizembeallitas pillanataban kapcsoljak be. Tehét ilyenkor a folyamatos
tizemeltetési 1d6 X7 + X, lesz. Hatarozza meg a folyamatos lizemeltetés
idejének varhato értékét meleg-és hidegtartalékolas esetén!

I11.7.40. Gyakorlat: Legyen X € F (2). Hatarozza meg a cov (X, X?)
szamot!

II1.7.41. Gyakorlat: Legyenek X, X,, ..., X, fliggetlen, azonos elosz-
last valoszintiségi valtozok. Tegyiik fel, hogy P (X; > 0) = 1. Bizonyitsa be,
hogy B (Freiiye ) = &

II1.7.42. Gyakorlat: Legyen az X valoszintiségi valtoz6 olyan, hogy
P(X>0)=a,P(X<0)=08EX =aE|X| =0 Szamolja ki a
cov <X, |§—|> -t!

I11.7.43. Gyakorlat: Legyenek X, X,, ..., X, fliggetlen, azonos elosz-
last valészintiségi valtozok.
PXi=1)=P(X;,=-1)=1P(X;=0)=1(:=1,2,...,n). Szamitsa ki

1

az Y = > X, valoszintiségi valtozo varhato értékét és szorasat!
=1
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I11.7.44. Gyakorlat: Legyenek X és Y fliggetlen valoszintiségi valtozok.
Bizonyitsa be, hogy o (XY) = 6>Xc?Y 4+ (EX)? ¢?Y + (EY)’ 02X.

I11.7.45. Gyakorlat: Legyenek Xi, Xs,..., X, € U(0,1) teljesen fiig-
getlenek. FEzek kijelolnek n + 1 db részintervallumot (0,1) —en. Jeldlje Yj

a k-adik részintervallum hosszat (k=1,2,...,n 4+ 1). Mutassa meg, hogy

S
EY, = 1!

I11.7.46. Gyakorlat: Fodrasznal sorunkra varunk. Mekkora a valészi-
niisége, hogy az atlagosnél tovabb varakozunk, ha a varakozasi id6 E (2)7

I11.7.47. Gyakorlat: Legyenek X, X,, ..., X, fliggetlen, azonos elosz-
last valoszintiségi valtozok, melyeknek létezik a varhato értékiik és szorasuk:

EX; = u,0*X; = d*. Fejezze ki p és d fiiggvényében a o? (E i XZ> és
=1
cov (Z i X0, XZ> mennyiségeket!
=1 =1

I11.7.48. Gyakorlat: Harom szabalyos kockaval dobunk. Jelolje YV a
dobott értékek sszegét. Adja meg EY -t és o2Y-t!

I11.7.49. Gyakorlat: Legyen X € N(0,1). Szamolja ki R (X, X?)-t!

II1.7.50. Gyakorlat: FEgy kalapban egy-egy cédulara fel vannak irva az
1,2,3 szamjegyek. Egymas utan, visszatevés nélkiil kivesziink két cédulat.
X az elsd, Y a masodik huzas eredménye. Adja meg R (X, Y)-t! Fiiggetlen-e
X és Y7

II1.7.51. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy ha X és Y azonos szérdsu
valoszintiségi valtozok, akkor X + Y és X — Y korreldlatlanok!

IT1.7.52. Gyakorlat: Legyenek X,Y € N (0,1) fiiggetlenek! V = X4V
ésW=X—-Y+1. Adjamega (V, W)T vektor kovarianciamatrixat!

I11.7.53. Gyakorlat: Legyenek X Y filiggetlen valoszintiségi véltozok,
ahol EX =4, EY = 0,0%X = 1,0%Y = 2. Hatérozza meg az alabbi mennyi-
ségeket: E(5X —6Y),EXY, 0 (5X —6Y +8),cov (5X,6Y)!

I11.7.54. Gyakorlat: Ultizasnél a 32 lapos magyar kartyabol kettst ta-
lonba osztanak. Jelélje X a talonba keriilt piros szini lapok, Y pedig az
aszok szamat! Szamolja ki X és Y kovarianciajat!
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IT1.7.55. Gyakorlat: Bizonyitsa be, hogy ha EX = EX? = 0, akkor X

és Y korrelalatlanok!

I11.7.56. Gyakorlat: Az X és Y egyiittes strtiségfiiggvénye:
fxy(z,y) = 102y, 0 < y < x < 1. Hatarozza meg adott X = x feltétel
esetén az Y feltételes stirtiségfiiggvényét!

II1.7.57. Gyakorlat: Legyen az X és Y valoszintiségi valtozok egyiittes
stiriiségfiiggvénye fyy(z,y) = 2 (2 —a2y+y?),ha 0 <2 <1,0 <y <1,
egyébként fyy(x,y) = 0. Szamolja ki az fxy(z | y) feltételes stiriségfiigg-
vényt! Széamolja ki a kovarianciamétrixot! Szamolja ki az E(X |Y =y)

regresszios fliggvényt!

II1.7.58. Gyakorlat: Egy kétdimenzios valdszintiségi valtozéd elsé ko-
ordinatajanak strtségfiiggvénye fy(x) = 22,(0 <2 < 1). Ha az els6 ko-
ordinata x, akkor ilyen feltétel mellett a masodik koordinata (Y) 1 + «
paraméterd exponencialis eloszlast kovet. Hatérozza meg annak a val6szi-
niiségét, hogy a két koordinata osszege kisebb mint 1!

II1.7.59. Gyakorlat: Dobjunk n-szer egy szabélyos dobdkockaval. Je-
16lje X a hatosok szaméat, Y pedig a paros dobéasok szamat! Szamolja ki az

E (Y | X) regressziot!
II1.7.60. Gyakorlat: Legyen az X.Y egyiittes stiriiségfiiggvénye

fxy(z,y) = 325 exp <—x1§§’2> ,x,y € R.Hatarozza meg Z = max {|X|, |V}

stirtiségfiiggvényét!

IT1.7.61. Gyakorlat: Legyenek XY € N(0,1) fiiggetlen valoszintiségi
valtozok egy sikbeli vektor komponensei: V = (X, Y)T. Adja meg a vektor
hosszénak az eloszlasfiiggvényét!

II1.7.62. Gyakorlat: Legyen (X. V)" € N, (( 8 ) , < 015 0’15 )) .
Adja meg azt a linedris transzformaciot, melynek eredményeképp a kompo-
nensek fiiggetlen standard normélis eloszlastak lesznek!

II1.7.63. Gyakorlat: X és Y egyiittes eloszlédsa kétdimenziés normalis,
U= (/,Ll,/,LQ)T varhatoérték-vektorral és & = 7' 712
- - 021 022
rixszal. Fejezze ki az E (Y | X) regressziot p, ¥ komponensei és X segit-

ségével!

) kovarianciamét-
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IV. fejezet

Valészintiségi torvények

IV.1. Nevezetes egyenl6tlenségek

IV.1.1. Tétel: (A Markov-egyenléstlenség)
Legyen Y > 0 olyan valészintiségi viltozo, melynek létezik a varhato értéke:

EY > 0. Ekkor V& > 0 esetén P(Y > §) < EX.

Bizonyitds:
Diszkrét valoszintiségi valtozéd esetében:
EY =X yP(Y =y) > 2 wiP(Y =y) 20 3 P(Y =y;) =
Vi yi>6 yi>6
=0-P(Y > 0) = allitas.
Folytonos val6szintiségi valtozé esetében:
EY = [z fy(x)da > [z fy(z)de >6- [ fy(z)de =6-(1 = Fy(d)) =
0 ) )

=0-P(Y >0) = allitas. W

Megjeqyzés:

a.) Az egyenlStlenségben most akkor kapunk nem semmitmondé éllitast, ha
6 > EY. Kiilonben a Markov-egyenlétlenség csak annyit jelentene, hogy
egy val6szintiség nem nagyobb, mint egy 1-nél nagyobb szam. .. Tehét
most ¢ > 0 nem azt sugallja — mint 4ltalaban a matematikai tételekben
—, hogy ¢ tetszdlegesen kicsi pozitiv szam, hanem éppen ellenkezdleg, &
most nagy.

137
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b.) A Markov-egyenlStlenséget a kovetkezd modon fogalmazhatjuk at, ha
végrehajtjuk a § = A-EX helyettesitést: VA > 0 esetén P(Y > A-EY) <
%. Innen viszont az olvashaté le, hogy Y kicsi valésziniiséggel vehet csak
fel a sajat varhato értékénél sokkal nagyobb értékeket, vagyis Y  haj-
lamos” a varhat6 értéke kozelében felvenni értékét. Pl. annak val6szi-
niisége, hogy egy nemnegativ valésziniiségi valtoz6 a varhaté értékének
Otszorosénél nagyobb értéket felvegyen, 0,2-nal kisebb.
IV.1.2. Tétel: (A Csebisev-egyenlétlenség)

Legyen X olyan val6szintiségi valtozo, amelynek véges a szorasnégyzete:
02X < oo. Ekkor minden ¢ > 0 esetén P(|X — EX| >¢) < U;X

Bizonyitds: Alkalmazzuk a Markov-egyenlétlenséget YV = (X — EX)2 ,
§ = % helyettesitéssel:
P(|X —EX|>¢)=P((X —EX)? > ¢?) < BO=EX _ o°x g

€2 €2

Megjeqyzés:

a.) e-16l ugyanaz elmondhat6, mint a Markov-egyenlStlenség esetén 4-rol:
¢ > 0X esetben lesz csak nem-trivialis az egyenl6tlenség.

b.) A Csebisev-egyenléStlenség is atfogalmazhato, ha e = §- o X:
Minden § > 0 esetén P(|X — EX| > - 0X) < 5. Vagyis a valoszintiségi
véaltoz6 a varhaté értéke koriil ingadozik, és anndl kisebb mértékben,
minél kisebb a szérasa. Pl. egy valoszintiségi valtozé nem térhet el jobban
a varhato értékétsl, mint a szérasa haromszorosa, csak legfeljebb % ~ 0,11
valoszintiséggel.

IV.2. Valészintiségi valtozdk sorozatainak kon-
vergenciai

IV.2.1. Definicié: Legyenek X7, X5, ..., X,,... és X valoszintiségi val-
tozok az (2,3, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mezén. Azt mondjuk, hogy
a.) Az X1, Xs,...,X,,... valoszintiségi véaltozo-sorozat egy valdszinidséggel

konvergal X-hez, ha az A = {w; lim X, (w) = X(w)} esemény egy valo-

n— 0o
szintiségl: P(A) = 1.
Jelolés: X, oy
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b.) Az X1, Xz,..., X,,... valoszintségivaltozo-sorozat L,.-ben (vagy r-edik
momentumban) tart X-hez, ha E(|X,, — X|") = 0 (n — o0).

Jelolés: X, Iy x.

c.) Az X1, X, ..., Xy, ... valoszintiségivaltozo-sorozat sztochasztikusan kon-
vergél X-hez, ha Ve > 0 esetén P ({w; |X,(w) — X(w)| >¢}) =0 (n —

Jelolés: X, X,

d.) Az X1, Xs, ..., X,,. .. valoszindségivaltozo-sorozat eloszldsban konvergal
X-hez, ha lim Fx, (z) = Fx(x) minden olyan € R -ben, ahol Fx(z)
n—00
folytonos.

Jelolés: X,, = X.

IV.2.1. Tétel: Az eloszlasban val6 konvergencidbol nem kovetkezik sem
az egy valoszintséggel vald, sem az L,.-ben valé, sem a sztochasztikus kon-
vergencia.

Bizonyitds: Lasd a IV.6.5. feladatot! B

IV.2.2. Tétel: Ha X, & X, akkor X, = X is, azaz a sztochasztikus
konvergenciabol kovetkezik az eloszlasban valé konvergencia.

Bizonyitds: Lasd a IV.6.6. feladatot! B

IV.2.3. Tétel: Ha X, Iy X, akkor X, A X is, azaz az Li-beli konver-
genciabol kévetkezik a sztochasztikus konvergencia, igy az eloszlasban valo
konvergencia is. Az allitas megforditasa altalaban nem igaz !

Bizonyitds: Lasd a IV.6.7. feladatot! B

IV.2.4. Tétel: Ha X, 5% X, akkor X, X is, de a megforditas al-

talaban nem igaz.

Bizonyitds: Lasd Rényi [1] 327. oldal!
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IV.2.1. Példa: (Gyengén igen, erésen nem konvergens valdszinidségivdltozd-sorozat)

0, hax¢ [kn;l,

k
Legyen U € U(0,1) és fui(x) = { I, haoe [ g> , ahol n € N tet-

sz6leges, k = 1,2,...,n. A valésziniiségivaltozé-sorozat definicidja: X, =
far(U), ahol m = n + k. Ekkor X, % X, ahol X = 0, hiszen tetszdleges
g€ (0,1) esetén P (|X,, — X| > ¢) =P (U < 1) = L Az egy valoszintiséggel
valo konvergencia viszont nem teljesiil, mert az X,, — 0 egyetlen U € (0,1)
realizaciora sem igaz! Ugyanis tetszéleges @ € (0, 1) esetén és minden n € N-
re létezik k, hogy f,x(x) =1 legyen.)

—_

IV.2.5. Tétel: Az egy valoszintiséggel valé konvergencia és az L,-beli
konvergencia koziil egyik sem kévetkezik a mésikbol altalanos esetben.

Bizonyitds: Lasd a IV.6.8. feladatot! B

Megjegyzés: Gsszegezve a fejezetben kimondott tételeket, a konvergenciak
kozotti erésorrend:

X, 5 x
=X, 3 X=X, 5 X
X, I x

IV.3. A nagy szamok torvényei

A nagy szdmok torvényei azt a megfigyelést tamasztjak ald elméletileg is,
hogy egy valdszintiségi valtozot sokszor megfigyelve, az atlagérték mindig
kozel van az elméleti varhaté értékhez. Az is igaz, hogy a megfigyelések
névekedtével az eltérés csokken, azaz az atlagértékek konvergalnak is a varha-
t6 értékhez. A kiilonb6z6 nagy szamok tételei a megfigyelés-sorozat koriillmé-
nyeiben és a konvergencia tipusdban térnek el egymastol. Ha a konvergencia
sztochasztikus, gyenge torvényrsl, ha egy valdszintségii, akkor erés alakrol
beszéliink.

IV.3.1. Tétel: (A nagy szamok tételének Csebisev-féle gyenge alakja)
Legyenek az X1, Xo,..., X, ... valésziniiségi valtozok paronként fiiggetlenek

és azonos eloszlastak (azonos eloszlasfiiggvénnyel rendelkezok) az (Q, 3, P)
Kolmogorov-féle valészintiségi mezén. Létezzék a kézos p = EX; varhato

értékiik és a kozos d* = o2 X; szérasnégyzetiik.
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Ekkora Z,, = M valoszintiségiviltozé-sorozatra 7, it {t, vagyis
Ve > 0 esetén P(| 7, — M| >e)—=0 (n— o).

Bizonyitds:
EZ,=F (ftfetottn) — 1 ZEX nep = q
A péaronkénti fliggetlenség mlatt
o*Z, = (12)() EO‘QX - dz—

42

Lathato tehat, hogy 7, mmden mdexre teljesitia Cseblsev egyenlGtlenség
feltételét, igy: P(|Zn —EZ,|>e)=P(|Z, —p| >¢) < 0622" =
2

(n — o0), ami mar igazolja az allitast. W

IV.3.2. Tétel: (A nagy szamok tételének Bernoulli-féle gyenge alakja)
Legyen (2,3, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mezs, A € I egy pozitiv
valoszintiségi esemény: p = P(A) > 0. Hajtsunk végre egy végtelen kisérlet-
sorozatot, vagyis figyeljiik meg az A bekévetkezéseit az 1,2,...,n,... -edik
végrehajtaskor! Legyen X; € [ (A), vagyis az i-edik végrehajtaskor a megfi-
gyelt A esemény indikator valésziniiségi valtozoja. X;-k teljesen fiiggetlenek
és azonos eloszlastiak: py = P(X; = 0) = P(A) = ¢, p1 = P(X; =1) =
P(A) = p, EX;, =p, 0?X; = pq. Legyen 7, = w =r,(A) a

relativ gyakorisag. Ekkor r,(A) 24 p, azaz Ve > 0 esetén
P(|r.(A) —p| >¢e) =0 (n — o0).

Bizonyitds: A tétel specidlis esete a 1V.3.1 tételnek.
Ekkor a Csebisev-egyenl&tlenségnek a
P(|Z, —EZ,| 2 €) = P(Ira(A) = p| 2 2) < > = 11

n-ee2 —

< 25— 0, (n — ) felel meg, mert p- ¢ < & mindig teljesiil.

Megjegyzés: A tétel azt mondja ki, hogy a relativ gyakorisag jol kozeliti
az esemény elméleti valészintiségét, ahogyan azt mar a [.1.2 axiémék utan
tett megjegyzésiinkben el6re jeleztiik.

IV.3.3. Tétel: (A nagy szamok tételének Kolmogorov-féle erds alakja)
Legyenek az X1, X,,..., X, ... valoszintiségi valtozok teljesen fiiggetlenek az
(2,3, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mezdn. Létezzék a kozos 1 = EX;

varhato értékiik és a szérasnégyzetiikre teljesiiljék a E o X; 5 < oo feltétel.
=1
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PRSP . 1y .
Ekkor a Z,, = w valoszintiségiviltozé-sorozatra 7, — u, vagyis

P(lim Z, =p) =1.
n— 0o

Megjegyzés: A feltételrendszerben erdsebb fliggetlenséget tételeztiink fel,
de az azonos eloszlast nem tettiik fel, csupan annak egy sziikséges feltételét,
hiszen > o?X; - %2 = > f—j < oo. Az allitas viszont a IV.2.4 tétel szerint

=1 =1
erésebb, mint a [V.3.1 tételé volt.

Bizonyitds: Lasd Rényi [1] 328-333. oldal.

IV.4. A karakterisztikus fiiggvény

IV.4.1. Definicié: A 7 = X +:-Y komplex értéki valoszintiségi valtozo
vdrhato értékén az EZ = EX + - EY komplex szamot értjiik.

IV.4.2. Definicié: Az X valoszintiségi valtozo karakterisztikus figgué-
nyén a py(t) = Ee'X! (¢ € R) fiiggvényt értjiik.

Megjegyzés: Mivel e X! = cos(Xt) + i - sin(Xt) =
wx(t) = Ecos(Xt) +i- Esin(X?).
Diszkrét esetben: @x (¢) = > cos(a;t)-P(X = xj)+i- > sin(x;t)-P(X = x;),
vy Vi

+o0 teo
folytonos esetben: ¢x(t) = [ cos(zt)- fx(z)dx+i- [ sin(at)- fx(z)da.

Lathato, hogy a karakterisztikus fliggvény a strtiségfiiggvény Fourier-transz-
formaltja.

IV.4.1. Tétel: (A karakterisztikus figgvény tulajdonsdgai)

a.) lex ()] <1 ¢ px(0) =1.
b.) px egyenletesen folytonos R-en.

c.) px pozitiv szemidefinit fiiggvény, azaz Vn , Vi1, 1, ..., 1, € R és

V21,29, .., 2, komplex szamokra > > ox(tx — ;) - 2zx- 21 > 0.
k=11=1

d.) ox(—t) = px(1).
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e.) Ha Xy, X;,..., X, teljesen fiiggetlenek, akkor ¢ x, 4 x,4...4+x,(1) = H wx, (1) .

f.) Ha X els()’ n momentuma létezik, akkor px n-szer differencialhatéd és
(%)
ex(t) = E “k —|— o(t"), valamint py, = EX* = wxi_k(o)‘

g.) Minden eloszlast egyértelmtien meghataroz a karakterisztikus fliggvénye.
+oo .
Ha X folytonos, akkor fx(z) = 5=+ [ ¢x(t)-e""dz (z € R). (In-

verzios formula).

Bizonyitds:

a.) [ex (1) < E(

e X} = E(1) =1, ¢x(0) =E(e’) =E (1) = 1.

b.) Legyen € > 0 tetszSleges. Mivel f fx(x)de =1 = dA.:

[ fx(z)dax < £ . Fel fogjuk hasznalm hogy

J|>Ae . . .
let i — et T2 | <z -ty — 3 - o] és e — et T2| < 2.
+oo
lox(t) —ex(t)] =| [ (e —e"2) - fx(x)dz| <
too . +4. .
< T et o] fyfaydo = [ Jeieh - et fy(o) dot
—00 —A.
[l — el fy(e)de <
|z|>Ae
+4. )
< o jert — et fy(x)da+2 [ fx(x)de < At —t]4+2- 5
_Aa |l’|>Aa

ha |t1 —t2| < ﬁ

C.) Zn: Zn: S«QX(tk — tl)Zkgl = E (

=11(=1

n .
Z eZ~th 2k
k=1

2
)20.

= E (")) = E (cos(—X1)) + i+ E (sin(— X)) =
s(Xt)) — - E(sin(X1)) = px(1).

Bl

d.) t)

II*S

x(=
E (co
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e.) Felhasznaljuk, hogy ha X1, X5, ..., X, teljesen fiiggetlenek, akkor
p p
E (H XZ) =] Ex.
=1 =1
¢X1+X2+...+Xp(t) = E < (X X4 4 Xp)t) — (H ez XN) —
k=1
p p
HE Zth :H@Xj(t)
7=1

k=1
oo
f) vx (t):_f et fx(x)da, ¢y (t f ivet. fx(z)dx
too .
o ()= [ (i2)* e - fx(a)de.

. too '
foy ¢$(0) = i* [ 2*- fx(z)de = i* - .

n (k)
A Taylor-formulabél a to = 0 helyen: ¢x(t) = > % +o (t") =

k=0
St
k=0

g.) Az allitast nem bizonyitjuk. W
IV.4.1. Példa: (A standard normdlis eloszlds karakterisztikus figguénye)

[N

Ha X € N(0,1), akkor fx(z) = ¢(z) = \/%e_%, és igy a Fourier-transzforméltra:
+o0 400 +oo
ex(t) = [ cos(zt)-o(z)da+i- [ sin(at)- p(z)dr = [ cos(at)- ¢(z)da.

A maésodik integral azért 0, mert az integrandus paratlan fliggvény. t-

szerint derivalva midkét oldalt:
+ oo + oo

ok (t) = [ —asin(at)-p(z)de = [ sin(zt)- (—x)ﬁe_é do =
- L2t +oo - 22
= {sin(:z;t) : \/%6_7} - t -_f cos(xt) - \/%6_7 de =0—1-px(t), mivel a

IV.1.1 tétel a.) pontja szerint ¢x(0) = 1, a karakterisztikusfiiggvény kielégiti
az y' = —t-y, y(0) =1 kezdetiérték-feladatot!
A differencidlegyenlet megoldésabol a standard normalis eloszlas karak-

+2
terisztikus fliggvényére: ox(t) =e~7 (t € R).
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IV.4.2. Példa: (A karakterisztikus fiigguény dltaldnos normdlis esetben)

Legyen most X € N(u,0). Ekkor a standardizaltra X = % € N(0,1)
igaz, hiszen P(X < 2)=P(X <o-a+p) =0, (0 24 p) = d(z) (Id. a
I1.5.6 tételt.) Igy ox(t) = E (') = E <ei'(07"’“)t> =t E <ei7(”)> =

: o'2t2
= e<wt_T>, felhasznalva a IV.4.1 példa eredményét.

IV.4.3. Példa: (A konvolicio szimitdsa normdlis esetben)
Ha X, X,,..., X, teljesen fiiggetlen, normalis eloszlast valészindségi val-
tozok, X; € N(pi,0;), akkor a IV.4.1 tétel e.) pontja szerint:

p

P 22 p p
. g%t . 2
PX 1+ X ot X, (1) = | | px;(t) = | | exp <th -5 > = exp (lt > Hi— T Uf) '
j=1 J=1 J=1

i=1

Azaz teljesen fliggetlen normalis eloszlasok konvolucidja is normélis:
P

P P
2. X5 € N pisy [ 22 07).
7=1 7=1 7=1

IV.4.4. Példa: (Az exponencidlis eloszlds karakterisztikus figguénye)
Legyen most X € E()).

@X(t) — fei~tac . )\e—/\ac dr = ) fe(i~t—/\)x dr = A [e(i~t—/\)x]oo — A
0

Tt—A 0 T t—A"
0

IV.4.5. Példa: (Az egyenletes eloszlis karakterisztikus figguénye)

b . .
Ha X € U([a,b]), akkor ox(t) = [ flde = gL [, = e,

eithb_o—ith _ sin(bt)
2b-1-t b

Ha specidlisan a = —b o x(t) =
IV.4.2. Tétel: (Helly-tétel)
%

Legyen X és X1, Xo,..., X,, ... valoszintségi valtozo az (2, 3, P) Kolmogorov-
féle valoszintiségi mezén. Ekkor X, 5 X <=  px, (1) = px(t) egyen-
letesen.

Bizonyitds: A tétel bizonyitasa megtalalhato Rényi [1] 272. oldalan.

IV.5. Centralis hatareloszlas tételek

IV.5.1. Tétel: (A centrdlis hatdreloszldas tétel)
Legyenek az X, Xo, ..., X,,, ... valoszintiségi viltozok paronként fiiggetlenek
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és azonos eloszlastak (azonos eloszlasfiiggvénnyel rendelkezok) az (Q, 3, P)

Kolmogorov-féle valészintiségi mezén. Létezzék a kézos p = EX; varhato
értékiik és a kozos o? = 02 X; szoérasnégyzetiik.

X A Xodedk X\ e e e . ot

Ekkor a 7, = 2% 2"\'/;; =B valészintségivaltozo-sorozathoz 1étezik

olyan Z € N(0,1), hogy 7, = Z, vagyis Iz, () =P(Z, < z) =

= Pp(XtXetetXosns <) 9(x), (n - o0), Ya € R.

Bizonyitds: A Helly-tétel alapjan (1d. 1V.4.2 tételt) azt fogjuk bizonyi-
tani, hogy Z, gz, karakterisztikus fiiggvényeinek sorozata egyenletesen kon-
vergél ¢(1) = e_é -héz, a standard normélis eloszlas karakterisztikus fiigg-
vényéhez.

Mivel X;-k azonos eloszlastiak, igy kozos karakterisztikus fliggvényiik van,
melyet jeloljiink @x,(t) = g(t) -vel. Ekkor az X; — p valoszintiségi valtozok
kozos karakterisztikus fliggvénye:

V(1) = px,-u(t) = e o (1) = e - g(1).
A fliggetlenség miatt: @x,4x,4 X —nult) = [;/)n(t)]n :
fay ¢2.(1) = P o (t) = [ (75)]

Mivel E(X;—u) =0és E (X, — /,L)2 = o2 X; = 0% a (1) els6 ket derivaltja
létezik, és a IV.4.1 tétel miatt masodik tagig 0 koriil Taylor-sorba fejthets:
(1) = 1 4 By PRS2 (g2 = — 22 g(g2),

2
lgy ¢z, (1) = |¢ (ﬁgﬂ = {1 - Z+o <%>]
A t valtozé rogzitése utan:
0 <nt22> =o(L) =21.0(1) vagyis
ety = [1=L- (5 +0(1))
Felhasznaltuk, hogy vy, = % +o(l) — % (n — o) és, hogy
[1—%]n—>ey,hayn—>y(n—>oo).

2
—~e"T (n— o).

Vagyis ¢z, (1) — e T egyenletesen, azaz Fyz, (¢) — ®(z) (n — o0), Vo € R.

Megjeqyzés: Az el6z8 tétel ramutat a normalis eloszlasnak az elmélet-
ben jatszott fontos szerepének okéra: tetszéleges eloszlasi valoszintiségi val-
tozok atlaga normalis eloszlast kévet. Tehat, ha egy véletlen jelenséget sok
egyenként nem jelentds, fiiggetlen hatas Gsszegeként kapunk, akkor az jol
kozelithets a normalis eloszlassal. Tipikusan ilyenek a mérésekbdl szarmazo
adatok: a Duna kozepes vizallasa, a napi kézéphémérséklet sth. Az elekt-
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romos eloszté kdzpontban is normalis eloszlastinak tekinthetd a lakossagi fo-
gyasztas, hiszen nagyon sok kisfogyaszté ered§jeként all el6. Lehet, hogy
az egyes fogyasztok kiilon-kiilon nem a normalis eloszlds szerint fogyasz-
tanak, de az atlagos fogyasztast a nagy szamok térvénye értelmében biztosan
tekinthetjiik normalisnak modelljeinkben.

IV.5.2. Tétel: (A Moivre—Laplace-tétel, 1733.)
Legyen (2,3, P) Kolmogorov-féle valoszintiségi mezs, A € I egy pozitiv
valoszintiségd esemény: p = P(A) > 0. Hajtsunk végre egy végtelen kisér-
letsorozatot, vagyis figyeljiitk meg az A bekovetkezéseit az 1,2,... n, .. .-edik
I, we A
0, w¢ A’
esemény indikdtor valoszintségi valtozoja. Az X;-k teljesen fliggetlenek és
azonos eloszlastak:
po=PX;=0)=P(A) =¢ p=PXi=1) =P(4) =pEX; =p,
o*X; = pq.

kisérletnél! Legyen X; = vagyis az t-edik végrehajtaskor az

Ekkor a 7, = X1+)\(/2+"'(‘|1'X")_n'p valoszintiségiviltozo-sorozathoz létezik
n-p-(1—p
olyan Z € N(0,1), hogy Z, = Z, vagyis
Fz (x)=P(Z, <) — ®(x) (n > o) Ve eR.

Bizonyitds: A 1V.5.1 tétel specialis esete, amikor az X; € [(A), azaz
indikdtor eloszlastiak. Raadasul
Fz(x)=P(Z, <x)=P(n-S,</m-p-q-x+n-p), mivel
r.(A) =95, = w a relativ gyakorisag és n - S, € B(n,p), igy
P(n-S,=k)= (Z)pk -¢" %, amibél az eloszlasfiiggvényre:
P(n- S, < mpge+np)= 3 (Qpf-a""= X ("

k<. /mpq-c+np @%@g

Tehat a tétel azt allitja, hogy
lim Y ()pf-¢"F =®(x) = \/% / e_édt, (Ve € R).

n—=00 §_np <u

VAL 2°)

IV.6. Kidolgozott feladatok és gyakorlatok

IV.6.1. Feladat: Egy célpontra 200 16vést adnak le. A talalat valészinti-
sége minden 16vésnél 0,4. Milyen hatérok kozé fog esni 90%-os valoszintséggel
a taldlatok széma?



148 IV. FEJEZET VALOSZINUSEGI TORVENYEK

Megoldds: Jeloljiik X-szel a taldlatok szamét! A lévéssorozat felfoghato
egy n = 200 hosszusagu kisérletsorozatnak, ahol a megfigyelt esemény a cél-
pont eltalaldsa. Ezért binomiélis eloszlasti n = 200 és p = 0.4 paraméterekkel.
Igy EX = np =200-0,4 =80,02X = npg =200-0,4-0,6 =48. A Csebisev-
egyenlStlenséget alkalmazzuk erre az esetre ¢ = /100X vélasztassal:

P (|X —EX| > V100X) = P (|X — 80| > v/480) < 0,1, ahonnan

P (|X — 80| < /480) = P (80 — /480 < X < 80 + /480) =

=P (58 < X <102) > 0,9 adodik, azaz a 16vések 58 és 101 kozé fognak esni
legaldbb 90%-o0s valosziniséggel.

IV.6.2. Feladat: Egy automata mingségvizsgalé n = 100000 elemt min-
tat ellendriz le egy gyartésoron elgallitott szamitogépes alkatrésztomeghsl. A
vizsgélat utdn milyen valészintiséggel éallithatjuk, hogy a mintab6l meghaté-
rozott selejtarany a készlet elméleti p selejtvalosziniiségétdl legfeljebb 0,01-dal
tér el?

Megoldds: X most a selejtes termékek szaméat jelolje a mintaban! Ekkor
a selejtarany a mintéaban % lesz. Nyilvan X € B(100000, p), ahol a p is-
meretlen. EX = np = 10°p, 02X = npqg = 10°-pg. A Csebisev-egyenlSséget
most ¢ = 1000-rel alkalmazzuk: P (] X — 10°p| < 1000) =

=P (‘% — p‘ < 0,0l) >1 - 1105% > % ~ 0,975. A levezetésben felhasznéal-

tuk, hogy pq = p —p* <0,25.

IV.6.3. Feladat: Egy iizemben csavarokat csomagolnak. Egy-egy do-
bozba atlagosan 5000 csavar keriil. A csavarok szamanak szorasa a tapasz-
talat szerint 20 darab. Mit mondhatunk annak valdszintségérsl, hogy egy
dobozban a csavarok szdma 4900 és 5100 ko6zé esik, ha az eloszlast nem is-
merjiik?

Megoldds: Jelolje X a csavarok szamét! Ekkor a Csebisev-egyenlgtlen-
séghsl: P (4900 < X < 5100) = P (| X — 5000] < 100) > 1 — 329~ (),96.

10000

IV.6.4. Feladat: Legyen X standard normélis eloszlast valdszintiségi

valtozé! A standard normalis eloszlas tablazatanak hasznalata nélkiil bi-

zonyitsa be, hogy ekkor fennall a P(—3 < X <3) > 1— ﬁ egyenléStlenség!

‘H

Megoldds: A Markov-egyenlétlenséghsl: P (| X]| > 3) < % =

amibdl mar kévetkezik P (=3 < X <3) > 1 — %\/Lz_w

2
3V2r’
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IV.6.5. Feladat: Bizonyitsuk be a IV.2.1. tételt!

Megoldds: Egy ellenpéldat fogunk adni, amely eloszldsban konvergélé va-
l6szintiségivaltozé-sorozat lesz, de a masik harom értelemben nem konvergal.
Legyen A € S tetszoleges P(A) = 1 esemény, legyen X € I(A) és
Y € I(A) indikator valészintségi valtozo. Az X, Y azonos eloszlasi, hiszen
po=P(X =0) = P(4) = L, gy = P(Y = 0) = P(4) = L,
pi=P(X = 1) = P(4) = L g = P(Y = 1) = P(4) =
Definialjuk a sorozatot tigy, hogy X,, = X ., Vn-re. Ekkor nyilvan:
lz>1
Fx, (z) = Fx(z) = Fy(x) = %,0<:1;§1
0,2 <0
Mivel Fy, (z) = Fy(x), ezért X,, Y, de |X,, — Y| = 1 miatt a masik harom
értelemben nem konvergélhat X,, az Y-hoz.

DO [ =0 |

IV.6.6. Feladat: Bizonyitsa be a IV.2.2. tételt!

Megoldds: Konvergaljon az Xy, Xo, ..., X,,... valoszintségiviltozo-soro-
zat sztochasztikusan X-hez, azaz Ve > 0 esetén
P ({w; | Xp(w)—X(w)|>¢e}) =0 (n — c0).

Legyen ¢ > 0 tetsz6leges!
Fx,(2) =P X, <z)=PX, <z, X<az+e)+PX, <z, X >a+¢) <
<PX<a+4e)+4PX > X, +e) <P X <a+e)+P(|X,—X]|>e) =
Fx(x+¢)+P(|X, — X| > ¢). Mésrészt:
Fx(z—e)=P(X <a2—e)=P(X, <z, X <z—e)+P(X, >z, X <z—¢) <
<PX,<a2)+P(X <X, —¢) < Fy, (2)+ P(|X, — X| > e).
A két egyenlGtlenséghdl:
Fx(e —e)=P(|X, = X|>¢) < Fx,(2) < Fx(x 4+ ¢)+ P(|X,, — X| > e).
A fenti egyenlStlenségben n — oo hatardtmenetet képezve:
Fx(x —¢) <liminf Fx,(z) < limsup Fy, () < Fx(x + ¢€).
Ha « folytonossagi ponja Fx () -nek, akkor 11_1;% Fx(ez—e¢) = 11_1;% Fx(x+e)=

Fy(z). Igy 3 lim Fx, (z) és = Fx(x).
n— 0o
IV.6.7. Feladat: Bizonyitsa be a IV.2.3. tételt!

Megoldds: Ehhez az allitdshoz a Markov-egyenlStlenséget fogjuk felhasz-
nalni. Legyen X > 0 olyan val6szintiségi valtozo, melynek létezik a varhato
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értéke: EX > 0. Ekkor Ve > 0 esetén P(X > &) < % Legyen ¢ > 0
tetszdleges, ekkor P(| X, — X| > ¢) < M — 0 (n — o00).

Ellenpélda arra, hogy a tétel nem megfordithato:
Legyenek A, € S olyan események, melyek valoszintiségei P(A,,) = n% A

3 A
sorozat elemeinek definicidja: X, (w) = { nw, we Ay

0, wé¢ A, '

hogy a sorozat béar sztochasztikusan konvergal az X = 0-hoz, de mar elsé

Megmutatjuk,

momentumban nem.
Lathato, hogy P(|X, — X| > ¢) = P(X, > ¢) = &, han > 3%/;, azaz
X, X, De E(|X,—X|) = EX, =n®- n% = n — oo a momentumban

valé konvergencia nem igaz.

IV.6.8. Feladat: Bizonyitsa be a 1V.2.5. tételt!

1v
Megoldds: Fllenpélda arra, hogy X, o\ X,de X,, . X. AIV.21 példa
itt is j6, mert ha m = n + k:
1v
E(|X, - X))=EX,, =150 = X, 8 X, de amint lattuk, X, /+ X.
Iy
Ellenpélda arra, hogy X, i X, de X, /» X. Legyenek A,-ek olyan

teljesen fiiggetlen események, ahol P(A,) = n% Legyen a sorozat elemeinek

3
definicioja: X, (w) = { noa Z;ﬁn

Iy
X =0. Mivel E(]X, - X|) =EX, =n - x = X, /~ X. Viszont
megmutathato, hogy X, KX,

, a hatar val6szintségi valtozé pedig

IV.6.9. Feladat: Igazolja, hogy ha X, A Xesy, S Y, akkor X, +
Y, 5% X Y

Megoldds: P (|X, + Y, — (Y + X)| > ) SP(|X, - X| e+ |V, — Y| >¢) <
P(IX,— X|>c)+P(|Y, - Y| >2) =0

IV.6.10. Feladat: Igazolja, hogy ha X, L Xesy, S Y, akkor
X, Y, 5 X7

Megoldds: |X,)Y, — XY| = |X,Y, — X,Y + X,,Y — XY| <
X, — X 4+ X[ |V, = Y[+ Y] [X, = X| < |X, — XY, = Y[+ [X] Y, = Y]+
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[Y|1X, — X|. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges! P (| X,Y, — XY|>¢) <

P (X, = X[V, =Y]>2)+P(IX]||[Y,=Y]|>%5) +P([Y]IX, - X|>%).
Tovabba: P (|1X, — X||Y, = Y| > %) <P (|X, — X| > /) +

P <|Yn —-Y|> \/§> — 0. Méasrészt, ha y > 0 tetszdleges,

P (IX[|V, = Y] >£) <P (Y, = Y[ > £) +P(IX] > y) = 0, ha n,y — 0.
Ebbél mar kévetkezik, hogy P (|X,Y, — XY|>¢) — 0.

IV.6.11. Feladat: Igazolja, hogy ha X, % q valamely ¢ > 0 szdmra,

st .
akkor —Xl 2 gl
n a

Megoldds: P <|Xn —al > %) >1—-P (% < Xn> . V& > 0-hoz dng : n > ng
esetén 1 —§ <P (|X, —a|<2) <P (2 <X,).
A= J] {w]| Xa(w) > 2}, és legyen e > 0 tetszoleges!

n>ng

P<A-{ >5}>:P(A-{|Xn—a|>|Xna|5})§

P (1%, —a > 5¢) = 0,(n = o0). Mivel P (|-~ >¢)=
P ( >ea)+P ( > e A) <P (X, —a > 5e)+P (4)
P<|Xn—a| > §e> + 5. gy limsupP< > ¢

sz6leges volt, mar kovetkezik az dllités.

1
a

L
Xn

1
a

1
Xn

1
a

1 L
a Xn

1
a

L
Xn

> < 4, és mivel § tet-

IV.6.12. Feladat: Legyenek X;, X,,..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasi

2 X
valoszintiségii valtozok, EX; = m, 0?X; = d%. Igazolja, hogy ‘= it

> X?

=1

m
m24d?*

Megoldds: A nagy szamok tételébdl kovetkezik, hogy %EXZ L moés
=1

%EX? 2L m? 4+ d2. Felhasznalva az elézs két feladat eredményét, mar

=1
kovetkezik az allités.

IV.6.13. Feladat: Legyenek X;, X,,..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasi
valdszintiségii valtozok, EX; = m > 0. Tekintsiik a 7, = /Y1Y5...Y, valo-

k
szintiségi valtozot, ahol Y = % > X, Igazoljuk, hogy 7, B!
=1
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Megoldds: A nagy szamok erds tételébsl kovetkezik, hogy Y, % m.

Masrészt min{sy, s2,++, 8, < /51838, < max{sy,Sa,...,8,}, gy ha
5, — a, akkor a <liminfs, < /51855, < /51825, <limsups, <a,

azaz /515835, — a. Ebbsl mar kovetkezik az allitas.

IV.6.14. Feladat: Legyenek Xi, Xs,..., X, fiiggetlen, azonos U (a,b
eloszlasu valoszintiségii valtozok. Legyen Y, = min{ Xy, Xy,..., X} és Z,, =

max{ X1, X,,..., X, }. Igazoljuk, hogy Y, = a és Z, = b!

0, hax <a
Megoldds: Az U (a,b) eloszlastiiggvénye: F(x) =< ==, haz € (a,b) .
1, haax>a
0, hax <a
an(x):P(Zn<x):(F(x))n: <x:a>n7 haxe(a,b) . 0, hax<b
b 1, haxz>5b
1, haax>b
= Z, = b.
FYn(x) = P(Yn < x) =1 _(1 —F(l‘))n _
f har s 0, hae<a
_ _ (b=z\" , .
- 1 <b—a> ? hawe (a7b) _>{ 17 haxza :>Yn_>a
1, haxz>0

IV.6.15. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha X, = ¢, akkor X, 2 ¢ s

Megoldds: A ¢ konstans, mint valészintiségi viltozo eloszlasfiiggvénye:

0, hax<e
F(:z;):P(c<:1;):{1 ha o> ¢

Legyen £ > 0 tetszoleges. lim P (|X,, —c¢| >¢) =
n— 0o
=1l—-IlimP(c—e< X, <c+e)=1—-lim (Fx,(c+¢e)—Fx,(c—¢)) =

n—0oo n—0oo

:1—F(c—|—5)—|—F(c—€):0:>an—t>c.

IV.6.16. Feladat: Mutassunk példat olyan X,,Y, sorozatokra, hogy
X, 5 XéY,>Y,deX,+Y, /o X+Y!

Megoldds: Legyen A € S olyan esemény, hogy P (A) = 1. Legyen X, =
Y, = I(A), vagyis az A esemény indikator valtozoi. Kozos eloszlasfiige-
vényiik:
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0, haz <0
Fl)=P(X,<z)=P(YV, <a)= %, ha0<az <1
1, haz >1

Legyen tovabba X = [(A) és Y = I(A). Ekkor X + Y = 1, azaz eloszlas-
fliggvénye

Glz) =P(X+Y <) = { (1) Ezi: ,és X, + Y, = 21(A), aminek
eloszlasfiiggvénye: a

1, haz>2
Folz)=P(X,+Y,<2)= %, hald<a<2 .

0, haz<0

Lathato, hogy lim F,(x) = F(x) £G(x), azaz X, + Y, /Z> X+Y.
n— 0o

IV.6.17. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha X, =5 X és P (1 Xn] < K) =

1, minden n-re, akkor X, L X is fennall!

Megoldds: E|X, — X|" < 2K"P(|X,, — X| > ¢) + ¢, tetszbleges ¢ > 0

esetén, amibdl méar kévetkezik az allitas.

IV.6.18. Feladat: Legyen p, € (0,1) tetsz6leges nullsorozat, és
X, € G'(p,). Mutassuk meg, hogy Y,, = X"n 5 Y, ahol Y € E(1)!

EX
Megoldds: P (Y, <z)=P(p, X, <z)= > (1 —pn)k_l Pn =

n—0o0

— (1 —plEl ey e

260

IV.6.19. Feladat: Kozelitsleg hatarozzuk megaz A = k;m (52()) Osszeget!

Megoldds: Legyen X € B(500,0,5)! Ekkor a kiszamitand6 A osszeget
260
felirhatjuk: A = 2°9° 3° P(X = k) alakban. A Moivre-Laplace-tétel sze-
k=200
rint: Yo P(X =k) = ¢(x) — P(y). Most ugy kell a-et és y-t meg-
kE—250

RS m<x
véalasztani, hogy 220 = 250 + /125y és 261 = 250 4+ /1252 legyen. Tehéat
y = —2,683281573 és x = 0,9838699100999, amivel 277 A = 0,8328, azaz
A = 2,726079698256e+150. A fliggvény értékeit a standard normalis eloszlas
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tablazatabol olvastuk ki.(Ld. A fiiggelékben!)

Megjegyzés: Az el6bbi 6sszeg kiszamitasa még szamitogépre irt program
segitségével sem trivialis a binomialis egyiitthatokban szereplé nagy fak-
torialisok miatt.

IV.6.20. Feladat: Egy szovigép 500 szallal dolgozik. Annak a val6szi-
nisége, hogy egy szdl idGegység alatt elszakad 0,008 minden szélra. Hatéroz-
zuk meg, hogy 0,95 valészintiséggel milyen hatarok kézott varhato a szélsza-
kaddsok széma egy idGegység alatt?

Megoldds: Jelolje X a szélszakadasok szamat! FEkkor a Moivre-Laplace-
torvénybsl: P <¢% < :1;> =P(X<19 -24+4) ~ &(x). Mas
részt @ (1,65) = 0,95, azaz x = 1,65-nél: P (X < 1,99 1,65+ 4) =P (X < 7,28),

vagyis a szalszakadasok szama 8-nal kisebb lesz legalabb 95%-o0s valosziniséggel.

IV.6.21. Feladat: Legyenek X, X5,..., X,,,... fiiggetlen azonos elosz-
last valoszintségi valtozok véges szordssal. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges
x valos szam esetén lim P (X; 4+ Xy + -+ X, <) € {0,1,1/2}, vagyis a

n— 0o
hatarérték csak 0 vagy 0,5 vagy 1 lehet!

Megoldds: A centralis hatareloszlas tételt hasznalva:

limP(X;+Xo+--+ X, <a)= lim P <X1+X2-I—...—|—Xn—nm < :1;*) _

n—00 n—s00 Vno
=0 <lim :1;*), ahol m = EX;, 0 = %X, , % = =42,
no
n—00 Vs

—00, ham >0
De lim Z=22 = 0, ham=20

NG , amibdl mar kovetkezik az allités.
n— 0o
oo, ham<0

IV.6.22. Feladat: Ha egy gyar egyforma energiaigényi gépei koziil at-
lagosan 70% miikodik és 30% var javitasra, vagy éppen javitjak, akkor at-
lagosan 210 gép energiaigényét kell kielégiteni. Mennyi energiat kell biz-
tositani akkor, ha 99,9%-os biztonsaggal szeretnénk elérni azt, hogy min-
den mtikodsképes gép valoban mtikodni tudjon? (Feltessziik, hogy a gépek
meghibasodasa egymastol fiiggetlen.)
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Megoldds: Jeldlje X a mikods gépek szamat! Nyilvan X € B(300,0,7). A
Moivre-Laplace-tételbsl P (X <np+ :L\/W) =P(X<210+793 2) ~
¢ (x). Mivel @ (3) ~ 0,999, igy P (X < 234) ~ 0,999, vagyis az lizemeld
gépek szama kevesebb, mint 23499,9%-kal.

IV.6.23. Feladat: Egy tanfolyamra 100 hallgaté iratkozik be. Més el-
foglaltsaga miatt minden hallgaté 0,6 valoszintséggel megy el az egyes 6rakra.
Feltételezziik, hogy egymastol fiiggetleniil latogatjak az orakat. Hany {&s
terem kell ahhoz, hogy az oréara érkezé hallgatok 90%-os biztonsaggal elfér-
jenek a teremben?

Megoldds: Hallgatok szama, X € B (100, 0,6),P (X < 60 + 10\/0,24:1/') ~
O(z)=09=2=1.29 =60+ 10,/0,24 - 1,29 a keresett teremkapacitas.

IV.6.24. Feladat: Adottak az X1, Xs,..., X, € U(0,1) teljesen fiigget-
len véletlen szamok. Ezek segitségével generaljunk normalis eloszlést véletlen
szamot!

100

Megoldds: 'Y = EXZ,EY = 50, oY = 100 . A centralis hatéreloszlas
tételbsl kovetkezik, hogy Y standardizaltja kozel standard normalis. Tehat

Y1050\/_ ~ N (07 1) ‘

IV.6.25. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha X és Y fiiggetlen, azonos
eloszlasi és véges szérasu valdszintiségi viltozok, akkor X +V és X — VY

akkor és csak akkor lesznek fiiggetlenek, ha X és Y normadlis eloszlastak.

Megoldds: <= Ha X és Y normalis eloszlasiak, akkor cov (X + YV, X — V) =
E(X?-Y?)-E(X +X)E(X —Y) =0 miatt X ésY fiiggetlenek is, hiszen
normalis eloszlasnal a korreldlatlansag ekvivalens a fiiggetlenséggel.

= Tegyiik fel, hogy EX = EY = 0 és 0?X = ¢?Y = 1 kiilénben a
standardizaltjaikkal szamolnank tovabb. Jeldlje f(¢) a kozos karakterisztikus
fiiggvényiiket. Ekkor oxyy () = f2(t) és ox—y () = f (1) f(—1), és 2X =
X+ V) 5 (X V) miait pux () = pner (v () = 100 o
Legyen ¢( ) =1Inf(¢). Ekkor ¢ (2t) = 3¢( )+ ). Bevezetvea § (t) =

00— (0 it 5(2)  2) (=20 =300 4 1) 30 (04
U (1) = 20 (1) — 20 (1) = 25 (1) . Tehat 5 (u) = <%>=225< ) = =
)

27§ (&) = ---. Ebbél mar kovetkezik, hogy (ii") m S0=800) _

t

(
30
25

27 t—>0
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8 (0) = 2¢'(0) = QJ;/() = 0, hiszen EX = 0. Vagyis d (u) = 0! Ebbdl
kovetkezik, hogy (tu) = (—t), azaz ¢ (2t) = 4¢p (t). Tehat ¢ (u) =

224 (%) ) % _ 1/J(L2_"2) n—sco —%, hiszen ¢ (u) = ¢ (0)‘|‘U@/’/( )"'T?Z’ (0)+
o(u?), és 1 (0) = 4" (0) = 0,%" (0) = —1. Innen ¥ (u) = —% kovetkezik,

azaz f(u) = exp —“2—2> , ami a standard normdélis eloszlas karakterisztikus

1

fliggvénye. Ha XY standardizaltjainak karakterisztikus fiiggvénye standard
normalis, akkor X, Y is normalis!

IV.6.26. Feladat: Legyenek X1, X,,..., X, € E()) teljesen fliggetle-
nek, és Y = > X,;. Adjuk meg Y stirtségfiiggvényét!

=1

Megoldds: Xy-k kozos karakterisztikus fﬁggvénye: ex, (1) = %-I—it’ igy

ey (1) = (ex,(1)" = (= Hﬁ) Vel dz = 2 szn—lezw—A)dz -
(iti—r;)n, és keresett strtségfiiggvény: fy(z) = (nA—n1);Zn_le_AZ’ 2 0.

(Megjegyzés: Y € I'(n, X), azaz n, A paraméterd gamma eloszlas.)

IV.6.27. Feladat: Jelolje az X valoszintségi véaltozé karakterisztikus
fiiggvényét f(1). Fejezziik ki az Y = aX + b valoszintségi véltozé karak-
terisztikus fliggvényét f(1)-vel!

Megoldds: @y (1) = Ee'*X+0)t = o EeiX(9) — o £ (1),

IV.6.1. Gyakorlat: Egy péartra a szavazok p valoszintiséggel szavaznak,
ami altaldban ismeretlen. A kozvéleménykutatok a partot valasztok poz-
itiv valaszanak és a megkérdezettek szdmanak ardnyéval becsiilik meg p-t.
Mekkora legyen a megkérdezettek n szamt mintdja, ha azt akarjak elérni,
hogy a kapott relativ gyakorisag p-t&l legfeljebb 0,001-del térjen el 99.9%-os
valoszintiséggel?

IV.6.2. Gyakorlat: Legalabb hany megfigyelés sziikséges ahhoz, hogy
egy H-nél nem nagyobb szérast valosziniségi valtozo értékeinek atlaga 95%-
os valoszintiséggel a varhato érték 0,01 sugara kornyezetébe essen?
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IV.6.3. Gyakorlat: Egy szerencsejatékos megfigyeli, hogy atlagosan 63
kisérlet utan nyer. Hanyszor kell kisérleteznie, hogy 0,99 valésziniiséggel
nyerjen legalabb egyszer?

IV.6.4. Gyakorlat: Egy mérés elvégzéséhez egy pontatlan eszkoziink
van, ahol a mérés hibaja standard normélis eloszlasi. A mérést n-szer
végezziik el, majd atlagolunk. Mekkora legyen az n, hogy legfeljebb 10~*
valoszintiséggel térjen el az atlag a mérends értéktsl 0,1-del?

IV.6.5. Gyakorlat: 99%-os valoszintiséggel szeretnénk garantalni, hogy
1000 pénzfeldobashdl legalabb n-szer fejet kapjunk. Hogyan valasszuk meg
n-et, ha a fejdobés valoszintisége p?

IV.6.6. Gyakorlat: Adottak az Xi, X3,..., X, € U(0,1) teljesen fiig-
getlen véletlen szamok. Ezek segitségével generaljunk N (5,2) normélis elos-
zlasi véletlen szamot!

IV.6.7. Gyakorlat: Jelolje az X valoszintiségi viltozo karakterisztikus
fliggvényét f(t). Fejezziik ki az ¥ = —X valoszintiségi valtozé karakter-
isztikus fliggvényét f(¢)-vel!

IV.6.8. Gyakorlat: Jelolje az X és Y fiiggetlen, azonos eloszlasi va-
loszintiségi valtozok kozos karakterisztikus fliggvényét f(t). Fejezziik ki az
X =Y és X4 valoszintiségi valtozok karakterisztikus fiiggvényét f(t)-vel!

IV.6.9. Gyakorlat: Legyenek X1, X5,..., X, € N(0,1) teljesen fiigget-

n

lenek, és Y = > X2. Adjuk meg Y karakterisztikus fiiggvényét!

=1

IV.6.10. Gyakorlat: Adja meg a Po(A) diszkrét eloszlas karakteriszti-
kus fliggvényeét! Ezt felhasznélva szamolja ki a negyedik momentumot!
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Jelolések

da ,létezik” kvantor

YV a ,minden egyes” kvantor

= ,akkor”, illetve ,kovetkezik”

& akkor és csak akkor”, illetve az ekvivalencia relacid
A~ ,nem koévetkezik”

= ,definici6 szerint”

= azonosan egyenld

# nem egyenld

f:+A— B az A halmazt a B-be leképezd fiiggvény
{z,y,2,...} az x,y, z, ... elemekbsl 4ll6 halmaz

lim f(x) = f(a+0) az f fliggvény jobboldali hatarértéke az a pontban

r—ra+

lim f(x) = f(a—0) az f fiiggvény baloldali hatarértéke az a pontban

r—a—
exp(x) = e az exponencialis fliggvény
In x a természetes alapt logaritmus fiiggvény

['(z) = [e """ 1dt a gammaliiggvény
0

. . 9 4 : O(f(t)) —
o(f(t)) ,kis ord6 f(t)” maradéktag, ll_r}lg o 0.

O(f(1)) magy ordd f(t)” maradektag, lim O%S)) < 0.

flz) — n;l/in az f(x) fliggvény minimalizalésa

() — min adott z-nél az .7 indexben minimalizalas

fi(x) = min adott a-nél az
K3

filz) = ngi,ﬂ filz) az fi(z) — n%in probléma az ,,i” indexnél veszi fel a mini-
J 1

mumaéat

ag(f) = grad(f(z)) az f gradiens vektora
% a Hesse matrix

159
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;= a1+ a2+ - + 2, n-tagl Osszeg

=1

> x azon x vektorok Gsszege, amelyek a C' halmazhoz tartoznak
z€C

n

H Xy =Xy Ty -2, N tényezds szorzat

=1

(Z) = #Lk)' n alatt a k, binomidlis egyiitthato

(i) 2 l"(x_l)'(x_i!) """ (gg_k"'l),:z; € R,k € N az altalanositott binomialis egytitt-
hato

R a valés szdmok teste

R? a valos szam p-esek vektortere

R™ ™ a val6s komponenst n x m-es matrixok halmaza
C a komplex szamok teste

1 € C az imaginérius egység

z € R? p-dimenzids oszlopvektor

A€ R™™ n X m-es matrix

2T = (21,29,...,7,) p-dimenziés sorvektor, ., 77 a transzpondlas jele

AT az A matrix transzponaltja

A7l az A € R™" métrix inverze

det A az A € R™™ matrix determinansa

adjA az A € R"*" matrix adjungdlt matrixa, m (adj é)T = é_l

diag A = (ay1,asz, ..., an,)" az A matrix diagonélisaban 16v6 elemekbdl allo
oszlopvektor a

diag(ay, az, ..., a,)egy olyan n xn-es diagonalis matrix, melynek diagonélisaban
a1, Az, ..., a4, all

trace A = > a; az A € R™ ™ matrix nyoma

E E az nZ ><1 n-es egységmatrix

£ véletlen kisérlet

Q a K-val kapcsolatos elemi események halmaza, a biztos esemény, illetve
eseménytér

() lehetetlen esemény

w,w; € ) elemi esemény

A B,...,A;, B, ... C Q események

A az A esemény ellentett eseménye

3 R-val kapcsolatos események halmaza, az eseményalgebra
P : 3 — [0,1] valoszintseég,
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P(A) az A esemény valosziniisége

P(A|B) az A eseménynek a B eseményre vonatkoztatott feltételes valoszi-
niisége

X Y. Z, ... X, Y, Ziy ... 0 Q0 — R valdszintiségi valtozok

Fx(x) a X valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye, Fy(x) = P(X < )

pi = P(X = a;) az X diszkrét valoszintiségi valtozo eloszlésa

fx(x) az X folytonos valoszintségi valtozo stirtiségfiiggvénye

Ixp (x|y) az X valoszintiségi véltozonak az Y-ra vonatkoztatott feltételes
stirtiségfiiggvénye

ox(t) = Ee'™® az X valészintiségi véltozé karakterisztikus fiiggvénye

EX az X valoszintiségi valtozé varhato értéke

0?X = VX a X valoszintiségi valtozo szérasnégyzete vagy variancidja

o X = +vVo?X az X valoszintségi valtozod szorasa

R(X,Y) az X és Y valoszintségi valtozok korrelacios egyiitthatoja
cov(X,Y) az X és Y valoszintiségi valtozok kovariancia

R (71, 29,...,2,) = Fx(2) az X = (X, Xy,..., X,)T valészintiségi
vektorvaltozo eloszlasfiiggvénye, illetve a komponensek egyiittes eloszlasfiig-
gvénye

T1, Ty, 2p) = fx(z) az X = (X1, Xs,..., X,)T valoszintiségi
vektorvaltozo siirtiségfiiggvénye, illetve a komponensek egyiittes stirtiségfiig-
gvénye

EX = (EX|,EX,,...,EX,)T az X valésziniiségi vektorvaltozoé varhatoérték-
vektora

X = (cov(Xi, X)) .

az X valoszintiségi vektorvaltozo ko-

varianciamatrixa

X € I(A) vagy X € I(p) az X valoszintiségi valtozo az A esemény indikatora,
p=P(A)

X € B(n,p) az X valoszintiségi valtozo n, p paramétertd binomialis eloszlasa
X € Po()) az X valoszintiségi valtozo A paramétertd Poisson-eloszlast

X € G(p) a X valoszintiségi valtozo p paraméteri geometriai eloszlast

X € Pol(n,p1,p2,...,p-) az X valoszintiségi vektorvaltozo egytittes eloszlasa
polinomiélis

X € Ula,b) az X valoszintiségi valtozo egyenletes eloszlasa az (a,b) interval-
lumon

X € E(A) az X valoszintiségi valtozo A paraméterd exponencialis eloszlast

X € N(p,o0) az X valoszintiségi valtozé u, o paraméterd normalis eloszlast



162 IV. FEJEZET VALOSZINUSEGI TORVENYEK

X € N(0,1) az X valoszintségi valtozé standard normélis eloszlast

X €T'(n,A) az X valészintségi valtozoé n,A paraméterd gamma-eloszlasi

X € Ny(u,X) az X valoszintiségi vektorvaltozo p-dimenzios normalis vektor,
1 vérhatoérték-vektorral és ¥ kovarianciamatrixszal

E)mg(:z;) az ji, 0 paraméter normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye

Vo) az 1, o paramétertd normélis eloszlas stirtdségfliggvénye

¢ () a standard normélis eloszlas eloszlasfiiggvénye

@(x) standard normalis eloszlas stirtségfiiggvénye

X, 3 X az X, valoszintiségi valtozo sorozat 1 valészintséggel konvergdl X-
hez

X, %X az X, valoszintségivaltozé-sorozat r-edik momentumban konvergél
X-hez

X, 3 X az X, valoszintiségivaltozo-sorozat sztochasztikusan konvergal X-
hez

€ . PN S . . .
X, — X az X, valoszintségivaltozo-sorozat eloszlasban konvergal X-hez
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FUGGELEK

A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének tablazata

¢ (z) = \/% fx exp (—%) dt

—o0

1. Ha X € N(m,d), akkor P(X <z) = @ (x_dm> (Ezen tulajdonsag

miatt elég csak a standard normaélis eloszlas tablazatat megadni.)

2. Ha « > 0, akkor ® (—z) = 1 — @ (2). (Ezen tulajdonsag miatt van a
tablazatban csak nemnegativ & argumentum)

3. Ha e € (0,1), akkor P (—us < X%m < u5> =20 (u.)—1=1-¢, azaz
®(u:)=1-5 (u:=07"(1-3))

165
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Lz || 2« [« ] @@ [ = [ @ |
.00 | ,50000000 | 3,00 | ,99865010 | 3,60 | 99984089
10 | ,53982784 | 3,05 | ,99885579 | 3,61 | 99984690
20 | ,57925071 | 3,10 | ,99903240 | 3,62 | ,09985270
30 | 61791142 | 3,15 | ,99918365 | 3,63 | ,09985329
A0 | 65542174 | 3,20 | 99931286 | 3,64 | 09936368
50 | 69146246 | 3,25 | ,99942297 | 3,65 | 09936338
.60 | ,72574688 | 3,26 | ,99944294 | 3,66 | 99987389
70 | ,75803635 | 3,27 | ,99946226 | 3,67 | ,99987872
80 | ,78814460 | 3,28 | ,99948096 | 3,68 | 99988338
90 | ,81593987 | 3,29 | ,99949906 | 3,69 | ,09938787
1,00 | ,84134475 | 3,30 | ,99951658 | 3,70 | ,99989220
1,10 | ,86433394 | 3,31 | ,99953352 | 3,71 | ,99980637
1,20 | ,88493033 | 3,32 | ,99954991 | 3,72 | ,99990039
1,30 | 00319952 | 3,33 | ,99956577 | 3,73 | ,99990426
1,40 | ,01924334 | 3,34 | ,99958111 | 3,74 | ,09990799
1,50 | ,03319280 | 3,35 | ,99959594 | 3,75 | ,99991158
1,60 | 04520071 | 3,36 | ,09961029 | 3,76 | ,99991504
1,70 | 05543454 | 3,37 | ,99962416 | 3,77 | ,99991838
1,80 | 06406968 | 3,38 | ,99963757 | 3,78 | ,99992159
1,90 | 07128344 | 3,39 | ,99965054 | 3,79 | ,99992468
2,00 | ,97724987 | 3,40 | ,99966307 | 3,80 | ,99992765
2,05 | 97981778 | 3,41 | ,99967519 | 3,81 | ,99993052
2,10 | ,98213558 | 3,42 | 09968689 | 3,82 | ,09993327
2.15 | ,08422239 | 3,43 | ,09969821 | 3,83 | ,99993503
2,20 | ,98609655 | 3,44 | ,99970014 | 3,84 | ,09993848
2,25 | 98777553 | 3,45 | 09971971 | 3,85 | ,09994094
2,30 | ,98927589 | 3,46 | ,99972991 | 3,86 | ,99994331
2,35 | ,99061329 | 3,47 | ,99973977 | 3,87 | ,99994558
2.40 | 09180246 | 3,43 | ,99974929 | 3,88 | ,99994777
2,45 | ,99285719 | 3,49 | ,99975849 | 3,89 | ,99994988
2,50 | ,99379033 | 3,50 | ,99976737 | 3,90 | ,99995190
2,55 | ,99461385 | 3,51 | ,99977595 | 3,91 | ,99995385
2,60 | ,99533881 | 3,52 | ,99978423 | 3,92 | ,99995573
2,65 | ,99597541 | 3,53 | ,99979222 | 3,93 | ,99995753
2,70 | ,99653303 | 3,54 | ,99979994 | 3,94 | ,99995926
2,75 | ,99702024 | 3,55 | 99980738 | 3,95 | ,99996092
2,80 | ,99744487 | 3,56 | 99981457 | 3,96 | ,99996253
2,85 | ,99781404 | 3,57 | ,99982151 | 3,97 | ,99996406
2,90 | ,99813419 | 3,58 | ,09982820 | 3,98 | ,99996554
2,95 | ,99841113 | 3,59 | 99983466 | 3,99 | ,99996696




