Eloszo

Bar nem akarjuk, de nagyon sokszor sorba kell allnunk. Varakozunk
a buszmegalléban, a boltban, a postan, a bankban, stb. Ha ismerjiik
a kiszolgalasi szabalyokat és a kiszolgalasi idoket, a magunk modjan
csokkenteni tudjuk a varakozasi idot, pl. ismerosoket keresiink a sorban,
ismeros a kiszolgalo fonoke, stb. Ezt a mddszert nem tudjuk alkalmazni az
automatikus rendszereknél, de a prioritasok megadasaval egyes igényeknek
kevesebbet kell varakozni, mint a tobbieknek. Szamos eljaras létezik ilyen
tipusu problémak megoldasara.

Jelen jegyzet célja, hogy matematikai modelleket adjunk a fenti je-
lenségek vizsgalatara. Tobb rendszernél kiszamitjuk a jellemzoket, pl. a
kiszolgalo kihasznaltsagat, az igények atlagos varakozasi idejét, a rendszer-
ben eltoltott atlagos idot, stb.

Meg szeretnénk mutatni, hogyan épitjik fel a matematikai modellt, és
mily moédon alkalmazzuk a valdsziniiségszamitas és az analizis eszkozeit.

A felolelt anyag szervesen kapcsolédik az egyetemi képzéshez. Tobb
éven at szerepelt a matematikusok tantervében, jelenleg a ,,Sztochasztikus
modellezés” sav szerves része. Eredményesen hasznalhatjdk mindazok,
akiket érdekel a valdsziniiségszamitas alkalmazasa, és a véletlentol fiiggo
bonyolult rendszerek vizsgalata.

Ko6szonetemet fejezem ki Dr. Araté Matyas egyetemi tanarnak, a jegy-
zet lektoranak, hasznos észrevételeiért, a tandacsaiért. Halas vagyok hall-
gatoimnak, akik az eloadéasok és gyakorlatok soran segitettek a matematikai
precizitas és az alkalmazasi szint kozotti egyensily megallapitasaban.

Utoljara, de nem utolsésorban szeretném megkoszonni Téth Tibor

szakdolgozém kozremiikodését a jegyzet szamitogépes szerkesztésében.

Debrecen, 1994, 2000.

A szerzd






Bevezetés

A sorbandllasi elmélet a kéznapi életben el6forduld egyik kellemetlen
jelenség, nevezetesen a varakozas vizsgalataval foglalkozik. Nemcsak mi,
hanem szamos teriileten eloforduld igények is sorba allnak, pl. hivasok a
telefonkozpontban, levelek és iratok a hivatalban, programok a kozponti
egységnél, csak hogy néhanyat emlitsink. Nem véletlen, hogy szébahoztuk
a telefonforgalmi és szamitégépes problémakat. Az elmélet torténetében
donté helyet foglalnak el ezek az alkalmazasi teriiletek. A sorbanallasi
rendszerek tanulmanyozasat a telefonforgalmi problémak megoldasara A.
K. Erlang dan mérnok kezdte el a XX. szazad elején.

Munkdja nemcsak a mérnokok, hanem a matematikusok figyelmét is
felkeltette, és nagyon sok cikk és konyv foglalkozott a valdszintiségszamitasi
hattérrel. A sorbandllasi elmélet szinte onallé tudomannya notte ki magat,
melynek eredményeit és modszereit sikerrel alkalmazzak tobbek kozott
a megbizhatésagelméletben, szamitastudomanyban, operacidkutatasban.
Sok kival6 matematikus szerzett hirnevet a sorbandllasi elmélet teriiletén.
Ami rendkivil fontos az az, hogy egy jelenleg is dinamikusan fejlodé
teriiletrol van sz, melynek miveloi ma is szamos dolgozatot és konyvet
irnak. A érintettek listaja elég hosszu, ezért inkabb az irodalomjegyzékben
felsorolt muveket ajanljuk figyelmébe.

A konnyebb eligazodas miatt kulonvalasztottuk az altalanos elmélettel
foglalkozdkat a szamitastechnikai jellegliektol. Természetesen ezek csak a
legfontosabbak, ezért az érdeklodo olvasdknak a teljesebb listahoz Prabhu
(1987), Takagi—Boguslavsky (1991), és Takagi (1990) konyvét is javasoljuk.

Meg kell emliteniink, hogy ezek a konyvek donto tobbségben meg-
talalhatok a Kossuth Lajos Tudomanyegyetem Matematikai és Informatikai

Intézet konyvtaraban. A sok jé mi koziil véleményiink szerint a legjobbak
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Boxma—Syski (1988), Cooper (1981), Gnedenko—Kovalenko (1989), Gross—
Harris (1985), Kleinrock (1976, 1979), Saaty (1961), Takagi (1991, 1993),
Takacs (1962), White—Schmidt—Bennett (1975), Allen (1978), Gelenbe-
Mitrani (1980), Lavenberg (1983), Sauer-Chandy (1981), Trivedi (1982).

Mivel eddig magyar nyelven igazabdl csak Kleinrock (1979) klasszikus
konyve foglalkozik részletesen a sorbanallasi elmélettel, ezért a jelen jegyzet
véleményiink szerint hianypdétlo.

Felépitésében a kovetkezd célokat tuztik ki:

1. Azok is hasznalhassak, akik nem rendelkeznek fejlett matematikai
hattérrel.

2. A olvasé ismerje meg az alapveté matematikai médszereket.

3. Felhivjuk a figyelmet a magyar matematikusok munkaira.

4. Az olvasét onalldémunkara serkentsiik.

Ezen célok elérésére a jegyzetet 3 f6 részre bontottuk. Az ,,Alapfo-
galmak” fejezetben rovid osszefoglalot adunk a felujitaselmélet, a folytonos
ideji Markov-lancok és a sziuletési-kihalasi folyamatok fobb definiciéibdl és
tételeibol.

Az ,,Alapfoki sorbanallasi elmélet” részben a folytonos idejl
Markov-lancok szintjén targyaljuk a fobb modelleket. Lathatjuk, hogy a
legegyszeriibb esetekben a rendszerjellemzok zart alakban adhaték meg.
Hogy nem mindig van ez igy, ezért tekintettiik TomkoJdézsef modelljeit az
inhomogén gépkiszolgalasi probléma esetére.

A , Kozépfoku sorbanallasi elmélet” fejezetben a legfontosabb
gyakorlati alkalmazasok miatt targyaljuk az M /G/1 rendszert, és a Takacs
Lajos &ltal kidolgozott < m/M/G/1 > modellt, melyben a bedgyazott
Markov-lancok moédszerét kovetjik. A segédvaltozék moddszerének il-

lusztralasiara az < n/M/G/1/PS > rendszert és a szerzé altal vizsgalt



<n/G/m/r/FIFO > modellt mutatjuk be. Meggy6z6dhetiink a mate-
matikai analizisbeli eszkozok fontossagarol, hiszen sokszor alkalmazzuk a
generatorfiiggvényeket, a Laplace-Stieltjes ill. Laplace-transzformaltakat,
differencia ill. differencidl-egyenletrendszereket, sot az integrodifferencial-
egyenletrendszereket is.

Természetesen nemcsak ezek a modszerek hasznalatosak, de terjedelmi
okokbdl nem ismertethetjiik a numerikus, aszimptotikus és szimuldcios
eljarasokat. gy érezzik, hogy a megadott hivatkozdsokban mindenki meg-
talalhatja a kivant mddszerre vonatkozé informacidkat.

A figyelmes olvasé hamar rijohet, hogy elég sok esetben a formulak
meghatarozasakor pétolnia kell a hianyzdszamitasokat. Ezzel az a célunk,
hogy egyiitt dolgozzunk a kozos cél eléréséért.

Be kell vallanunk, hogy a jegyzet stilusanak alakitasaban az emlitett
Kleinrock konyv donto szerepet jatszott. Megprobaltuk nem kovetni a
szigoru definicio-tétel-bizonyitas 1épéssorozatot, és igy a nem matematikus
olvasok részére is hasznos segédletet adni. Azonban vannak olyan fejezetek,
ahol ez a szigoru felépités a torténeti hiiség miatt megmaradt. Igyekeztiink

feladatok segitségével is érthetébbé tenni az adott problémakort.

Végiil szeretnék koszonetet mondani Dr. Tomko Jozsefnek, Dr. Araté
Matyasnak, Dr. Takacs Lajosnak, Dr. Mogyorddi Jozsefnek és Dr. Benczir

Andrasnak, akik tanacsaikkal sokat segitettek eddigi munkamban.

Az el6fordulé hibakra vonatkozé észrevételeket és mindenfajta javito
szandéku megjegyzést orommel vesziink az alabbi cimen:

jsztrik@math.klte.hu

http://it.math.klte.hu/user/jsztrik/index.html






I. Alapismeretek

Jelen fejezetben roviden ismertetjiik azokat a fogalmakat, amelyek
segitségével a késObbiekben megkonstrualhatjuk a kiilonb6z6 rendszerek
miikodését leird sztochasztikus modellt.  Terjedelmi okok miatt nem
torekedhettink szigoribb matematikai targyalasmodra, csak a legfontosabb
tételeket gyujtottik ossze, melyek ismerete nélkulozhetetlen az eléforduld
rendszerek vizsgalatanal. Bebizonyitunk néhany egyszeribb allitast, de
legtobbszor bizonyitas nélkil mondjuk ki a tételeket.

Az érdekl6d6é olvasdéknak az aldabbi klasszikus konyveket ajanljuk:
Feller (1978), Gihman — Szkorohod (1975), Karlin — Taylor (1985), Ross
(1970), Takdcs (1960), Tomké (1968).

I.1. Felujitaselmélet

Legyenek {X}}%2, nemnegativ, azonos eloszlasui, egymdstdl fiiggetlen

valoszinlségi valtozok. Az
Sn=X1+--+X,, n>1, S=0
valészintiségi valtozok segitségével definidljuk a kovetkezo folyamatot

N(t) = mTzLxX{Sn <t}

1. Definicié.
Az {N(t),t > 0} sztochasztikus folyamatot felujitisi folyamatnak

nevezzuk.

A kovetkezo interpretaciot adhatjuk. Bizonyos események bekovetkezését

figyeljiik. Jelolje X; az i-edik és az (i —1)-edik esemény ko6zotti idotartamot.
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Ekkor N(t) a t idétartam alatt bekovetkezett események szamat adja. Az
S, valoszintségi valtozot az n-edik esemény bekovetkezéséhez sziikséges
vdrakozdst idonek nevezzik.

Konnyi belatni, hogy N(t) realizaciéi jobbrdl folytonos 1épcsds
fuggvények, ahol egységnyi ugrasok torténnek az S,, idopillanatokban.

Az N (t) definicidjabdl egybdl kovetkezik, hogy

{N(t) > n} <= {5, <t}
(<= az ekvivalencidt jel6li) Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket. Legyen
F(z) = P(Xy <z), F,(x)=P(S,<x),

ahol

vagyis F,(xz) az F(z) eloszlisfiiggvény onmagdval vett n-szeres kon-
volucidja. (Jeldlése F x --- x F.) Feltehetjiik, hogy F(0) = 0.
2. Definicio.

Az M(t) = E(N(t)) figgvényt felijitdasi fiiggvénynek nevezzik.

Az aldbbiakban N (t)-re és M (t)-re mondunk ki néhdny fontos tételt.

1. Tétel.
P(N(t) = k) = F(t) — Frp41(t), t>0,

M(t) = E(N(t)) = Y Fi(t).
k=1
Bizonyitds. Lathato, hogy

{N(t) = k} S {Sk <t< Sk+1},



{Sk—i—l S t} - {Sk: S t}a

vagyis

[N(t) =k} = {Sk <)\ {Ses < t}.

Azonban igy

Tovabba

Meg lehet mutatni, hogy
M(t) < oo, t>0.

Meg kell jegyezniink, hogy ha F(z) = 1 — e~ *%, akkor N(t) A paraméterti

Poisson-folyamatot alkot.

2. Tétel.
Az N(t) folyamatra teljesiil a nagy szdmok erls torvénye, azaz 1
valészintiséggel N
i =

ahol p = E(X,,) < oo.

Bizonyitds. Tekintsiik a (0, t] intervallumot, ekkor
SNy St < Sn)+1-

Azonban az S, sorozatra igaz a nagy szamok erOs torvénye, azaz n — 0o

esetén



1 valészintiséggel. Tovabba 1 valdszintliséggel

SN(t)
N (t)

—

Hasonldan, 1 valdoszintiséggel

SN(t)+1 _ SEN(1)+1 . N(t)+1
N({t) — N()+1 N(t)

— 1.

fgy az

N@) _N@ N
SN(t)+1 t SN()

relaciébdl az
N(?)

AN
t

Tl

osszefiiggést kapjuk.
Az alabbiakban bizonyitas nélkil kozlink néhany fontos tételt, amelyek

az alkalmazasban nagy szerepet jatszanak.
3. Tétel. (Elemi felujitasi tétel)
M) 1

lim —~ = —.
t— o0 t U

4. Tétel.

ahol 02 = D%(X,).

5. Tétel.
Legyen i < 00, és 02 < oo. Ekkor

N(t)—
P 7 SV — ®(y).
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3. Definicio.
Az X nemnegativ val6sziniiségi valtozot (vagy az F(x) eloszldsfiiggvényt)
o0
rdcsosnak nevezzik, ha létezik olyan § > 0, melyre Y P(X =nd) = 1, azaz

n=0
X értékei nd alaku szamok. Ekkor d-t X periddusanak nevezziik.

6. Tétel. (Blackwell-tétel)

(i) Ha X nem racsos eloszldst, akkor V 7 > 0 esetén

, T
tl_l)Iglo [M(t+71)— M(t)] = P
(ii) Ha X periédusa 6, akkor
lim [M(nd) — M 1)9)] = g
i [0 (nd) — M (0~ )3)] ==

Legyen h(t) korlatos fliggvény a [0, 00)-en. Tovabba tegyiik fel, hogy
az alabbi feltételek is teljesiilnek még

(i) A(t) >0, t>0,
(ii)) h(t) nemnovekvd,
(ifi) [ h(t)dt < oc.
]%kkor kimondhatjuk az in. alaptételt, amely nagyon nagy jelentoségii
az alkalmazott valésziniiségszamitasi modelleknél.

7. Tétel. (Smith-tétel, vagy a felujitaselmélet alaptétele)

Ha F(t) nem récsos, akkor

t

1 oo
lim [ h(t —x)dM (x :—/h
t— 00 U
0 0
Meg kell jegyezniink, hogy a Blackwell-tétel és Smith-tétel ekvi-

valensek.



Térjiink vissza az

osszefiiggésre. Lathatd, hogy

M(t) = F(t) + iF*Fn(t) = F(t) + F % iFn(t) =

M(t):F(t)+/M(t—9:)dF(9:)

osszefuggést felujitdst eqyenletnek nevezzik.

Az
F*(s) = / e~StdF(t), M*(s) = / e StdM (1)

Laplace-Stieltjes transzformaltakra igaz

M*(s) = F*(s) + M*(s) - F*(s).

Ebbél "
F*(s

M*(s) = —— 2

)= " F @)
illetve ( )
M*(s

Fr(s) = — )

(5) =1 M (s)’

azaz F(t) és M (t) kolcsonosen meghatarozzak egymast.



Elo6szor dltalanositjuk a felijitasi egyenletet a kovetkezoképpen:

o) =h(t) + [ glt - )P (z),

ahol h(t) és F(t) ismert fiiggvények g¢(t) pedig az ismeretlen a fenti in-
tegralegyenletben. Megmutatjuk, hogy

ahol M (t) = >  F,(t) a feldjitasi fiiggvény.
n=1
Vegyiik a Laplace-Stieltjes transzformaltakat mindkét oldalon. Ekkor

g'(s) = h"(s) +97(s) - F"(s).

Ebbol az elozoek szerint

__h(s)
1 — F*(s)

£ (s)

g (s) :h*(s)—l—h*(s)m = h*(s) + h*(s) - M*(s).

Invertalva

Vezessiik be a kovetkez6 valészintiségi valtozdkat:

Yt = SN(t)+1 — ti hdltralévé élettartam,

0 =t — Sn): eltelt idétartam, vagy életkor,

By = 0t + 2 teljes élettartam.

Vizsgaljuk mojst meg a v; hatralévo élettartam és a ¢, eltelt idotartam

asszimptotikus eloszlasat!



A definiciékbdl lathato, hogy
P('Yt—y>m) 7hay§t7

Plvy>z | X1=y)=40 ,hat <y <t+u=,
1 ,hay>t=uw.

P(’Yt>37):/P(7t>$|X1=y)dF(y):

— /tP(% > x)dF(y) + 7$OdF(y) + /oo 1dF(y) =
0 t tra

t
_ /p(% > 2)dF(y) + 1 — F(t+2),
0
amely az altalanositott felujitasi egyenlet.

Legyen h(t) =1 — F(t + ). Mint lattuk

t

P(yy > x) = h(t) + / h(t —y)dM (y).

0

Tekintsiik a ¢ — oo hatardtmenetet. Vegyiik észre, hogy tlim h(t) =0, és
—00

alkalmazva a Smith-féle alaptételt

/ t—l—:c
0

A P(y <z) =1— P(y > z) alapjan

(o ]

/1_

hmP%>x =

==
tl'—‘

Pl <) = Ft+) ~ [(1= F(t+2 - y))dM(y)



illetve
xr

lim Py < x) = %/(1 — F(y))dy,

t— o0
0

ha F(x) nem récsos.

Tekintsuk a d;, v; valoszinliségi valtozokat. Vegyiik észre, hogy
d; > x <= nincs feltjitas a [t — z,t] — n,
és
Yi—z > ¢ <= nincs feldjitds a [t — z,t] — n.

Ebbdl
P((st > .’IJ) = P(’Yt—:c > .’IJ)

Az el6z6ek alapjan

Bebizonyithaté, hogy

| 1T
lim P> 2, 60> 9) = - / (1 - F(u))du.
+y

T

Az is belathato, hogy

v, és 6, fiiggetlen <= ha F(z) =1 —e 7.



I.2. Markov-folyamatok

1.2.1. Markov-lancok

I[.2.1.1. A Markov-lanc definicigja

A Markov-lanc fogalmahoz legegyszeriibben a fiiggetlen kisérletek fo-
galmanak altalanositasaval jutunk el. Tekintsiik egymas utan végrehajtott
kisérletek sorozatat. Legyen Ei,FEs ..., E;, ... egy teljes eseményrendszer.
Vizsgaljuk az egyes kisérletek eredményét az E; események bekovetkezése
szempontjabdl. Definidljuk a &, (n = 0,1,2,...) valésziniiségi valtozdkat
ugy, hogy &, = 4, ha az n-edik kisérletnél az E; esemény fordul elo.

Fiiggetlen kisérletek esetén érvényes, hogy

Pln=J|& =11, =12,...,6n—1 = ln_1) = P(& =)

minden n-re, és a széban forgd valdsziniiségi valtozok valamennyi lehetséges
értékére. A Markov-lanc fogalmahoz akkor jutunk, ha a fenti valészintiségnél
feltessziik, hogy a &, valtozo valoszintiségeloszlasa fiigg az el6z6 &1, ..., &1
valtozdéktol is.

Ha fennall minden n-re és a valtozok oOsszes lehetséges értékeire, hogy

(1)
P(En :] ‘ 61 :i17§2 :i2a"'7§n—1 :in—l) :P(é.n :] | gn—l :in—l)

ugy azt mondjuk, hogy az egymadst koveté kisérletek, illetve a (&)
valoszintiségi valtozék egyszerit Markov-lancot alkotnak.
Megjegyezziik, hogy r-edrendié Markov-lancrél beszéliink akkor, ha

rogzitett r-nél minden n-re és a valtozdk Osszes lehetséges értékeire fennall



P(gn =7 | E1=11,8 = t9,...,&n1 :in_l) —
P(é.n :] | fn_r :in—r,---,fn—l :in—l)-

Igy az elébbi definiciét, az elsérendi (vagy egyszerili) Markov-lanc definiciéjs-
nak tekinthetjik. A kovetkezokben csupan elsérendiic Markov-lancokkal
foglalkozunk, anélkiil, hogy ezt kiilon mondanank.

A Markov-lancok fontos specidlis esetét képezik a homogén Markov-
lancok. Ezeknél a P(&, = j | &n—1 = i) dtmenetvaldsziniiségek fiiggetlenek

az n-tol, azaz

P(én:] | Sn—lzi):pij

irhat6. Ha az atmenetvaldszintiségek n-tol is fiiggnek, ugy inhomogén
Markov-ldncrdl beszélink. A tovabbiakban csak homogén Markov-
lancokkal foglalkozunk.

Fizikai alkalmazasokat szem elott tartva a Markov-lancokkal kapcso-
latban rendszerint a kovetkezo terminoldgia szokasos: az E; eseményeket a
rendszer dllapotainak nevezzik. A &y valtozd P(&y = i) = P;(0) eloszlasat
kezdeti eloszldsnak és a P(&, = j | &n—1 = i) feltételes valdsziniiséget
atmenetvalosziniségnek nevezziikk. Ha pedig &,_1 = 1 és &, = 7, akkor
azt mondjuk, hogy a rendszer az n-edik [épésben datmenetet tett.

Ha egy Markov-lancnal ismerjiik a kezdeti eloszlast és az atmenetvaldszi-
niségeket, ugy ezek segitségével az osszes &, valtozd eloszlasa egyértelmiien
meghatarozhato. Fontos feladat annak megvizsgalasa, hogy a &,, valtozéknak

n — oo-re létezik-e hatareloszlasa, és ha létezik, hogyan hatarozhaté meg.
[.2.1.2. Az atmenet- és abszolut valdszintiségek

Tekintstiink egy homogén Markov-lancot

(2) pij =P =17 |&-1=1)



atmenetvaldsziniségekkel. Legyen tovdbba P(&, = j) = P;(n).
Nyilvanvaléan fenndll, hogy > pix =1 és p;; > 0.
k

A p;; atmenetvalészinliségek elrendezhetok a kovetkezo matrix alak-

ban:
P11 P12 P13
< p21 P22 P23
(3) T =

D31 P32 P33

m az un. dtmenetvaldsziniségek mdtriza. A ™ matrix négyzetes, elemei nem
negativak, és a sorok Osszege 1. Egy ilyen matrixot sztochasztikus mdtriznak
neveziink.

Egy Markov-lanc egyértelmiien meg van hatarozva a m matrix és a
(Pj(0)) kezdeti eloszlas megaddsaval. A (Pj(n)) eloszlas meghatarozasara
vezessik be az n Iépéses dtmenetvalosziniségek fogalméat. Ezeket a

kovetkezoképpen értelmezziik:

(4) pl(;l) = P(£m+n :j | £m = A’L)

Konnyen belathatd, hogy homogén Markov-lanc esetén ez a feltételes
valdszintiség nem fiigg m-t6l. A teljes valdsziniiség tétele alapjan a Pj(n)

abszolut valosziniségek a kovetkezoképpen hatarozhaték meg:

(5) Pi(n) = 3" Pi(0) - p

Apf

niségek segitségével torténik a kovetkezo rekurziv képlet alapjan:

n-lépéses dtmenetvaldszinliségek kiszamitasa a p;; &tmenetvaldszi-



n n—1
(6) o =3 vy Y,
k

amely a teljes valdsziniliség tétele alkalmazasaval igazolhatd. Specialisan
pz(Jl-) = p;j. Ha a pg.l) atmenetvaldszintségeket is elrendezziik matrix alak-
ban, 4gy ez a matrix n", azaz a m matrix n-edik hatvanya lesz. Ez teljes in-
dukciéval igazolhatd, a matrixok szorzasi szabalya alapjan, a fenti rekurziv

képlet tekintetbe vételével.
I.2.1.3. A Markov-lancok és allapotainak osztalyozasa

Azt mondjuk, hogy az Ej, allapot elérheté az E; allapotbdl, ha létezik
olyan n, hogy pz(?) > 0. Egy Markov-lancot irreducibilisnek neveziink
akkor, ha minden allapota elérhet6 minden allapotabdl. A nem irreducibilis
Markov-lancok vizsgalata visszavezetheto egymastél fuggetlen irreducibilis
Markov-lancok targyalasara.

Egy Markov-lanc allapotainak €' halmazat zdrinak mondjuk, ha
egylépéses dtmenettel nem lehet kijutni ebbdl a halmazbdl, azaz p;i = 0,
ha F; € C, és E, ¢ C. Nyilvanvaléan ekkor tetszoleges n-re is fennall
pgz) =0, ha E; € C és E, ¢ C. Az irreducibilis Markov-lancok allapotai
egyetlen zart halmazt alkotnak. Ha csupan egy zart C halmaz allapotait
tekintjik, tugy egy rész Markov-lancot nyeriink, amely a tobbi allapottdél
fuggetlenil vizsgalhato. Egy Markov-lancot szétbonthatonak mondunk, ha
allapotai két vagy tobb zart halmazra bomlanak.

Ha egyetlen Ej allapot képez egy zart halmazt, akkor az E} allapotot
abszorbedlo dllapotnak nevezziuk. Ekkor prr = 1.

Tekintsiink egy tetszoleges, de rogzitett E; allapotot. Tegyiik fel, hogy
a rendszer kezdetben E; &llapotban van (& = j). Jelolje f;") annak a

valoszintiségét, hogy az elsO visszatérés az F; allapotba az n-edik 1épésnél



kovetkezik be (fO = 1). Az ™, n = 1,2,3,... valészintiségek sorban
J J

meghatarozhatdk a

(n) _ (m) (n m)
(7) Py Z i

rekurziv képletek alapjan. Annak a valdszinusége, hogy a rendszer

valamikor visszatér az E; allapotba,

8) fi=Y £
n=1

Ha f; =1, azaz a visszatérés biztos, ugy a visszatérésig megtett 1épésszam

varhato értéke, az dtlagos visszatérési 1do

o0

(9) = nf".
n=1

A fentiek elorebocsatasa utan a Markov-lanc allapotait a kovetkezokép-
pen osztalyozhatjuk:

Az FE; éllapotot rekurrens dllapotnak mondjuk, ha az F; allapotba
valé visszatérés biztos, azaz f; = 1. Az E; allapotot tranziens dllapotnak
mondjuk, ha az E; allapotba valé visszatérés nem biztos, azaz f; < 1. Az
E; rekurrens allapotot zérus dllapotnak nevezziik, ha az atlagos visszatérési
id6 végtelen, azaz f; = 1 és u; = oo.

Az E; allapotot periodikusnak mondjuk, ¢ periddussal, ha az Ej
allapotba valé visszatérés csupan a t, 2t, 3t,... lépésnél kovetkezhet be, és
t > 1 a legnagyobb ilyen tulajdonsaggal rendelkez6 szam. Ekkor p( ") — =0,
ha n nem oszthato t-vel.

Az E; rekurrens allapotot ergodikusnak mondjuk, ha nem zérus allapot

és nem periodikus.



1. Tétel.

Egy irreducibilis Markov-lanc allapotai mind ugyanazon osztalyhoz tar-
toznak: vagy mind tranziensek, vagy rekurrens zérus allapotok, vagy rekur-
rens nem zérus allapotok. Mindegyik esetben az Osszes allapot periddusa
megegyezik.

Megjegyzés. Egy véges sok allapotu lancnak nem lehet zérus allapota, és

nem lehet az 0sszes allapotza tranziens.

I.2.1.4. Nem periodikus Markov-lanc hatareloszlas-
tételei

Egy Markov-lancot ergodikusnak neveziink, ha a (Pj(n)) valészintiség-
eloszlasok a kezdeti (P;(0)) eloszlastdl fliggetlen (P;) hatdreloszlashoz kon-
vergalnak, azaz lim Pj(n)=P;, j=1,2,3,....

n— o0

A kezdeti (P;(0)) eloszlast staciondrius eloszldsnak mondjuk abban az

esetben, ha a (Pj(n)) eloszlasok megegyeznek a kezdeti eloszlassal.

2. Tétel.
Tegyiik fel, hogy egy irreducibilis Markov-lanc allapotai nem peri-
odikusak, nem tranziensek, és nem zérus allapotok. Ekkor (P;(0)) kezdeti

eloszlastol fiiggetlenil 1éteznek a

n— oo

hatérértékek. Tovabba (P;) egy valésziniiségeloszlas pozitiv elemekkel, azaz

(11) Pi>0 6 Y Pj=1
J

A (Pj) valészintiségeloszlas egyértelmiien meghatarozhaté az alabbi linedris

egyenletrendszer segitségével:

(12) Pj = Zpipij-
J



Végiil fenndll, hogy az E; allapot atlagos visszatérési ideje, u; = 1/P;.

Megjegyezziik, hogy ha egy irreducibilis Markov-lanc allapotai nem
periodikusak, de az Osszes allapotai tranziensek vagy zérus allapotok, ugy

a kezdeti eloszlastdl fliggetleniil fennall lim P;(n) = 0.
n— oo

Megemlitiink néhany kritériumot egy Markov-lanc ergodikus voltanak
eldontésére.

A. A. Markov tétele szerint véges sok allapottal biré, nem periodikus és
irreducibilis Markov-lanc allapotai ergodikusak, és igy érvényes a 2. Tétel.

Egy tetszoleges, nem periodikus és irreducibilis Markov-lanc ergodikus,

ha a (12) alatti
Z TiPij = Tj

egyenletrendszernek létezik olyan nem zérus megoldasa, amelyre
Z ‘l‘l| < 0.
i

A 2. Tételbol kovetkezik, hogy ha a Markov-lanc ergodikus, dgy
egyetlen staciondrius eloszlds létezik, éspedig ez a (P;) hatareloszlassal
egyezik meg. Ha pedig egy irreducibilis és nem periodikus Markov-lanc
allapotai tranziensek vagy zérus allapotok, gy nem létezik stacionarius
eloszlas.

Fizikai rendszereknél a statisztikai egyensily-allapotot a stacionarius
eloszldssal irjuk le, és azt a tényt, hogy a (P;(n)) eloszlasok konvergdlnak a
(P;) hatareloszlashoz, ugy értelmezziik, mint az egyensilyi allapothoz valé

kozeledést.



I.2.2. Markov-folyamatok

1.2.2.1. Bevezetés

A Markov-lancok targyaldsdndl valsziniiségi valtozok (&) sorozatanak
vizsgalataval foglalkoztunk. Ha egy fizikai rendszer allapotanak idobeli
valtozasat vizsgaljuk, és ¢t = 0,1,2,...,n,... idopontokban a rend-
szer allapotat &g,&1,&2,...,&,, ... valtozdkkal jellemezziik, ugy sok eset-
ben a (&,) valtozok Markov-lancot alkotnak, és ekkor alkalmazhatjuk a
Markov-lancokra vonatkozo eredményeket. Sokszor azonban ez a targyalas
nem kielégito, és a rendszer allapotdnak pontos idobeli valtozasa érdekel
benntuinket. Ilyenkor bevezetjuk a & valdszintiségi valtozét, amely a rend-
szer allapotat ¢t idopontban jellemzi, és ezt a valds t paraméter véges vagy
végtelen intervallumba es6 értékeire tekintjik. A & valdszintségi valtozok
barmely ilyen Osszességét sztochasztikus folyamatnak nevezzik. Miként
a (&,) sztochasztikus sorozatok vizsgdlatanal a Markov-lancok jatszottak
fontos szerepet, Ugy a sztochasztikus folyamatok korében a Markov- tipusu

folyamatok birnak kiterjedt alkalmazési teriilettel.
1.2.2.2. A Markov-folyamatok definicéja

Tekintsiik a t paraméter véges vagy végtelen intervallumba eso értékeire
értelmezett valds & valdszintliségi valtozdk osszeségét. A (&) sztochasztikus

folyamatot Markov-folyamatnak nevezziik, ha fennall

(13) P(ft <z | gul :ylaguz :y%-'-afun :yn):P(ft <z | gun :yn)

valamennyi u; < ug < ... < u, < t-re és a széban forgd valtozok oOsszes
lehetséges értékeire. Ilyen mdédon a Markov-folyamatok a Markov-lancok

kozvetlen altalanositasanak tekinthetok.



Ha egy Markov-folyamatnal ismerjiik a &y valtozé P(& < x) = P(0,x)

kezdeti eloszlasat és a kovetkezo feltételes eloszlasfiiggvényeket,
(14) P& <z |&=y) =F(s,y;t,z) (ahol (s < t),

az un. datmenetvalosziniségeket, ugy ezzel a folyamat egyértelmiien meg
van hatarozva.

Specidlisan a P(& < z) = P(t,z) eloszlasfuggvényt

o0

(15) P(t,z) = / F(0,y,t,z)d, F(0,y)

— 00

szolgaltatja.
A teljes valdsziniiség tétele szerint konnyen belathatdé, hogy az

F(s,y,t, ) dtmenetvalészinliségekre fenndll az

o0

F(s,y,t,z) = / F(u,z,t,z)d, F(s,y,u,z)

— 00

un. Chapman-Kolmogorov egyenlet, ahol s < u < t.

A (&) Markov-folyamatot ergodikusnak nevezziik, ha létezik a
tll)rgo P& <z | & =y) hatdreloszlasfiiggvény és fiiggetlen y-t6l. Ekkor
tli)rgo P(t,z) is 1étezik és az el6z6vel megegyezik.

A & valtozé P(0, ) eloszlasat staciondriusnak mondjuk, ha
P& <z)=P(t,x) = P(0,x). A (&) Markov-folyamatot osztalyozhatjuk
még aszerint is, hogy & értékkészlete diszkrét vagy & valtozasa folytonos,

vagy & valtozasa folytonos és ugrasszeri lehet.



I.2.2.3. Markov-folyamat megszamlalhaté sok
allapottal

Tegytiik fel, hogy a vizsgalt fizikai rendszer véges vagy megszamlalhatdéan
végtelen sok FEq,Fs,...,FE,,... leh etséges allapottal rendelkezik, és
legyen & = 7, ha t idépontban FE; allapotban van a rendszer. Az

atmenetvalosziniségeket definialjuk most a kovetkezoképpen:

(16) P& =7 |& =ij =pij(s,t) (s <t).

Ennek segitségével a (14) alatti &tmenetvaldszintiségek a kdvetkezékép-

pen fejezhetok ki:

A Chapman-Kolmogorov-egyenlet ebben az esetben a kovetkezo,

egyszeriibb alakban is kifejezheto:

(17) pik(37 t) = Zpij (37 u)pjk(u7 t)'
J
A Kolmogorov-féle egyenletek: Tegyiik fel, hogy
1. Minden egyes E,, dllapotnak megfelel egy folytonos ¢, (t) > 0 fliggvény
ugy, hogy t-ben egyenletesen

. 1 —pun(t,t + At)
(18) Aim, Al

= cp(1).

Ez a feltétel a kovetkezot jelenti: Ha t idopontban a rendszer E,
allapotban van, gy annak a valésziniisége, hogy (¢,t + At) id6kézben
valtozas torténik: ¢, (t) At + o(At).

2. Barmely két kiilonboz6 E; és Ej allapothoz tartozik egy pjx(t)

atmenetvaldsziniliség ugy, hogy t-ben egyenletesen fennall



. 2t t+ At R
(19) lim 225 " ) = i (0pin (o)

At—0

A pjr(t)-k t-ben folytonosak, p;;(t) = 0 és
(20) > piklt) =
k

A pjr(t) annak a feltételes valdsziniiségét jelenti, hogy ha a t
idépontban a rendszer E; allapotban van, és valtozas torténik, akkor ezzel
a rendszer Ej allapotba jut.

3. Rogzitett k esetén a (19) hatardtmenet j-ben egyenletes.
Az 1., 2. és 3. feltételek teljesiilése esetén fennall Kolmogorov elsd

differencidlegyenlet-rendszere:

8plk Sat ~
ey D pesit) + 3 piglon e ()55 0)
j#k
Ez a Al%m0 P ““(S’HAAti_p ir(8:8) hatgratmenet elvégzésével adédik, ha még tek-
%

intetbe vessziik, hogy pir(s,t + At) = > pii(s, t)pjr(t,t + At). A (12)
egyenletrendszerben i és s paraméterek, amelyek csupan a
(5,8) = 1 ,hak=z1,
PiklS:5) =00 ,hak #1,
kezdeti feltételekben mutatkoznak.

Hasonléképpen nyerjiik az 1. és 2. feltételek teljesiilése esetén a Kol-
mogorov mdsodik differencidlegyenlet-rendszerét:
apzk: (8) t)

ds = Cz( )pzk: S, t me p]k: S, t
JFi

(25)



7 —A ,t — P ,t ’ ’ ’ ’ ’
Dik(s SAz pir(st) hatdratmenet elvégzésével

adédik, ha elébb p; (s As ) =Y pij(s — As, s)pjr(s,t) eloallitast alka-

Ez az egyenletrendszer hm

j
Imazzuk. Most a kezdeti feltételek:
1 ,hai=k
Zp ik(s,t) = { , . ,
- 0 ,hai#k.
A (21) és (22) differencidlegyenlet-rendszerek mindegyike a megfelel6
kezdeti feltételekkel egyértelmiien meghatdrozza a p;x(s,t) dtmenetvaldszi-
niségeket.

Megjegyezziik, hogy ((pik(s,t)) nem mindig szolgéltat valédi eloszlas-
fliggvényt, megtorténhet, hogy

ZPik(S, t) <1
k

Ekkor 1 — > pir(s,t) annak a valészinliségét jelenti, hogy (s,t) id&inter-
k

vallumban végtelen sok atmenet torténik.
Ha a & valtozé eloszlasat P(& = k) = Px(t) jeloli, akkor, ha ismerjiik
a (Px(0)) kezdeti eloszlasat, felirhatd, hogy

ZP )pik (0, 1),
és Pr(t) (21) szerint kielégiti a

(23) PO — —epPule) + 3 s R (P 1),
J#k

differencidlegyenlet-rendszert.
Ha a (&) Markov-folyamat homogén, akkor ¢;(t) = ¢; és pjr(t) = pjk
t-t6] figgetlen allandék. Ekkor p;x(s,t) = pi(t — s) irhatd, és az elsd

differencidlegyenlet-rendszer,

dpik (¢ R
24 O — —eupin(t) + Y espapis(0),

i#h




a mdsodik differencidlegyenlet-rendszer pedig

dpik(t) .
o = Cibik(t) +ei > pirpin(t),

JFi

(25)

lesz.

Most, ha P (& = k) = Px(t), 4gy (21) szerint ez kielégiti a

(26) d]j];t(t) = —Ck;Pk (t) + Z Cjﬁjkpj (t)
JFk

differencidlegyenlet-rendszert.

A (&) homogén Markov-folyamat ergodikus, ha a tll)rgo pik(t) = Py
hatarértékek léteznek, j-tél fliggetlenek, és (Py) valdszintiségeloszlas. Ha
(&) ergodikus, gy tl_lglo Py (t) = Py is fenndll. (23)-bdl kovetkezik, hogy a

(Py) hatéreloszlas a

(27) cxPr =) ¢ipirP;
ik
linearis egyenletrendszer megoldasaval egyértelmiien meghatarozhaté.
Ha a (&) homogén Markov-folyamatnal az allapotok szama véges, és
barmely mas dllapotbdl elérhetd, ugy (&) ergodikus, és a (Py) hatareloszlds
a (27) egyenletrendszer megoldasaval egyértelmilen meghatarozhato.

Gyakorlati alkalmazasoknal nagyon fontos az alabbi tétel

3. Tétel.
Legyen (&,t > 0) ergodikus Markov-folyamat. Ekkor 1 valésziniiséggel

T
1
P = lim ?/X(gt = k)dt =

T— o0
0

1
Y
CkMEkk

ahol



mik : a k allapotba vald elsd visszatérést ido varhato értéke,

X(A) : az A esemény indikatorfiiggvénye.
Szavakban: hosszutavon a k allapotban vald tartézkodasi idé osztva az
idointervallum hosszaval az ergodikus eloszlashoz konvergal. Mivel & a k

allapotban ¢ paraméterii exponencialis eloszlasu ideig tartozkodik, ezért

P a k allapotban val6 atlagos tartozkodasi id6
k ju

a k allapotba vald elsé visszatérési id6 varhaté értéke

I.3. Szuletési-halalozasi folyamatok

A Markov-folyamatok egy igen fontos specialis osztalya szuletési-
haldlozdsi folyamatok néven ismert. A definialé feltétel: minden allapotbdl
csak ,,szomszédos” dallapotba mehet végbe atmenet (+1-el véltozhat).
Allapottérnek ekkor a nem negativ egész szamok halmazat vélasztjuk (ami
nem megy az altaldnossdg rovasira), és Xy = i esetében Xy11 vagy i — 1,
vagy i, vagy ¢+ 1 lehet. A sziiletési-halalozasi folyamatoknak nagy szerepiik
van a sorbanallasi rendszerek vizsgalataban.

Ahhoz, hogy egy X (t) Markov lanc sziiletési-haldlozasi folyamat legyen,
ki kell elégitenie az aldbbi feltételeket :

1. P(X(t+h) = k+1|X(t) = k) = \ph + o(h);
2. P(X(t+h)=k—1X(t) = k) = pxh + o(h);

3. P(X(t+h)=k|X(t) =k) =1— (M + px)h + o(h);
4. P(X(t+h) =m|X(t) =k) =o(h), |m—Fk[>1,

ahol h egy tetszélegesen kis intervallumot jelent, o(h) pedig olyan men-
nyiséget jelol, amely gyorsabban tart 0-hoz, mint h, ha h — 0, vagyis
@ — 0, ha h — 0.



Vegyiik észre, hogy Mg, pr pozitiv mennyiségek fiiggetlenek az idotol.
A \p-kat szuletési intenzitdsnak, a ug-kat pedig haldlozdsi intenzitdsnak
nevezzik.

Jeloljiik Py (t)-vel annak valdsziniiségét, hogy a folyamat a ¢ idépillanat-

ban a k allapotban van, vagyis

Ezt szokas abszolut wvalosziniségnek is mnevezni.  Ezen valdszintiségek
kiszamitdasahoz figyelembe kell venni a kovetkezdket. A t+ h idépillanatban
a X(t) k allapotban van akkor és csak akkor, ha az aldbbi feltételek tel-

jestilnek:

1. t id6pillanatban a folyamat a k &llapotban van és a (¢,t + h)
idointervallumban valtozas nem kovetkezik be;

2. t idopillanatban a folyamat a k& — 1 allapotban volt és a k-ba tortént
atmenet;

3. t idopillanatban a folyamat a k + 1 allapotban volt és a k-ba tortént
atmenet;

4. (t,t + h) alatt 2 vagy tobb dtmenet tortént.
Lathato, hogy az 1-3 feltételek kolcsonosen kizarjak egymast, és a 4.

eset val6szintisége o(h).

Vildgos, hogy ¢ minden értékére teljes eseményrendszerrol van szo, igy:

(28) i Pi(t) = 1.
k=0

Az el6bbi feltételek teljesiilése utdn mar felirhatjuk a Pg(t + h)

valészintiséget:
Pi(t + h) =P, (t){1 — A\gh — pph + o(h)}
+ Pe—1(t){ -1k +o(h)}
+ Prpi{prrh +o(h)} +o(h), k=1



Ha mindkét oldalbdl kivonjuk Py (t)-t és osztjuk h-val, akkor h — 0 esetén
a kovetkezo differencialegyenleteket kapjuk:

Po(t)

(29) o

= —XoPo(t) + p1Pi(t),

dP,(t)
(30) dt

= — (Mg + pr) Pi(t) + Ae—1 Pe—1(t)+
—I_:u’k+1Pk+1(t)? k= 172737'-'-

Annak beldtasa, hogy a fenti egyenleteknek létezik egyértelmiien meghataro-
zott megolddsa nem konnyi feladat. Az egyenletrendszer megold-
hato, ha bizonyos megkotéseket tesziink a sziiletési-haldlozasi folyamatra
vonatkozéan. Meg kell adni a P(0), & = 0,1,2,... értékeket, ezenkiviil a
(28) egyenlOségnek is teljesiilnie kell.

Most tegyunk egy kis kitér6ét. Adjunk egy intuitiv mddszert arra,
hogyan lehet az elbbi differencialegyenlet-rendszert megkapni. Figyeljiik a
k allapotot. Eszrevehetjiik, hogy oda csak a k£ — 1 és a k + 1 allapotokbdl
lehet atlépni. Hasonloképpen a k allapototé csak ugy lehet elhagyni, hogy a
k—1 vagy a k+ 1 allapotba jutunk. Mivel dinamikus szituaciot vizsgalunk,
ezért vilagos, hogy a két ratanak a kiilonbsége, amellyel a folyamat belép
a k allapotba, ill. elhagyja azt, egyenlo kell, hogy legyen az illeté allapot
abszolit valdszintiségének a megvaltozasaval. Ennek segitségével leirhatjuk
a Py (t) valészintliségekre vonatkozd mozgdsegyenletet. A ¢ pillanatban az

érkezés intenzitasa ebbe az allapotba:

QAe—1Pr—1(t) + pgr1Prsr1(t),

mig a tavozas intenzitasa:

(Ak + pr) Pr(2).



E ketté kiilonbsége az abszolut valdsziniiség t-beli valtozdsival (de-

rivaltjaval) egyenld, azaz

dP;(t)
dt

= Ne—1Pr—1(t) + prt1Prer1(t) — ( Ak + pr) Pe(t) -

De ez éppen a (30) Osszefiiggés k > 0 esetén. Konnyi belatni, hogy ez az
érvelés a k = 0 esetben is korrekt egyenletre vezet.

Az Aaltalanos, idofiggd megoldas nehezen adhaté meg, ezért mi
megelégsziink az Un. egyensiulyi (vagy staciondrius) megoldassal, mivel ez
sok esetben jol hasznalhato.

Definidljuk a staciondrius megoldast, mint egy P, valdsziniiségi
eloszlast, amelyre fenndll a kovetkezs: Pi(t) = Px. Ha egy ilyen eloszlds
létezik, akkor egyértelml és minden k-ra teljesiil:

lim Pk(t) = Pk

t—o0

Mivel minket most csak a folyamat id6tol fuggetlen tulajdonsagai érdekelnek,
ezért elészor vegyiik a (30) baloldalanak hatarértékét ¢ — oo esetén, ez 0-val
lesz egyenlo, és egy kis atalakitassal a kovetkezo linearis differenciaegyen-

letet kapjuk:
MePr — pik+1Pry1 = M1 Pt — pi P, k=1,2,..
Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy
Ae—1Pr_1 — pr Pr = konstans, kE=1,2,..

A (29)-bél:
)\0P0 - IU,1P1 = 0.



Tehat a fenti konstansnak nullanak kell lenni, ezzel az alabbi egyenloségre
jutottunk:
pkPr = Ap—1Pr—1, k=1,2,..

Ez a kovetkezoképpen értelmezheto: a baloldal a & allapotbdl a k£ — 1
allapotba valé atmenet rataja, ami egyensilyban van a k — 1 allapotbdl
a k allapotba valé atmenet ratajaval, ami a jobboldalon talalhato. fgy az

egyensulyi allapot valdoszintiségei a kovetkezok:

Nt AR
P, = P_ —— P,
ahol
k
- H )‘i—la
i=1
és

k
= Hﬂi-
i=1

A P, valoszintuiséget egyértelmiien meghatarozhatjuk, mivel a valészintiségek
{Pr; k =0,1,2,...} Osszegének 1-nek kell lenni. Tehat, ha az

X

sor konvergens, és 0sszege ¢ akkor

k=1i=1

PO:QO_la

és ez egyben a stacionaris eloszlas létezésének elégséges feltétele is.

A Poisson-folyamat

A vizsgalt rendszerek kozil a legegyszeriibb a tiszta sziiletési folyamat.

Ekkor feltessziik, hogy pur = 0 minden k esetén. Tovabb egyszertsitve a



problémét tegyiik fel, hogy A\, = A\, k = 0,1,2,... . Ekkor a (29, 30) a

kovetkezore redukalodik:

AP, (t
O’;t( ) _ —APy(t) + APy_1(t), ha k > 1,
P

d C?t(t) — —APy(t), ha k = 0.

Az egyszeriiség kedvéért tegylik fel, hogy a rendszer a 0 allapotbdl indul a

0 idopillanatban, azaz

1 ,hak=0,
Pk(o)_{o ,ha k 0.

Konny 1atnji, hogy a Py(t) valészintiségre:
Py (t) = e M,

fgy a k = 1 esetre az alabbit kapjuk:

dPy (1)

— AP (1) + \e M,
o 1(t) + e

Ennek a differencidlegyenletnek a megoldasa:
Pyi(t) = Me .

Indukciéval folytatva a megoldast, konnyen meggyo6zodhetiink, hogy

At)F
Py (t) = ( k') e kE>0,t>0.

Ez a hires Poisson-eloszlds. A konstans A\ sziiletési intenzitasu tiszta
sziiletési folyamatban eloforduld sziiletések sorozatat nevezik Poisson-

folyamatnak.



Mivel a kapott eredményeket késobb a sorbanallasi rendszerek tanulma-
nyozasakor szeretnénk felhaszndalni, igy rogton sorbandllasi jeloléseket
vezetiink be: a Poisson-folyamatot mint igények beérkezését tekintjiik
valamilyen kiszolgalasi rendszerben, nem pedig mint egy populacié 4j tag-
jainak szuletését. Ezért \ az igénybeérkezés atlagos intenzitasa. A kezdeti
feltételllel egyiitt a Pj(t) mennyiség megadja annak valdsziniiségét, hogy
k igény érkezik be a (0,t) intervallumban. Vildgos, hogy ha &dtlagosan A
igény érkezik be idéegységenként, ezért egy t hosszusagui intervallum alatt
atlagosan At szamu igénynek kell beérkeznie, azaz a t ido alatt beérkezett
igények szamanak varhato értéke At.

A Poisson-folyamatot, mint tiszta sziiletési folyamatot vezettilk be, és
levezettiikk a Pj(t) mennyiségekre - egy adott ¢ hosszisdgu idSintervallum
alatt bekovetkezo érkezések szamanak valdszintségeloszlasara - egy for-
mulat. Vizsgdljuk most meg a beérkezések idopillanatainak egytittes
eloszlasat, ha el6re ismert, hogy éppen k igény érkezett ebben az in-
tervallumban. Osszuk fel a (0,¢) intervallumot 2k + 1 diszjunkt részre
a kovetkezOképpen. Az «; hosszisagu intervallumok elozzék meg a [3;
hosszisdgu intervallumokat (i = 1,...,k), és az utolsé intervallum a1
hosszusagu legyen, tovabba

k+1 k

Z o; + ZBZ =t.
=1 =1

Jelentse Ay azt az eseményt, hogy éppen egy beérkezés fordul el6 minden
egyes [3; intervallumban (i = 1,2,...,k), az «; intervallumban pedig egy
sem. Ay valdszintségét akarjuk kiszamolni, feltéve, hogy éppen k beérkezés

torténik a (0,t) intervallumban. A feltételes valészintiség definiciéjabdl

P(Ag|pontosan k beérkezés a (0,t) alatt) =

P( Ay és pontosan k beérkezés (0,t) alatt)
P(pontosan k beérkezés (0,t) alatt)




Amikor a Poisson-folyamat szerinti beérkezéseket vizsgaljuk disz-
junkt idéintervallumokban, akkor figgetlen eseményeket vizsgalunk, azaz
ezek egyiittes valdszintségét az egyes valdsziniiségek szorzataként lehet

kiszamolni. Konnyu latni, hogy
P(egyetlen beérkezés egy f3; hosszisagn intervallum alatt) = A\B;e™ %
és

P(nincs beérkezés egy a; hossziisagii intervallum alatt) = e~ %7,

Kihasznalva ezt, azonnal kapjuk a kovetkezot:

P(Ag| éppen k beérkezés (0,t) alatt) =

31  (AB1ABa. ABgeMremA2 o=MBr)(emAmrgmAaz o—Aak)
( ) o (()\t)k/k!)e_)\t =

_ Bifa- 5k
tk:

Maésrészt tekintsiink egy olyan folyamatot, amelynél a (0,¢) interval-
lumban k darab pont fordul el6 egymastdl fuggetleniil, mégpedig mindegyik

az intervallumon egyenletes eloszlas szerint. Konnyen belathato, hogy

(32) P(Ag| éppen k beérkezés (0,t) alatt) = <&> <&> <ﬁk> k!,

t t t

ahol a k! tényez6 amiatt jelenik meg, mert nem kiilonboztetjuk meg
a k darab pont permuticiéit. Eszrevehetjikk, hogy a (31) és a (32)
osszefuggésekben megadott két feltételes valdsziniiség megegyezik, és en-
nek alapjan arra gondolhatunk, hogy ha a Poisson-folyamatban ¢ id6 alatt

k beérkezés torténik, akkor a beérkezések eloszlasa ugyanaz, mint k darab



ugyanazon az intervallumon egyenletes eloszlasu pont eloszlasa. Ennek pon-
tos igazolasa a fenti gondolatmenet finomitasaval elvégezhet6. A sziiletési
folyamat tulajdonsagaibol konnyt levezetni, hogy a Poisson-folyamat ho-
mogén; vagyis ha X (s, s+1t) jeloli a t hosszisagu (s, s+t) intervallum alatti
beérkezések szamat, akkor

()\t)ke—At

P(X(s,s+t)=k)= B

fiiggetlentil attél, hogy hol helyezkedik el az intervallum (vagyis fiiggetleniil

az intervallum s kezdSpontjitdl).

Most a Poisson-folyamat és az exponencialis eloszlas kozotti osszefiiggés
vizsgalatara tériink at. Az exponencidlis eloszlasnak szintén koézponti sze-
repe van a sorbandllds elméletében. Tekintsiik a ¢ valészintiségi valtozot -
a két egymas utani ,,szomszédos” beérkezések kozott eltelt ido -, amelynek
eloszlas- és stirtiségfiigvényét F'(t), ill. f(t) jeloli. Ekkor f(t)At + o(At)
a valdészinusége annak, hogy a soron kovetkezd beérkezésig a legutolsé
beérkezéstol eltelt id6 legalabb ¢, de legfeljebb (¢t + At).

Mivel F(t) a valdsziniisége annak, hogy a beérkezések kozotti id6< ¢,
ezért

F(t)=1—P(t > t).

De P(t > t) éppen annak valészinfisége, hogy egyetlen beérkezés sem

kovetkezik be a (0,t) intervallumon, azaz Py(t). Azt kapjuk tehat, hogy
F(t) =1- Py(t),
igy az eloszlasfiiggvény (a Poisson esetben)

(33) Ft)y=1—e  t>0.



Ezt differencidlva, a strtségfiiggvény:

fity=xe™,  t>0.

Ez a jol ismert exponencidlis eloszlas, tehat a Poisson-folyamat esetén a
beérkezési 1dokozok fuggetlen exponencidlis eloszldsuak.

Az exponencidlis eloszlas legfontosabb jellemzdje az, hogy emlékezetnél-
kiili, azaz a valdszintuségi valtozéo miiltja nem jatszik szerepet jovojének
meghatarozasaban. Ezen a kovetkezot értjiik. Képzeljik el, hogy a 0
idopillanatban kovetkezett be egy beérkezés. Ha azt kérdezzik, hogy mi
a legkozelebbi beérkezésig elteld ¢ id6 eloszldsa, a felelet nyilvanvald, a (33)
képlet adja meg az eloszlasfuggvényét. Teljék el bizonyos ido, mondjuk ¢
masodperc, ez alatt ne torténjen beérkezés. Ekkor djra megkérdezhetjik:
Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a legkozelebbi beérkezésig mostantol
szamitva t ido telik el. Ez a kérdés csak annyiban kiilonbozik a 0
idopillanatban feltett kérdéstol, hogy most tudjuk, a két beérkezés kozott
eltel6 ido legalabb tg masodperc. Ahhoz, hogy feleljiink a masodik kérdésre,

a kovetkezo szamitasokat végezziik:

. - Plto<t<t+t
Pt <t+tolf >to) = (o <t<ttto) _

P(g > to)
Pt <t+ty) — Pt <to)
B P(t > tg) '

A (33) miatt

i _ e—)\(t+t0) _ (1 _ e—)\to)
1 — (1 —e—Ao) ’

P <t+tolt > to)

és igy
Pt <t+tolt >tg) =1—e =Pt <t).



Az eredmény azt mutatja, hogy ha az utolsé beérkezés ota tg id6 telt
el, akkor a kovetkezo beérkezésig hatralevo ido eloszlasa ugyanaz, mint a
beérkezési id6koz feltétel nélkiili eloszldsa. Es ez az egyetlen olyan folytonos

eloszlas, amely ilyen tulajdonsag.

Nem nehéz belatni, hogy
1—e M=\t +o(t).

Ez nyilvan egyenértékii a

1 — — At
lim - A
t—0 t

allitassal, amelyet a L’Hospital-szaballyal egyszertien bebizonyithatunk.

Hiszen

1 — -ty
ks

lim
t—0 t

Az 1 — e = X\t + o(t) egyenléség a késSbbiekben nagyon fontos lesz

szamunkra.






I1. Elemi sorbanallasi elmélet

A sorbanallasi elméletre vonatkozdé ”elemi” jelzé azt fejezi ki, hogy
olyan rendszereket vizsgalunk, amelyek tiszta Markov-folyamatok, és en-
nek kovetkeztében az allapotatmenetek leirasara egyszerii, konnyen kezel-
het6 oOsszefiggéseket kapunk. Az el6z6 fejezetben azokkal az egyen-
letekkel foglalkoztunk, amelyek a sziiletési-halalozasi folyamatok abszolut
valészintiségeit az 1d6tol fliggetlentil irtdk le. A (3) Osszefiiggés a fe-
jezet lényeges eredménye; a tovabbiakban ennek egyszert alkalmazasaival
foglalkozunk.

A kés6bbiek soran a kovetkezOképpen jarunk el. Bevezetunk egy
X(t) sztochasztikus folyamatot, ami a t-edik id6épillanatban a kiszolgalé
egységnél tartozkodd igényeket jeloli majd. A beérkezési és kiszolgalasi
folyamatok eloszlasainak felhasznalasaval megadjuk a h idointervallum
alatti atmeneti valosziniiségeket. Ha — feltevésiink szerint — a fellépo
eloszldsok exponencidlisak, az X(t) folyamat Markov-tipusi lesz, sét
sziiletési-haldlozasi folyamat. Konkrét rendszereknél mindig meghatarozzuk
a sziiletési, halalozasi intenzitasokat, és ezek felhasznalasaval megkeressiik
az egyenletrendszer megoldasat. Ezt kovetoen kiszamitjuk a rendszer
miikodésére vonatkoz6 jellemzoket (pl. &atlagos sorhossz, kihasznaltsagok,
atlagos varakozasi id6 stb.)

Az el6bbi fejezetben a sztochasztikus folyamatok kiilonb6z6 osztalyait
tanulmanyoztuk. Kiemeltiik, hogy a sorbanallasi rendszerek vizsgalataban
alapveto szerepiikk van a Markov-folyamatoknak. Ezen belil is egy
specialis Markov-folyamatot vizsgaltunk meg - a sziiletési-halalozasi folyam-
atot. Megmutattuk, hogy a sziiletési-haldlozasi folyamatoknak — a

szamitasokban — az az igen ,,j6” tulajdonsaguk van, hogy mind a
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sziiletések, mind a haldlozdsok kozotti id6 exponencidlis eloszldsi (ami
kozvetlen kovetkezménye annak, hogy ezek Markov-folyamatok - feltéve,
hogy a rendszer nem iires). Ezutdn megadtuk a folyamat allapotegyenleteit.
Jelen fejezetben ezeknek az egyenleteknek hataratmenet utjan adédé
alakjait vizsgaljuk, igy a sziiletési-haldlozasi sorbandllasi rendszerek sta-
ctondrius viselkedését kapjuk meg.

Az elemi sorbanallasi elmélet egyrészt torténeti okokbdl, masrészt pedig
azért fontos, mert alkalmas arra, hogy szemléltesse a bonyolultabb sor-
banallasi rendszerek jellemz6it. A kapott eredmények betekintést nytdjtanak
sok egyéb sorbandllasi rendszer viselkedésébe.

Nem szabad elfelejteniink, hogy a sziiletési-halalozasi folyamat mikép-
pen felel meg a sorbanallasi rendszereknek. Pl. tekintsiink egy orvosi
varészobat (amelyben esetleg varakozni kell), és tekintsiink egy orvosi ren-
delot, mint egy kiszolgaldegységet. Minden egyes idopontot, amikor egy
paciens belép az utcarol a vardszobaba, ugy tekintiink, mint egy igény
beérkezését a sorbanallasi rendszerbe; masrészt ezt a beérkezést ugy is fel
lehet fogni, mint egy populacié 4j tagjanak sziiletését - a populaciot a jelen-
levé péaciensek alkotjdk. Hasonléképpen, amikor (kezelés utan) egy paciens
elhagyja a rendel6t, ezt mint a sorbanallasi rendszerbdl valé tavozast tek-
intjiik, a sziiletési-halalozasi folyamat terminoldgiajaban ez a populacié egy
tagjanak halalat jelenti.

A )\, sziiletési és a i haldlozasi egyiitthatok szabad vélasztasaval
kiilonféle sorbanallasi rendszerek konstrudlasara van lehetoségiink, mint
ezt rovidesen latni fogjuk. El6szor azonban hatarozzuk meg a stacionarius

megoldasokat az altalanos esetre.



Altalanos stacionarius megoldas

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a sziiletési-haldlozasi folyamatok id6tol
fuggd megoldasa gyakorlatilag kezelhetetlenné valik, amint bonyolultabb
sziiletési-haldlozasi Ag, puy intenzitdsokat vesziink. Tovabba, még ha a Py(t)
fliggvényeket meg is tudnank hatarozni, nem vilagos, mennyire segit minket
ez a fuggvényhalmaz abban, hogy jobban at tudjuk tekinteni a sorbanallasi
rendszer viselkedését. Ezért természetes, hogy azt kérdezziik, vajon a Pg(t)
val6sziniiségYek t novekedésével megallapodnak-e végiil is (stabilizdlédnak-
e), megsziinik-e id6beli valtozasuk, bedll-e stacionarius dllapot. Legyen

Pk; = lim Pk(t),

t—00

ahol P jelenti azon esemény valdszinliségét, hogy a rendszer hosszu
miukodés utan a k allapotban van. Nagyon fontos, hogy megértsiik: jollehet
a P, mennyiségek ( feltéve, hogy léteznek ) nem a t fiiggvényei, ebbél nem
kovetkezik, hogy a hataresetben nem megy at a folyamat az egyik allapotbdl
a masikba. A populacié tagjainak szama valtozik az idével, azonban annak
valoszintiségét, hogy a rendszer k tagu lesz, nagy t-re éppen P adja meg.

Feltételezve, hogy a konstans hatarérték létezik, a sziiletési-halalozasi

dPy(t)
dt

tehetjik egyenlové. Ebbol azonnal egy linearis egyenletrendszer adodik

folyamatokra felirt (29, 30) egyenletekben a tlim mennyiséget nulldval
—00

(1) 0=~k + )P + Me—1Pe—1 + preg1 Prg1, ha k > 0,

feltételezve, hogy puo = A_1 = 0. Megkoveteljiik, hogy ez a teljes
eseményrendszer is legyen, melyre normalizalo feltételként hivatkozunk

majd :

(2 S P-1.
k=0



Egyensulyi helyzetben a befelé iranyulé folyamnak egyenlonek kell
lennie a kifelé iranyulé folyammal. A k allapotra koncentralva megfigyel-
hetjiik, hogy

- a bedramlas intenzitdsa a k allapotba =Ap_1 Pr—1 + pig+1Pr+y1,
- a kidramlés intenzitdsa a k allapotbdl =(Ag + pg) Pg.
Egyensulyi helyzetben ez a két érték meg kell, hogy egyezzen, igy azonnal
kapjuk, hogy
Me—1Pr—1 + prt1Prey1 = (M + ) P

Amint azt az I.3. részben lattuk
Me—1Pr—1 = pi P,

és az altaldnos megoldas konnyen adodik

_ )\0>\1---)\k:—1
H1H2---Hk

Py P.

Az 6sszes Py, valdszintiséget az intenzitasokkal és az egyetlen ismeretlen P

allandoval fejeztiik ki:

k—1 )\
3 P, = Dy L k=0,1,2,...
(3) 1}) o

(Az iires szorzat értéke definicié szerint 1.) A normalizdlé feltétel

segitségével meghatarozhatjuk a Py-t, nevezetesen

Py =

1
oo k—1

1+ 3 11 205
k=1 i=0 Mt

Ez a szorzatalakt megoldas az eqyik legfontosabb egyenlete az elemi sorban-

allasi elméletnek.



Most megvizsgaljuk a Py stacionarius valdszintiségek létezésének
feltételeit. Pontosabban azt kell megnézni, hogy ezek a mennyiségek
valéban valdszintségeloszlast alkotnak-e. Ehhez viszont az szikséges, hogy
a Py > 0 legyen. FEz az egyenletekben szereplé sziiletési és haldlozasi
egyutthatokra ro ki feltételt. Lényegében azt koveteljik meg, hogy a rend-
szer alkalomadtan tures is legyen. Az, hogy ez feltétele a stabilitasnak rogton
ésszerinek latszik. Pontosabban osztalyozhatjuk a lehetoségeket, ha elobb

definialjuk az alabbi két Osszeget:

oo k—1
. AZ
UEDN | B
k=0 i—0 Hi+1
o0
Sy 1= .
k=0 i
)\k zl;l Mit1

Azt mondjuk, hogy a sziiletési-haldlozasi folyamat minden egyes allapota
ergodikus, ha

St <OO,SQZOO;

rekurrens nulla, ha

S1 = 00,89 = oc;

dtmeneti (tranziens), ha

S :OO,SQ < Q.

Az ergodikus esetben Py > 0, és ekkor kapjuk a {P;} staciondrius
valészintiségeket. Ez a legfontosabb eset szamunkra. Az ergodikussag
elégséges feltétele teljestil, ha a {\g/ui} sorozat egy bizonyos k értéktol
kezdve végig 1 alatt marad, pontosabban ha létezik valamilyen kg pozitiv
egész szam és € > 0 Ugy, hogy minden k > k( értékre fennall

ﬁ <1l-—e.
HE
A legtobb megvizsgalandd sorbanallasi rendszerben teljesiil ez a feltétel.



A sorbanallasi rendszerek jellemzo6i

Ahhoz, hogy egy sorbanalldsi rendszert teljesen jellemezziink, meg kell
adnunk azt a sztochasztikus folyamatot, amely a beérkezo6 igényeket irja le,
és le kell irnunk a kiszolgalas szabalyait és strukturajat. A beérkezo folya-
matot altalaban az egymas utan beérkezo igények kozotti idéintervallumok
valészintiségeloszlasa segitségével irjuk le. Ezt az A(t) szimbdlummal
jeloljik, ahol

A(t) = P(két egymds utani beérkezési id6koz< t).

A sorbandlldas elméletében tobbnyire feltesszuk, hogy az egymas utani
beérkezések kozotti id6kozok (roviden beérkezési iddkozok), azonos eloszlasi
fiiggetlen valdszintliségi valtozok (a beérkezési folyamat tun.  felijitdsi
folyamatot alkot). A masik sztochasztikus mennyiség, amit meg kell
adni, a beérkezo igények altal a feldolgozassal szemben tamasztott
kovetelmények (munka) nagysiga; ezt kiszolgdldsi idének nevezzik és

valdsziniiségeloszlasat B(x)-szel jeloljik, azaz
B(z) = P(kiszolgalasi id6< x).

A kiszolgélas ideje annak az idGintervallumnak a hosszat jelenti, amelyet az

igény a kiszolgald egységben eltolt.

A kiszolgalas szabalyara és strukturajara vonatkozéan tovabbi meny-
nyiségeket kell meghatarozni. Az egyik a befogaddképesség, ami nem mas,
mint a varakozé sor maximalis hossza. Ezt rendszerint K-val jeloljik, és
értékét gyakran végtelennek tekintjik. Egy tovabbi jellemzo6 a rendelkezésre
allé kiszolgdlo dllomdsok (csatorndk) szdma. A kiszolgdldsi elv adja meg az
igények kiszolgalasanak sorrendjét. A leggyakrabban haszndlt kiszolgalasi
elvek : FIFO (First In - First Out) - érkezési sorrendben; LIFO (Last
In - First Out) - forditott sorrendben; SIRO (Service In Random Order) -

véletlen sorrendben torténo kiszolgalasok. Ha a beérkezo igényeket bizonyos



csoportokba tartozas szerint meg lehet kiilonboztetni, és a csoportok kozott
prioritdst lehet megallapitani, akkor ezen a prioritason alapul a kiszolgalas
sorrendje. Ez az egyik legalkalmasabb iitemezési elv, mivel igy az igények
kozotti fontossagi sorrendet feldllitva torténik a kiszolgalas.

A prioritdsos sorbanallasi elvnek két f6 tipusa van: abszolit és re-
lativ. Az elobbi azt jelenti, hogy ha egy igény kiszolgdlasa folyamatban
van, és érkezik egy magasabb prioritasi igény, akkor az éppen kiszolgalas
alatt allo folyamat kiszolgalasa megszakad, és ijra bedll a varakozasi sorba,
mig a magasabb prioritasid kiszolgalasa elkezdodik. Relativ prioritasnal
a kiszolgalas nem szakad meg, hanem annak végeztével a kiszolgald
a legmagasabb prioritassal rendelkez6 igénnyel folytatja munkajat. A
szamitégéprendszerek egyik leggyakoribb kiszolgalasi elve a TS (Time Shar-
ing) vagy mas terminolégidval RR (Round Robin) — iddosztdsos diszci-
plina —, ami a kovetkezot jelenti. A kiszolgalasra varakozd jobok mind-
egyikét a CPU bizonyos ¢, i.n. kvantum ideig szolgalja ki. Ha ennyi id6
alatt a job kiszolgalasa teljesen befejezodik, akkor tavozik a CPU-tdl, ha
nem, akkor ismét bedll a varakozok sordba. Ez az elv azt eredményezi,
hogy a rovid CPU id6t igénylo jobok nem tartézkodnak sokdig a CPU-nal.
Mivel ezt az elvet elég nehéz matematikailag modellezni, vagyis megfelel6 sz-
tochasztikus folyamatot konstrudlni hozza, ezért szivesebben foglalkozunk
ezen elv hataresetével, amikor is a ¢ nagyon kicsi. Ekkor kapjuk az t.n.
PS (Processor Sharing) — osztott processzoros — kiszolgalasi diszciplinat.
Ekkor, ha At id6 alatt k£ job tartézkodik a CPU-ndl, akkor mindegyik
kiszolgalasa folyik, de nem 1, hanem 1/k intenzitdssal. Vagyis At id6 alatt
mindegyik job igényelt kiszolgalasi idejébdl At/k egység telt el.

A sorbanallasi rendszerek hatékonysaganak és teljesitményének vizsga-
latdhoz a kovetkez6 méroszamokat fogjuk meghatarozni: az igények

vdrakozdst ideje; a rendszerben levo igények szama; a foglaltsagi intervallum



hossza (vagyis az a folytonos id6intervallum, amelyben a kiszolgalds egység
allanddan foglalt); az dresjdrati idészakasz hossza; a pillanatnyi munkahdt-
ralék nagysdga. Mindegyik mennyiség valdsziniiségi valtozé, és igy teljes
valészintliségszamitasi jellemzésiiket (vagyis eloszlasfiiggvényiiket) keressiik,
amit altalaban nehéz megadni, igy sokszor megelégsziink az atlagos meny-
nyiségekkel és szoérasokkal.

Az elemi sorbanallasi elmélet egyrészt torténeti okokbdl, masrészt pedig
azért fontos, mert alkalmas arra, hogy a bonyolultabb sorbanallasi rend-

szerek jellemzo6it is meg lehessen hatarozni.

Egyszeriiség kedvéért tekintsiink el6szor egy egykiszolgdlds rendszert.
A sorbandllasi rendszerek teljesitményének mérésére legalkalmasabb
eszkOz a torlodas vizsgalata. Legyen o a kovetkezo dimenzid nélkiili meny-

nyiség:

atlagos kiszolgalasi ido

= forgalmi intenzitas = .
o= o8 atlagos beérkezési idokoz

Az 1-nél nagyobb forgalmi intenzitds azt mutatja, hogy az igények gyorsab-
ban érkeznek, mint ahogy egy kiszolgaléegység (szerver, csatorna) ki tudnd
szolgalni Oket.

Jelolje x(A) az A esemény karakterisztikus fliggvényét, azaz

|1 , ha A teljesiil,
x(4) = {O , ha nem A teljesil ,

és X (t) = 0 azt az eseményt, hogy a kiszolgdl6 tétlen a t idOpillanatban.

Ekkor a szerver idéegységre es6 kihasznaltsdga a [0, 7] intervallumon

o [xxo 2o,



Ha T — oo esetén a fenti mennyiségeknek létezik hatarértéke, akkor a
szerver kihasznaltsigdn ezt az Us-sel jelolt mennyiséget értjiik. Tovabba 1

valoszintliséggel fennall

(4) U = lim %/x(X(t);éO)dtzl—Poz

T— oo
0

E§
Eé + Ei’

ahol P, annak stacionarius valészinlisége, hogy a szerver tétlen, EJ a
kiszolgald egység atlagos foglaltsagi periddushosszat, Ei pedig az atlagos
tétlenségi periédushosszat jeloli. (Lasd pl. Cohen (1976, 1982), Ross
(1970))

A (4) Osszefiiggés Markov-folyamatokndl specidlis esete a kovetkezd,
gyakran felhasznilhat6 reldciénak. Legyen X(t) egy ergodikus Markov-
folyamat, A pedig diszkrét allapotterének egy részhalmaza. X(t) az id6

folyaman felvaltva tartézkodik A-ban és A-ban. Ekkor 1 valdszintiséggel

(5) lim / V(X (t) € A)dt :ga
_om4)
m(A)—Fm(A)’

ahol m(A) és m(A) az A ill. az A részhalmazban valé 4tlagos tartézkodési
id6t jeloli egy visszatérés alkalmaval, P; pedig az X (t) folyamat ergodikus
eloszlasa. (Lasd Tomké (1981, 1982))

Egy m parhuzamos szerverbdl allé rendszerben T id6 alatt atlagosan
AT /m igény érkezik szerverenként, feltéve, hogy a forgalom egyenletesen
keril elosztasra az m kiszolgald egység kozott. Ha minden beérkezett kérés
kiszolgalasa dtlagosan 1/u ideig tart, akkor egy szerver teljes foglaltsagi
idejének varhaté értéke AT /mu, igy

0= —".
mp



Mivel a kihasznaltsag maximum 1 lehet, igy az m szerveres rendszer ki-

hasznéltsagi tényezore vonatkozo korrekt kifejezés:

L)
o=minq —,1,.
mp

Masik gyakran hasznalt teljesitményméro mutato a szamitégépes rend-
szerek sorbanallasi modelljének analizisében a rendszer dtbocsdtoképessége.
Ezt a mennyiséget ugy definidlhatjuk, mint az idéegységenként kiszolgalt
igények atlagos szamat. m szerveres rendszerben minden idGegység alatt

atlag mou igény kiszolgalasa fejezodik be, igy az
atbocsatoképesség = mop = min{ A\, mu}.

Ami azt jelenti, hogy az atbocsatoképesség ekvivalens a A érkezési inten-
zitassal, amennyiben a A kisebb, mint a maximalis kiszolgalasi sebesség

(mu), azon til az atbocsatoképesség bedll my-re.

Az igények szempontjabdl a legjelentésebb teljesitménymérd eszkoz
az az 1idO, amit egy igény a varakozasi sorban vagy a rendszerben tolt.
Definidljuk a W; wvdrakozdsi 1dot, mint a j-edik igény varakozdsi sorban
eltoltott idejét, és a T} vdlaszidot, mint az igény altal e rendszerben eltoltott

teljes idot. Ezen jeloléseket hasznalva a kovetkezo egyenloséget kapjuk:
T; = Wj + S5 s

ahol S; a kiszolgdlasi id6t jeloli. W; és T; is valdsziniiségi valtozd, varhaté
értékuk W] és T] alkalmas a rendszer teljesitményének mérésére.

A rendszer teljesitményének vizsgalata torténhet a wdrakozdsi sor
hosszdnak mérésével is. A Q(t) valdszinliségi valtoz6 jelentse a t
id6pillanatban a sorban taldlhat6 igények szamat, és N(t) a t idOpillanatban

a rendszerben taldlhato igények szdmdt. Egy rendszerben levo igény vagy a



varakozasi sorban van, vagy éppen kiszolgalas alatt all, tehat m szerveres

rendszer esetén:

Q(t) = max{0, N(t) — m}.

Mielott ratérnénk az elemi sorbanallasi rendszerek vizsgalatara, néhany,
Kendalltol szarmazo jelolést vezetiink be, melyek segitségével osztalyozhat-

juk a rendszereket. A kovetkez6 jelolés altalanosan hasznalt:
N/A/B/m/K, ahol

N: az igényforrasok szama,

A: a beérkezési idokozok eloszlasfiiggvénye,
B: a kiszolgalasi id6 eloszlasfiiggvénye,

m: a kiszolgalok szama,

K: a varakozasi sor kapacitasa.

Ha az A és B eloszldsok exponencidlisak, akkor az M jelolést (Markov)
hasznaljuk. Tovabba, ha a befogaddképesség és az igényforras szamossaga
végtelen, akkor ezeket a jeloléseket elhagyjuk.

oy pl. az M /M /1 szimbdlum, egy egy kiszolgalés Poisson beérkezéssel
és exponencidlis kiszolgélasi idével jellemzett rendszert jelol. Az M/G/m
rendszernél a beérkezések Poisson-folyamat szerint torténnek, a kiszolgalasi
id6k altaldnos eloszlasiak, és m szerver all rendelkezésiinkre. Az N/M/M/r
rendszer esetén az igények N forrasbol szarmaznak ahol exponencialis
eloszlasu ideig tartézkodnak, a kiszolgalast r egység végzi exponencialis

eloszlasu ideig.



II.1. Az M /M/1 tipusu klasszikus sorbanallasi
rendszer

Az M/M/1 rendszer a legegyszer(ibb nemtrividlis rendszer. Emlékezte-
tunk ra, hogy ebben az esetben a beérkezési folyamat A paraméteru Poisson-
folyamat, vagyis a beérkezési idokozok A paraméterti exponencialis eloszlasi
valészintiségi valtozdk. A kiszolgalasi idok p paraméterii exponencialis
eloszlasu valdszintiségi valtozok. Feltessziik tovabba, hogy a beérkezési
idokozok, és a kiszolgalasi idok egymastol fiiggetlen valdszintiségi valtozok.
Jelolje most X(t) a t idépillanatban a rendszerben tartézkod6 igények
szamat, és azt mondjuk, hogy a rendszer a k allapotban van, ha X(¢) = k.
Mivel a fellép6 valdszintségi valtozdok exponencidlis eloszlastak, vagyis
emlékezet nélkiiliek, az X (t) folytonos idejii Markov-lanc lesz.

Vizsgaljuk meg a rendszer allapotvaltozasainak valdszintiségeit egy

adott h idotartam alatt:
Prk+1(h) =(Ah +o(h)) (1 — (ph +o(h)) +
+3 (M +o(h)* (uh +o(h)* ",
k=2
kE=0,1,2,....

Az Gsszeg els6 tagja annak a valdszinlisége, hogy a rendszerben egy igény
érkezett, és nem szolgdltak ki egyet sem. Az Osszeg masodik tagja pedig
annak a valdszinliségét adja, hogy a rendszerbe 2 vagy tobb igény érkezett,
és a beérkezettnél eggyel kevesebb keriilt kiszolgalasra. De ez a valdoszintiiség

éppen o(h)-val egyenld, igy

pk,k+1(h) = \h + O(h)
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Az el6bbiekhez hasonléan irhato fel annak valészintisége, hogy a rendszer k

allapotban volt és a h idétartam utan a k — 1 allapotba kertilt:

Prk—1(h) = (ph +o(h)) (1 — (A 4+ o(h)) +
+ > (Mt 0(h) ™" (uh+ o(R))"
k=2
= ph + o(h).
Konnyen lathaté tovabba, hogy
pk,j = o(h), | k—J[>2.

Tehat egy olyan sziiletési-halalozasi folyamattal van dolgunk, amit a

szuletési és halalozasi intenzitasok alabbi megvalasztasaval lehet jellemezni:
Ak = A, k=0,1,2,...

P = [, kE=1,2,3...

Vagyis az 0sszes sziiletési intenzitas A\, az Osszes haladlozasi intenzitas pedig
1. Feltessziik, hogy végtelen hosszisagu sorok is létrejohetnek, és az igények
kiszolgalasa FIFO elv alapjan torténik.

Helyettesitsiik be az intenzitdsokat a (3)-ba, igy a kovetkezé adddik:

k=1 y
P.=R]] =,
i—o ¥
vagyis

\ k
Pk:P()(—) . k>0.
7

Az eredmény kézenfekvs. Az ergodikussag feltétele dltaldnossigban (és igy
annak is, hogy egy P, > 0 staciondrius megoldédst kapjunk) S; < oo és
Sy = oo; esetiinkben az elso feltétel:

00 P 00 \ k
Sl:kZFS:Z<> < 0.
=0 k=0

0



Az S sor akkor és csak akkor konvergens, ha
Ap < 1.

Az ergodicitas masodik feltétele esetiinkben

Ez akkor teljesiil, ha A\ /u < 1. Tehat az ergodikussag sziikséges és elégséges
feltétele az M/M/1 sor esetén egyszeriien A < pu. A Py valdsziniiség

kiszamolasahoz a normalizalé feltételt hasznaljuk és azt kapjuk, hogy

[E—

Py = =
+ 3 (5)
k=1

Mivel A < p , ezért a sor konvergens, és igy

1 A
Pp=——  —1-2
7

A
1+1 {\L/Lu

A kihasznaltsagi tényez6 o = % vagy 1. A stabilitas feltétele miatt a
0 < o < 1 egyenloséget meg kell kovetelni. Ez biztositja, hogy Py > 0

legyen. fgy
P, = (1—0)o", k=0,1,2,...,

amely valoban valészintiiségi eloszlas, nevezetesen a geometriai eloszlés.

A rendszer jellemzéi:

(I.) A rendszerben tart6zkodé igények dtlagos szama:

ikPk_ (1—o0)o Zkgk L=
k=0 k=1



e o~

=(1-0o)o Cil—g = (1—9)Qd%<i> =2

— 1—-op 1—-op

A rendszerben tartézkodo igények szamanak szordsnégyzete:

k=0 k=0

o0 2 o

SN () Y 2%-2 p =

Yen () - Lutn

- 0’ 0 o\’

—N"k(k— 1P, + + —2(—) —

,;,( )P (1-0?* 1-0 1—o
d2 00 0 0 2

=(1 — 0)p®— By = (= ) =

(1= 92ZQ+1—0 <1—0>

2
(1-0)2 1—p \l1-p (1—0)?

(IL.) A vérakozé igények dtlagos szama (atlagos sorhossz):

> 2

Q=Y (k —1Pk_ZkPk—ZPk_ (1—Py) = N-g:lg_g.

k=1

Az atlagos sorhossz szordsnégyzete:

2 N~ _1ep . Clte—a)
PN e

(II1.) A szerver kihaszndltsaga:

S
,u
(4) alapjan lathato, hogy
X
fo= 1L ES



ahol Ed a kiszolgdlo dtlagos foglaltsagi periodushossza, % a tétlenségi ido
varhato értéke. Mivel a szerver addig tétlen, amig igény nem érkezik, az

pedig exponencialis eloszlasi A\ paraméterrel. fgy

1
1_Q:1 A )
X+E5
melybdl
1 o 1— 1
EFb=——=—-N=—.
Al—0o A = A

(IV.) Egy igény vdrakozdsi idejének eloszlasa:

Megmutatjuk, hogy olyan sorbanallasi rendszernél, amelybe az igények

Poisson-folyamat szerint érkeznek,
Pi(t) = Re(t),

ahol Py (t) - mint kordbban is - annak valdsziniisége, hogy a ¢ pillanatban a
rendszer a k allapotban van, Ry(t)) pedig annak valdsziniisége, hogy egy a

t pillanatban érkezo igény a rendszert a k allapotban talalja. Jelolje
A(t,t + At)

azt az eseményt, hogy egy beérkezés torténik a (t,¢ + At) intervallumban.
Ekkor

Ry(t) == lim P (X(t) = k|A(t,t + Ab)),

ahol X (t) a rendszerbeli igények szama a t pillanatban. Felhasznalva a

feltételes valoszinliség definicidjat,

_ . PX() =k, Alt,t+ AL) _
Ri(t) = Jim, P (A(t,t + At)) B
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P(A(t,t+ At)|X () = k) P (X (t) = k)
A0 P (A(t,t + At)) '

Poisson-folyamat esetén tudjuk, hogy (az emlékezetnélkiiliség miatt) az
A(t,t + At) esemény nem fligg a t pillanatban a rendszerben tartézkodd

igények szamatdl (és magdtdl a ¢ idétél sem), ezért
P (A(t,t+ At)| X (t) = k) = P (A(t,t + At)),

igy

Azaz, annak valdszintusége, hogy egy beérkezé igény a rendszert a k
allapotban talalja, éppen azzal a valészintiiséggel egyezik meg, hogy a rend-
szer a k allapotban van.

Ha egy tetszOleges pillanatban egy igény érkezik, P, lesz annak a
valoszintisége, hogy nem kell varakoznia, hisz ekkor a rendszer iires. Min-
den mas esetben varakoznia kell. Tegyiik fel, hogy az érkezés pillanataban n
igény tartézkodik a rendszerben. Ekkor az érkezo igénynek meg kell varnia,
mig a kiszolgalas alatt allé igény kiszolgalasa befejezodik és az elotte allé
n — 1 igény elhagyja a rendszert.

Feltettiik, hogy a kiszolgalasok egymastol fiiggetlenek és p paraméterii
exponencialis eloszlasiak. Koztudott, hogy az exponencidlis eloszlas
emlékezetnélkiili, igy a kiszolgalas alatt levo igény eloszlasa fiiggetlen attol
midta folyik a kiszolgalas, ezért a varakozasi id6 I' vagy (Erlang-) eloszlasi
i és n paraméterrel. Emlékeztetoul az n és p paraméterii Erlang-eloszlés

sturtségfiggvénye:

foo) = plpe)" !

(n — 1)! ’ z20.



Jelolje fiw(x) egy tetszOleges igény varakozasi idejének stirtiségfiiggvé-

nyét, x > 0. A teljes valdoszinliség tétele értelmében:

oy n—1
'Ltm xr 'I'L
frle) = 2 ((n—)l)"ue Fett-
n=1
— (1 — Q)Q,Lbe_'u(l_g)x.
Tehat
fw(0)=1-p, ha z =0,
fw () = o(1 — g)pue~*1=0)% " ha z > 0.
fgy

Fyw(z)=1—0+0 (1 — e_“(l_g)“’) =1 — ge—r(1-0)z,
Az atlagos varakozasi id6:

W = /xfW 0 _ ,Es=N1.
u(1 - o) T

(V.) Egy igény tartézkoddsi idejének eloszlasa:

A gondolatmenet az el6z6hoz hasonld, de az igény akkor hagyja el a
rendszert, ha 6t is kiszolgaltak, igy az Erlang eloszlas n + 1 taghdl tevodik

ossze. Tehat a sturtuségfiigvény:

fr(z) = (1-o)o" (W) e = (1= g)eTHT Y (Qlﬁ)n -

= (1 — Q)e—u(l—g)w_

Az eloszlasfuggvény:
Fr(z)=1- e H(1-0)z
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Vagyis azt kaptuk, hogy a tartézkodasi ido is exponencidlis eloszlasu
pu(l — p) = p — X paraméterrel. Ezért az dtlagos rendszerbeli tartézkodési

ido:
— 1 1
T = = .
p(l—0) p—2A

Tovabba, nyilvanvald, hogy

1 1 1 1
poop(l—0) p pl-o p—2A

T=W+

Vegyiik észre, hogy

% AT = )\ = = N.
(*) pl—o) 1-p
Tovabba

2
(**) AW =\ e = 0 = @

p(l—0) 1-0p

A (*) és a (**) Osszefiiggéseket Little-formuldknak nevezziik, melyek

altalanosabb esetben is igazak maradnak.



Példa:

1. Egy postahivatalban naponta 70 személy fordul meg (a posta min-

den nap 10 6ra hosszat van nyitva) ; éranként 10 személyt képesek
kiszolgalni. Tételezziik fel, hogy a beérkezések megfelelnek a Poisson-
folyamat jellegzetességeinek és a kiszolgalas exponencidlis eloszlasu.
Mekkora lesz a varakozdé sor atlagos hossza, mi annak a valdszinlisége,
hogy sorban 2-nél tobb személy varakozzék? Mennyi a varhato sorban
allasi ido? Mennyi annak a valdszintlisége, hogy a varakozas 20 percnél
tobb idot vesz igénybe? E¢§ =7

Megoldas:

Legyen T' =1 6ra, akkor A =7, u =10, o = 1—70

10 30 30

7T T0-21 49

P <W > —> =1— Fy <—> = 0.7-e7 10303 —07.¢71=0.257
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I1.2. Az M/M/1/K tipusu, véges
befogaddéképességii rendszer

Most olyan sorbanallasi rendszereket vizsgalunk, amelyekben rogzitett
a varakozo igények szamanak maximuma. Feltessziik, hogy a rendszer-
ben legfeljebb K igény tartézkodhat (beleértve a kiszolgilé egységben
levé igényt is), egyetlen ezen feliil érkezd igény sem léphet be a rend-
szerbe, hanem azonnal tavozik, anélkil, hogy kiszolgalndk 6t. Tovabbra is
Poission-folyamat szerint érkeznek az igények, azonban csak azok az igények
léphetnek be a rendszerbe, amelyek érkezésekor kevesebb, mint K igény van
ott.

Ennek a latszolag bonyolult rendszernek a leirdsat az alabbi moédon
tudjuk 6sszhangba hozni a sziiletési-haldlozasi modellel. Az el6zéekhez ha-
sonléan nem nehéz belatni, hogy ebben az esetben az alabbi intenzitasokat

kapjuk.
A, — A ,hak< K,
k 0 ,hak>K,

W = I, k=12, .. K.

Latszik, hogy ez a rendszer mindig ergodikus, mert allapottere véges.
Tovabba

k
Pk_POH _P0< ) : ha k < K.

Természetesen

P, =0, ha k > K.

Szeretnénk kiszamolni a Py valdszintiséget. A normalizal6 feltétel alapjan

oV [ = ow] 1-
HkZl(M)] _[H 1=\ ] 1= (A )R




végiil
1—X A\ R
Pk:{W(;) ,ha 0 <k < K,
0 egyébként.

K = 1 esetén az M/M/1/1 rendszer azt jelenti, hogy egyaltaldn nincs

varakozas. )
m y ha k = O,
= A/ 1 —
B s shak=1=K,
0 egyébként.

I1.3. Az M/M/n tipust rendszer

Ismét olyan A &alland6é beérkezési intenzitasu rendszert vizsgalunk,
melyben korlatlan hosszisagu sor kialakuldsa megengedett. A rendszer n db
kiszolgdlécsatornaval (szerverrel) van elldtva. Ez az eset is leirhat6 sziiletési-
halalozasi folyamattal a kovetkezok miatt. Eloszor is tekintsiink fuggetlen,
1; paraméteri exponencialis eloszlasi &; valdszintiségi valtozdkat. Jeloljik

n-valezen §; (i = 1,2, ..., N) véltozék minimumat. Nem nehéz belatni, hogy
N

n is exponencidlis eloszlasi lesz > u; paraméterrel. Ugyanis
i=1

Ph<z)=1-Pn>z)=1—-P& >z, i=1,..,.N) =
N N

—1- [Pz =1 - e (),

=1
Ezt felhasznalva kapjuk meg annak valdszinliségét, hogy a rendszer a h id6
alatt a k allapotbdl a k — 1 allapotba, ill. a k allapotbdl a k£ + 1 allapotba
kerul. fgy

Prk-1(h) = (1 = (Ah +o(h))) (urh + o(h)) + o(h) = prh + o(h),
Prk+1(h) = (A 4 0(h)) (1 = (uxh 4 o(h))) 4+ o(h) = Ah + o(h),



A

ahol
. _Jkp ,ha0<Ek<n,
,uk_mm(k,u,n,u)_{nlu , han < k.
Koénnyen lathatd, hogy az ergodikussag feltétele A\ /nu < 1.
Amikor hozzakezdiink a P, mennyiségek kiszamolasahoz, azt talaljuk,
hogy a megoldast két részre kell szétbontanunk, mivel a pup mennyiség

kétféle médon fugg k-tél. Eszerint, ha k < n, akkor

k—1 k

A A\ F 1
P=P ] ——=—=r(2) —.
’ Og(Hl)u 0(/) k!

Ha viszont k£ > n, akkor

n—1 k—1 k
A A A 1
P — P _ e P — _,
e 1;[0 (i+1Dp jl;[n np 0(u> nlnk="

Osszefoglalva a kapott eredményeket:

( k
P09 k<

Pk: k., n
POQT'L ,hak>n,
n.
\
ahol \
o=— <1.
nu

Ez a p éppen a kihasznaltsagi tényez6. Tovabba

n—1 00 -1
_ (no) (no)* 1
Fo = (1 + kz k! * kz n! nk-n ’
=1 =N

k

és igy




Annak a valdszintisége, hogy egy ujonnan érkez6 igénynek sorba kell allnia,

P(sorbanillds) = Z Py = Z PO n"’ "

Ebbdl

P(sorbandllas) =

Ezt a valoszintiséget széles korben hasznaljak a telefonrendszerek vizsgalata-
val kapcsolatban. Itt annak a valésziniiségét adja meg, hogy egy ujonnan
beérkezett hivas (igény) szdmadra nincs szabad vonal (kiszolgalegység) egy
n szerveres rendszerben. Ez az t.n. Erlang C-formuldja, amit tobbnyire
C(n,\/p) szimb6lummal jelolnek.

Az M/M/n rendszer jellemz6i:

(I.) Az dtlagos sorhossz:

= ()"

Q= Z —nPk—ZyPnﬂ:ZjnW Py =

7=0

> @ S @) a4
Z ,Q]PO Py de—g— :Lu Qd—QZ’:
= 7=0 7=0
G
=P (1 —0)?

(IL.) A foglalt szerverek dtlagos szdma:




A M

o ( <ng>k+<ng>n-1+<n@>”-1< ! 1>>P0

k! n—1)! (-1 \1-—p

n—1
_ (no)*  (no)" 1 N S
=np (Z o + a1 g Py = nQp—OPO = no.

(ITI.) A rendszerben tartézkodé igények dtlagos szama:

00 n—1 00 0o
N=) kPy=)Y kP+» (k—n)P,+ Y nPy=71+Q,
k=0 k=0 k=n k=n

ami egyszeru megfontolasokbdl is adddik, hiszen egy igény vagy varakozik,
vagy kiszolgdlas alatt van. A kiszolgdlds alatt levék szama viszont meg-
egyezik a foglalt kiszolgdléegységek szamaval. Ha S-gal jelsljiik a szabad

szerverek vagy kiszolgaloegységek atlagos szamat, akkor

n

I
S
|

U
I
3
I
= > W«

igy

=1
Il
S

I
95
+
Q

vagyis

N —n

I
Ol
|
W

(IV.) A vdrakozdsi idé eloszlasa:

Egy érkezo igénynek akkor kell varakoznia, ha a rendszerben legalabb
n igény tartozkodik. Mivel ebben az esetben a kiszolgalas nu paraméteri
exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozo, az igény varakozasi ideje,

ha n + j igény tartézkodik a rendszerben Erlang-eloszlasi j7 + 1 és nu



paraméterekkel. fgy a teljes valdszintiség tétele alapjan a varakozasi id6

striségfiiggvénye:

= ] xj —nuT
=0 '

Behelyettesitve a stacionarius eloszlast

n!

A n
= (,LL) Ponue n,u(l—g):c

n!

A)n

( 1
N\ o —nu(l—p)z __
= Pol_gnﬂ(l o)e =

= P(sorbanallds)nu(l — o)e "#(1=0)z,

Vagyis
P(W >z) = / fw (u)du = P(sorbanalls)emr(1-0)z,

A varakozasi id6 eloszlasfiiggvénye:
Fw (z) = 1 — P(sorbandllds) + P(sorbanllas) (1 — e_”“(l_g)x> =
— 1 — P(sorbanéllas)e "r(1-0)7,

Innen az atlagos varakozasi ido:

W = /asz(x)dx = (Z) Py L

0




A A

(V.) A tartézkoddsi idd eloszlasa:

A kiszolgalas azonnal elkezd6dik, ha a rendszerben n-nél kevesebb igény
tartozkodik, igy stacionarius esetben egy érkezo igény rendszerben eltoltott
ideje megegyezik a kiszolgalasi idével. Azonban, ha varakoznia kell, akkor a
varakozasi ido és a kiszolgalasi id6 Osszege, vagyis az eloszlas két fiiggetlen
eloszlas osszege, mely kozil az egyik p paraméterii exponencialis, a masik
pedig a rendszertdl fliggd paraméterii Erlang-eloszlds. A tartézkodasi ido

sturtségfiggvényét a kovetkezo modon hatarozzuk meg.
fr(xz) = P(nincs sorbandllas)ue ™% + fyy1s(x)
Tudjuk, hogy
fw (x) = P(sorbanallas)e "#(1=0)%n (1 — p).
Ekkor

fws(z) = / for (@)pe—r G2 dzy —
0

z

= P(sorbanallas)nu(l — o)u / e mr(l-0)zo—n(z=2) gy —

0
(ng)n 1 —z [ —p(n—1-X/p)x _
= Po(l_g)n,u(l—g),ue v e H Wtdey =
0
(no)" 1 - —pu(n—1-2x
— P, pz (1 _ p—H(n /u)z) _
n! On'un—l—)\/,ue c

Ezért W' oop
)= (1-(2) —=9% ) en=
st = (1= (3) sy e+

J— (1 _ e—u(n—l—x/u)w) -




I(1— o) n! n—1—X\u

_ ,ue_uw (1 . n(,u) 0 4 (,u) ’I’LPO 1 (1 . ep(nl)/ﬂ).f)) —

— pehe (1 n (ﬁ)npo 1—(n— A/M)e—u(n—l—k/u)w)

n!(1 — o) n—1-\p
fgy .
P(T > ) = [ frlo)dy =
r (2)" Py 1
= —Hy K —py _ DY —u(n=A1)y | dy =
[ *7w1mn1xm<“3 pln A n)e )y
AN\ 1
— e HT Z) P —pr _ —p(n=Ap)z) _
‘ *Q) %m—mm—uwmﬂe ’ )
A\ —u(n—1—X T
Y (u) Py 1 — ¢ /1)
nl(l—pg) n—-1-=-XAu
Innen
Fr(z) =1 - P(T > z).
Tovabba

o0 An
T:/wﬂ@w:l+ifﬂ !

0

mint az varhato volt.

Stacionarius esetben a tavozd igények atlagos szamanak meg kell

egyeznie az érkezo igények atlagos szamaval, igy a rendszerben tartézkoddk



A

atlagos szama allandé. Tehat annyi igény tartézkodik atlagosan a rendszer-

ben, amennyi érkezik egy igény tartdozkodasi ideje alatt, vagyis

AT =N =Q +n,

tovabba
AW = Q.

Ezek az un. Little-formuldk, melyeket szamolas tutjan is konnyen bi-

zonyithatunk. Ugyanis, mint belattuk

(no)"
N = P .
Mivel .
—_ 1 1) 1
T=— - PO )
poonponl T (1—p)?
igy A (no)
= o)" 0
AT = — P
BT R
vagyis
N = \T,
mivel % = np. Tovabba
Q= W,

mivel



(VI.) A szerverek dsszkihaszndltsdga:

Egy szerver kihasznaltsaga nyilvanvaléan

S |3

n—1 00
k
U pu— _— pu—
B ST
fgy az Osszkihasznaltsag
U, =nU; =n.
(VIL.) A foglaltsagi periédushosszak:

A rendszert akkor nevezziik tétlennek, ha a rendszerben nem tartézko-
dik igény, minden més esetben foglaltnak nevezziik. Jel6lje a E§(™) a rend-

szer atlagos foglaltsagi periédushosszat. Ekkor (4) miatt a rendszer ki-

hasznaltsaga
Esm)
U.=1-FPp=——,
" L B
melybol
1— P,
E5M = 2
AP,

Ha az egyes kiszolgaldé egységeket tekintjik és feltessziik, hogy iires
egységnél, szervernél ahhoz érkezik hamarabb igény, amely korabban valt
iiressé, akkor ha j < n igény tartézkodik a rendszerben, a szabad szerverek
szama n — j.

Tekintstink egy konkrét szervert és tegyiik fel, hogy a rendszerben j
igény tartozkodik a szerver szabadda valasa pillanataban. Ekkor ezen szer-

ver atlagos uresjarati ideje ilyen feltételek mellett




A =

Annak a valdésziniisége, hogy ebben az allapotban van

ahol P(e) annak a staciondrius valészintisége, hogy egy érkezé igénynek nem

kell varakoznia. Ekkor ismét (4) szerint

Eé$
°TEYXES
melybol

ahol p annak stacionarius valészinilisége, ho=gy a szerver nem iires, Fd

pedig az atlagos foglaltsagi periédushossza. fgy

0 S

E = :
g 1 —0AP(e)

n = 1 esetben
A
Szl_ga P(e):Pozl_Qa 0= —,
7

igy

mely a jol ismert képlet.



Példa:

Adott egy 4 csatornds telefonkozpont, A = 6, u = 2 intenzitasokkal.

Hatarozzuk meg a rendszer jellemzoit!

Megoldas:

Py=0.0377, Q=1.528, N=4528, S=1, n=3
P(W >0) = C(4,3) = 0.509

W = 0.255 id8egység, T = 0.755 idéegység, U, = 3,
e = 0.35 idGegység, £d = 1.05 idGegység,
E5™ = 4.2 idéegység, U, = 0.9623.



IT.4. Az M /M /n/n tipusi Erlang-féle
veszteséges rendszer

Ezen modellre n csatornas veszteséges rendszerként is szokas hivatkozni
az aldabbiak miatt. Az n csatornas rendszerbe Poisson-folyamat szerint
érkeznek az igények. Ha van lires csatorna vagy szerver az igény kiszolgalasa
exponencialis idotartamu p paraméterrel. Ha minden kiszolgalo egység
foglalt, akkor az igény elvész, azaz sorbandallds nem megengedett. Ezen
probléma a tomegkiszolgalas egyik legrégibb problémaéja, mellyel a szazad
elején a telefonkoézpontok kihasznaltsagaval kapcsolatban foglalkozott A.
K. Erlang és C. Palm. Hasonlé jelenséggel talalkozunk a parkoléhelyek
esetében is.

A feltételek alapjan ez is egy sziiletési-kihalasi folyamattal mo-
dellezheto, melynek intenzitasai a kovetkezok:

A — A, hak <n,
=10 ,hak>n,

wr = kpu, k=1,2,...,n.

Azt mondjuk, hogy a folyamat k allapotban van, ha k szerver foglalt, azaz
ha k igény tartézkodik a rendszerben.
Nyilvanvaléan az e rgodikus eloszlas létezik, mivel a folyamat véges

allapotteri. A folyamat staciondrius eloszlasa:

A\ 1
Pk: P0<;> y ,hakﬁn,
, ha & > 0.

A normalizalé feltétel miatt:

n=(S(5)



k
B4
’ S
k= h a = nk' : E<n
3 (&) 1 ¢
1 |
im0 W/ i—0 '
A rendszer egyik jellemzéje a
e
p, =
>4
k!
k=0

valésziniiség, melyet elészor Erlang vezetett be (1917-ben) és Erlang-
féle veszteségformula vagy Erlang-féle B formula néven ismert, altaldban
B(n,\/p) szimb6lummal jelolik. A P,, valésziniliség annak a valésziniisége
stacionarius esetben, hogy egy tjonnan érkezo igényt nem fogad a rendszer,

azaz az igény elveszik.

Kis n-re a Py valoszinliség konnyen kiszamolhaté. Nagy n-re és kis p-ra
PO ~ e—g, igy

Pk;NHG y

azaz a Poisson-eloszlds. Nagy n-re és nagy o-ra altalaban

S g

Ebben az esetben a nevezd a ¢ kozepili Poisson-eloszlés els6 (n+ 1) tagjdnak
Osszege. FElegendd nagy o-ra (o > 15) a Poissson-eloszlast kozelitjik o
kozepli és /o0 szorasi normdlis eloszlassal, igy

n

!
P, ~




ahol

és

Az M/M/n/n rendszer jellemz6i:

(I.) A rendszerben tart6zkodé igények dtlagos szama, a foglalt szerverek

atlagos szama:

N=n=) jP= Z; PO—QZ Po—gl—P)
=0

igy 1 szerverre juté atlagos igényszam:

S

(1_Pn)-

(IL.) A szerverek kihaszndltsdga:

Mint mar lattuk

N 7
U, = — P, = —.
Jelen esetben
0
U,=—=(1-PF,).
2(1- P,

(II1.) Az atlagos tétlenségi idd (egy konkrét kiszolgals esetén):
A jol ismert (4) vagy (5) Osszefiiggést alkalmazva:

1/p

P(az adott kiszolgédléegység foglalt) = ﬁ,
L



ahol € az 4tlagos tétlenségi ids. Igy

1
21-p,) = - /1 ,
n e+ 1/u
tehat
_ n 1
e= ——— — —.
AM1=P,) u

Ha az iires szerverek olyan sorrendben kezdik kiszolgalni az érkezo
igényeket, mint amilyen sorrendben megiiresedtek, akkor egy szerver
miikodését a kovetkez&képpen irhatjuk le. Ha egy tiressé valt szerver (j—1)
masik tires szervert taldl megiiresedése pillanataban, akkor csak a j-edik
igény kiszolgalasaval kezdodik ismét a foglaltsagi periédusa.

Jelolje e a szerver atlagos uresjarati periédusa hosszat, €; pedig a fenti
allapotban az atlagos tétlenségi idét. Nyilvanvaléane; = %, € pedig a teljes
varhaté érték tétele alapjan:

n —_
1 n—mn

_ Poj j _ 5
6_21—Pn)\_A(l—Pn)S_)\(l—Pn)
=1

n 0 n 1

AX1-P,) X X1-P,) u

azaz mas uton is ugyanarra az eredményre jutunk.

(IV.) A rendszer atlagos foglaltsdgi periddushosszap:

Nyilvdnvaléan (4) alapjan

E§(m)
U =1-Py= -~
M 10
melybol
o
A
gsm — L= Fo _ i=1 '




Példak:
1. Egy parkoléhoz az auték 20 masodpercenként érkeznek, és atlagosan
10 percig maradnak. A beérkezés Poisson, a kiszolgdlas exponencialis.

Milyen nagynak kell lennie a parkolénak, hogy egy auté legfeljebb 1%

eséllyel forduljon vissza, mert a parkolo telitett?

Megoldas:

Ebbél 1 1
0.99% <m> _ % <m> _
Vo V0

A normalis eloszlas tablazatabdl nem nehéz ellendrizni, hogy n = 41.



2. Egy 50 csatornas telefonkozpontba atlagosan 10 percenként érkeznek

hivasok Poisson-eloszlas szerint. A kiszolgdlasi id6 exponencidlis, 5
perc atlaggal. Hatarozzuk meg a rendszer jellemzoit!

Megoldas:

Esetinkben Poisson eloszlassal valé kozelités hasznalhaté, o = % =0.5
értékkel.

P50 = 0.00000 a Poisson-eloszlas szerint, sot, még n = 6-nal is

Ps = 0.00001. Ez azt jelenti, hogy igény szinte sohasem lesz elutasitva.

A foglalt csatorndk atlagos szama:
n=p(1-P,)=0=05,

igy az egy csatornara juté atlagos igényszam:

0.5 5x107!
50 5x10

mely egyben a csatornak kihasznaltsaga.
U.-=1-0.606 = 0.394, mely a rendszer kihaszndlatsaga.

A rendszer atlagos foglaltsagi periédushossza:

(1 - Py) 0.394 0.394
(\P)  2x0.606 1212 pere
A csatorndk atlagos tétlenségi ideje:
n 50 0,5 1

e = — = 25 — 1= 24.75 perc.

o
AMI=P,) A 201-0) 2
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I1.5. Véges forrasu rendszerek

Eddig olyan rendszerekkel foglalkoztunk, ahol a beérkezések Poisson-
folyamat szerint torténnek. Ez mas széval azt is jelenti, hogy a forrasunk
végtelen. Azonban a gyakorlatban is taldlhatok olyan problémak, ame-
lyeknél a forrds véges. Tekintsiik az Gn. gépkiszolgdldsi problémadt. Tegyiik
fel, hogy n darab gép mikodik egymastol fliggetlenil. A gépek mikodési
ideje valdészintiségi valtozo. Miutan a gép meghibasodik egy vagy tobb
szerel6 kijavitja, ahol a javitasi idok is valdszintliségi valtozok. Javitas
utan a gépek ismét dolgozni kezdenek, és az egész folyamat kezdodik
elorol. Lathato, hogy teljesen hasonlé problémaval talalkozunk a terminal-
rendszereknél, ahol a gépek szerepét a termindlok, a szerel0 szerepét a
CPU veszi at. Mivel az utobbi idében a szamitégépek sztochasztikus mod-
ellezésében egyre nagyobb szerepet jatszanak a sorbanallasi rendszerek, je-
len fejezetben gyakran hasznalunk szamitastechnikai kifejezéseket is.

Jelen problémakor a sorbanallasi elmélet egyik legrégibb alkalmazasi
teriillete. Nagyon sok cikk foglalkozik vele kiillonbozo feltételek esetén.
Nagyon jé attekintést nyujt Stecke — Aronson (1985), Sztrik (1981, 1989),
Takagi (1993).

I11.5.1. Az <n/M/M/1> modell

Feltessziik, hogy az igények egy n elemii véges forrasbdl érkeznek,
ahol a forrasban eltoltott ido minden igény esetén egymastdl fiiggetlen A
paraméterti exponencialis eloszlasu valdsziniségi valtozé. A kiszolgalasi
idok szintén exponencidlis eloszlastiak p paraméterrel és fliggetlenek az
el6bbi valészintiségi véltozoktol. Jelolje X (t) a t idépillanatban a kiszolgald
egységnél tartézkodd igények szamat. Az elobbiekhez hasonléan nem nehéz
belatni, hogy X (t) is egy sziiletési-kihalasi folyamat

Ny — (n—k)A ,ha0<k<n,
o  ha k> n,



sziletési intenzitasokkal, és
M = [, k> 1L,
kihalasi intenzitassal. fgy

n! K
ZWQ Py=(n—k+1)oP1,

ahol

és

—
—

Py = = )
0 1 = n! k = n! k
+ > n—k) ¢ > n—k)1 @
k=1 k=0

Az ergodikus eloszlas mindig 1étezik, de ha p > 1 akkor az igények torlédnak
és tobb kiszolgaléegységre lenne sziikség.

Az el6bbi valdszintuségekre egy masik kifejezést is megadunk, amely
numerikus szdmitdsokndl kénnyebben alkalmazhaté. Legyen P(k;A) a A

paraméterii Poisson-eloszlas és @Q(k; A\) ennek kummulativ eloszldsa, azaz

. _ 2 A .
P(k,)\)—k!e : 0<k<oo;
k
Qs \) =) _P(is ), 0<k< .
i=0
Megmutatjuk, hogy
P(n — k; R)

P 0<k<

k Q(n;R) 9 —_ n’

ahol



Ugyanis

k
n! n—k _p n! k n:
P-kR) i@ et i w25 (2)
;R N & n! T _p N n! n—1i o n n! v’
Ny REet AT Ty (2)

Az n/M/M/1 rendszer jellemz6i:

(L) A szerver kihaszndltsdga és a rendszer dtbocsdtoképessége:

A szerver kihasznaltsaga:
Us=1-PF,.

A korabbi rekurziv osjszefiiggést felhasznalva

Q(n — 1; R)
Q(n;R)

A rendszer atbocsatéképessége:

Us =

)\t = MUS

(IT.) A rendszerben tartézkodé igények dtlagos szama:

n

N:ikpk:n—Z(n—k)Pk:
k=0

k=0
1 n 1n—1
:n——Z(n—k)QPk:n——ZPk+1:

9 =0 S,

1 U,
=n——(1-PFPy)=n——.

0 0

Masképpen:

RQn—1;R) U,

Ne=n-=0mr " o




(III.) Az dtlagos sorhossz:

n

Q:Z(k’—l)PkZikPk—iPk=n—§(1—P0)—(1—P0):

:n—(l—Po)(1+§):n—(1+é> ..

(IV.) Az igénygenerdlasra alkalmas temindlok dtlagos szdma:

— & . ~ M _Us

(V.) A szerver atlagos foglaltsigi periodushossza:
Mivel

Eé

Us=1-Py= +——,

H+E5
ezért, P -
E(S: — 10 s

nA\Py  nA1-U,)

(VL) A vdrakozds valdszinisége:
PW>0)=) Pi=1-P=U.,.
k=1

Szamitoégépes alkalmazasoknal gyakran sziikségiink van az alabbi
jellemzokre is.

(VIL.) A termindlok kihaszndltsdga:

Véges forras esetén sziikségiink van arra az ijabb méroszamra is , amely
a gépkiszolgalasi probléma esetén is nagyon fontos. Az ¢ indexl termindl
kihaszndltsdgan az

T
: 1
U® = lim T / x(a t id6pillanatban az i-edik terminal miikodik)dt

T — o0
0



- - - - - - 7/ 7=/ Y A A A

hatdrértéket értjiik, ha létezik. Ekkor (5) szerint
U®) = P( az i-edik termindl miikodik)

ahol P a stacionarius valdszintiséget jeloli.

Nyilvdnval4, hogy a terminélok (az igénygeneralds forrasai) akkor van-

nak kihasznalva, ha mikodnek, igy az 0sszes terminal kihasznaltsaga:

n

Un = (n—k)Py =7 = L(1- Py).

Egy tetszoleges terminal kihasznaltsaga:

U, =t (1-Py) =
Ezt az osszefiiggést a kovetkezoképpen is megkaphatjuk. Lathatd, hogy

U(i)zzn_kpkzm,
n

n
k=1

mivel a terminalok azonos kihasznaltsaguak, igy

U, =0 .

(VIIL.) A termindlok dtlagos vdrakozdsi ideje:

(5) alapjén:

_ 1/A _m
TN+ W 1
Ebbdl
L n
m = — :
L/A+W+1/p
és

- A . _
w7 =n-m(142) 2n- Lo -
7



ami az atlagos sorhosszra vonatkozo Little-formula. fgy

Q
m

W =

Az dtlagos vdlaszoldsi 1do:

- — 1 1 1
Tzw+_:_< n __>:
po o p\1=PF o

Egyszeri szamolassal konnyu bebizonyitani, hogy
mAT = N,
ami ismét egy Little-formula. Ugyanis

1 _
mA<W+;> =Q+mo=

:n—%(l—l—g)—l—US:n—%:W.
0 0

(IX.) Tovabbi 6sszefiiggések:
Uszl_POZnQUt:mQa

melybol
m\ = ,UUS = )‘t .



Példak:
1. Tekintsiink 6 db. gépet 40 ora atlagos élettartammal, javitasi idejik 4
6ra atlagosan. Hatarozzuk meg a rendszer jellemzo6it!

Megoldas:

A= 4% oranként, p = % oranként, p = % = 4% =0.1,n =6, pg = 0.484

Hibas gépek 0 1 2 3 4 5 6
varakozé g. 0 0 1 2 3 4 5
P, 0,484 10.290 | 0.145 | 0.058 | 0.017 | 0.003 | 0.000
Q =0.324

P(W > 0) = 0.516 = U,

W = 2.51 é6ra
b
0.25

T = 2.51
51 + 5
0.516

= 6.51 oOra

Us

e = 40 o6ra
U, = 0.86 (gépkihaszndltsig)

m=nx U, =5.16

N =6-5.16 =0.84

0.516 4 x 5.16 7T
Eé = 1 = ~ — Ora
6 X 10 X 0.484 6 x 0.484 10




2. Az el6z6 feladatban az atlagos élettartamot valtoztassuk meg 2 érara.

Hatarozzuk meg a rendszer jellemzo6it!
Megoldas:

% = 2, % =4, ﬁ =2,n=06, P = ﬁ amibol lathaté, hogy egy
szerel6 nem elégséges.

Hibas gépek
varakozo g.
Py

1

0 1 2 3 4 5
T

—= | 7575 | 0.001]0.012|0.075|0.303 | 0.606

= OO

U, =~ 0.999
Q~4.5
P(W > 0) = 0.999
W = 22.5 6ra
T = 26.5 éra,

e = 2 6ra

U, =~ 0.08 (gépkihaszndltsag)

Ed ~

Mivel a karbantartasi tényezo 1-nél nagyobb, minden adat azt mutatja,
amit vartunk. Arra, hogy ezek utan mennyi szerel6t kell beallitani, tobbféle
kritérium lehet.

Ezzel a kovetkezo fejezetben foglalkozunk. Mindenesetre, hogy ne

legyen torlddas, a % < 1 feltételnek kell teljesiilnie, ahol r a szerelOk szamat

jeldli.



__________ Y R A S ) T T/ T T T

I11.5.2. Az <n/M/M/r > modell

Az el6z6 modellben adott feltevéseinkejt most csupan annyiban
valtoztatjuk, hogy az n szdmu termindlt r szerver szolgalja ki (r < n).
fgy k < r esetén a k allapot azt jelenti, hogy éppen k db terminal igénye
van kiszolgalas alatt, egyetlen varakozo igény sincs és r — k szerver tétlen.
A szerverek tevékenységuket egymastol fuggetlenil végzik. Ekkor is egy

szuletési-halalozasi folyamatot kapunk:
A = (n— k), 0<k<n-1,

{ kpu ,1<k<r,
Mk =

ru o, r < k<n,
intenzitasokkal.

Az egyensulyi eloszlas:

Pk::(n>QkP0, 0< k<,

k
k! n\ g

osszefuggésnek. P, meghatarozasara ez a képlet tilsagosan bonyolult, igy
egy egyszeriibb rekurziv formulat hasznalunk.
Jeloljik ag-val a kovetkezo hanyadost:
Py,
ap = B
Ekkor a kovetkezo Osszefiiggés alapjan szamolhatunk

a():l,



Mivel a .
S p=
k=0

osszefuggésnek teljesiilnie kell, ezért

Py=1-— zn:Pk.
k=1

Mindkét oldalt Py-al elosztva:

n

ol NP1
Lo mh Hom
igy .
Py = —
1+ Z ag
k=1
Majd
Pk = akP().

Az n/M/M/r rendszer jellemz6i:

(I.) A rendszerben tart6zkodé igények dtlagos szama:
n
N=)> kP
k=0
(IT.) A vérakozési sor dtlagos hossza:

Q=) (k—T)PkZT;].DO > W(@Qk

k=r+1 T k=r41
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(III.) Az igénygeneralasra alkalmas termindlok dtlagos szdma:
m=n—N.

(IV.) A rendszer kihaszndltsdga:
Ur-=1-P.

(V.) A rendszer datlagos foglaltsigi periédushossza:

1-P U,

TL)\PO TL)\PO .

Es™ =

(VL) A vdrakozds valdszinisége:
P(W > 0) Z Py

(VIL.) A foglalt kiszolgdldegységek dtlagos szama:

r r—1 r—1
> kP + Z rPk_ZkPk+rZPk_ZkPk+rP(W>O)
k=1 k=1 k=r k=1

k=r+1

S|
I

Tovabba

Zk’Pk—l—r Z P,

k=r+1
U, = =

r

= |3l

(VIIL.) A tétlen kiszolgdloegységek dtlagos szdma:
S=r—T7.

Tovabbi Osszefiiggés:



(IX.) A termindlok kihaszndltsdga:

" n—k m
k=1

(X.) A termindlok dtlagos vdrakozdsi ideje:

(5) és (IX) alapjan

amibol

Az atlagos valaszolasi ido:

innen

ami a jol ismert Little-formula, azaz az atlagos beérkezési intenzitas és a
rendszerben toltott atlagos ido szorzata a rendszerben tartézkodo igények

atlagos szamaval egyenlo. Ebbdl

— 1 _
m < mbda <W—I——> =Q+T,
14

vagyis

mMAW + 7o =Q +T.

Mutassuk meg, hogy

=3
I

3

>



mert ebbol

mAW = Q

kovetkezik, ami szintén egy Little-formula.
Tudjuk, hogy

n—~k)A
P%+1:: ( ) }%a
HE+1
ahol
_aw <
/”_{mt,j>ﬂ
JOl ismert tovabba, hogy
r—1 n
r= kf%—krj{jf%
k=1 k=r
Ekkor
n r—1 n—1
om = Z o(n—k)Pr, =) o(n—k)Py+ Z o(n — k)P, =
k=0 k=0 k=r
r—1 n—1
A(n—k)(k+1 A(n —k
D e RO WS
k=0 H k= | H
r—1 n—1 r n r—1 n
=Y (k+1)Pepr+r > Pepr=» jPi+r Y Pi=> jPi+ry Pi=T7.
k=0 k=r Jj=1 j=r+1 j=1 j=r
Vagyis
om =r,
mas alakban
Am = ur,

azaz

az atlagos beérkezési intenzitas = az atlagos kiaramlasi intenzitassal,



ami varhato volt, mivel a rendszer egyensilyi allapotban van. Ezért
w22 8
mA  TAo ur
(XI.) A kiszolgaldk atlagos tétlenségi periddushossza:

Ha a tétlen kiszolgalok olyan sorrendben kezdik kiszolgalni az
igényeket, mint amilyen sorrendben elozoleg befejezték a foglaltsagi
periédusokat, akkor egy szerver tevékenységét a kovetkezoképpen irhatjuk
le. Ha egy tétlenné valt szerver j—1 masik tétlen szervert talal a munkabefe-
jezodés pillanataban, akkor csak a j-edik igény kiszolgalasaval kezdodik
ismét a foglaltsagi periddusa.

Jelolje € a szerver atlagos uresjarati periédusa hosszat, €; pedig a fenti
allapotban az atlagos tétlenségi id6t. Nyilvanvaléan

_ J

€j = )\,
e pedig a teljes varhaté érték tétele alapjan

—P._.j S
e:Z ‘7— = y
= Ple) A P(e)A
ahol )
P(e)=)» Pj=1-P(W >0),
j=0

azaz annak valdszinlisége, hogy van tétlen szerver.

(XIL.) A szerverek dtlagos foglaltsagi periddushossza:

Mivel o
Us = e+ ES’
igy
o Us _ r._ .3 7 S 7 m
= e = — € = — = — = =
1—-Us 1-1 I Ple)A  SP(e)h  Ple)h  pP(e)
Vagyis




Példak:
1. Egy tizemben 20 db gép tizemel, egyenként 50 6ra atlagos élettartammal.
A gép javitdsanak varhato értéke 5 ora. A szereléseket 3 f6s sz-

erelogarda végzi. Adjuk meg a rendszer jellemzoit, és hasonlitsuk ossze
oket a I1.5.1.1. Példaban szerepld jellemzokkel!

Megoldas:

ot 1

= —=—=0.1L
o0 10

p:—:
7]

A rekurziv sszefiiggéseket hasznalva, ag = 1-r6l inditva a rekurziot,

>l 1=

konnyen meghatarozhatjuk az a; értékeket, pl

ag = 1
20—0
a; = 0+ 1 X01x1=2
20—1
as 1 X 0.1 X 9
20— 2
as = 51 x0.1x19=1.14
ag = —"x0.1x1.14 = 0.646
és 1gy tovabb.
Tudjuk, hogy
1
Pp=—— = = 0.13625.
1+ ay 1+6.3394
k=1

Innen

P1 =a1 X Po = 2 x 0.13625 = 0.2775
Py, = a9 X Py =1.9 x 0.13625 = 0.2588 stb.



A kovetkezo tablazat megadja a kiillonb6zo allapotok valdszintiségét.

n=20,r=3,p=0.1

Javitas alatt | Javitasra varakozoé | Tétlen karbantartok Stac.
K allo gépek gépek szama szama, eloszlas
szima ©) (5) (P)
0 0 0 3 0.13625
1 1 0 2 0.27250
2 2 0 1 0.25888
3 3 0 0 0.15533
4 3 1 0 0.08802
5 3 2 0 0.04694
6 3 3 0 0.02347
7 3 4 0 0.01095
8 3 5 0 0.00475
9 3 6 0 0.00190
10 3 7 0 0.00070
11 3 8 0 0.00023
12 3 9 0 0.00007
Q =0.339
S =1.213

N=Q+r—8=2126
P(W > 0) =0.3323
P(e) = 0.6677
W = L_ = (.918 6ra, kb. 59 perc
A(n — N)
m=20—2.126 = 17.874




U. 5 0.844
Esm = T — = ~ 15.5
AP, 2 0.136 ora
7= 1.787
s = 1.213
ool
v, = = L8 505
r 3
3 1.213 50 x 1.213
e = _= — ~ 90.8 )
T PeX  0.667x L 0.667 ore
7 1.787 50 x 1.787
Es = - - ~ 132.1 6
P(e)X — 0.667 x & 0.667 ore
mo 17.874
Us n 20

— — 1
T:W+;:0.981—|—5:5.981 ora

i varakozo gépek atlagos szama Q 0.339
1= —
n

= —— = 0.0169
osszes gépek szama 20

Ky — tétlen kezeldk szdma _ § 1213 _ 0.404
.

osszes kezelok szama 3

Osszehasonlitva a I1.5.1 1. Péld4dban szerepld jellemz8kkel, 14thatjuk,

hogy az egy szerel6re juté gépek majdnem egyforma szdma mellett (6
ill. 6%) a helyzet sokkal jobb 20 gép és 3 szerel0 esetében, ugyanis a
hatékonjysagi vizsgalatok az alabbi adatokat szolgaltattak:

gépek szama 6 20

szerelOk szama 1 3

Az egy szerelore jutd gépek szama 6 6%
A szerelokre vonatkozo6 varakozasi egyutthatd Ko 0.4845 0.4042
A gépekre vonatkozé varakozasi egyiitthaté Ky 0.0549 0.01694




2. Az el6z6 példaban p = 0.1, n = 20 volt. Tételezziik fel, hogy az
idGegység az dra, a gépallas orankénti koltsége 18 000 F't, mig a szerelok
orankénti koltsége 600 Ft. Mi lesz ebben ez esetben a szerelok optimalis

szama, ha az atlagos veszteség minimalizalasara toreksziink?

Megoldas:
Lathato, hogy az orankénti atlagos koltség r fliggvénye.
A kovetkez6 tablazat megadja a stacionarius eloszlast » = 3,4,5,6,7

esetén (tapasztalatbdl tudjuk, hogy az r szdmra 3 < r < 7).

P, | P, | P, | s | P | Ps | Ps | P, | Ps
0.136 | 0.272] 0.258 [ 0.155 | 0.088 | 0.047 | 0.023 | 0.011 | 0.005
0.146 | 0.292] 0.278 [ 0.166 | 0.071 | 0.028 | 0.010 | 0.003 | 0.001
0.148 [0.296 | 0.281 [ 0.168 | 0.071 | 0.022 | 0.006 | 0.001 | 0.000
0.148]0.297 | 0.282[0.169 [ 0.072 ] 0.023 | 0.006 | 0.001 | ---
0.148 [ 0.297 0.282[0.169 0.072 [ 0.023 | 0.006

| O[O | W[ 3

A kovetkezo tablazat az idSegységre juté atlagos koltségeket adja meg:

r Q S E(K) Ft
3 0.32 1.20 6480
4 0.06 2.18 2388
5 0.01 3.17 2082
6 elhanya- 4.17 2502
7 -golhaté 5.16 3096

Lathato, hogy az optimalis szereloszam ilyen koltségtényezok mellett
r =9.

Ez a példa is mutatja, hogy rendszerek osszehasonlitasa tobbféleképpen
értelmezheto.

Az 1. és 2. példa j6l szemlélteti ezen problémakort.



I1.6. Inhomogén modellek

A most ismertetett harom inhomogén modell leirdsa megtalalhaté
Csige Laszlé és Tomk6 Jézsef (1982) cikkében. Adott, n szdmu, gép
meghibasodasainak javitasat végezze egyetlen szerelo. Feltessziik, hogy
a gépek mikodési idotartama exponencidlis eloszlasid, a k- adik gépre
Ar > 0 paraméterrel, és a javitasi id6 is exponencidlis eloszlast a pi > 0
paraméterrel. Mind a mikodési, mind a javitasi idok teljesen fuggetlenek
egymastol.

Tetszoleges t > 0 pillanatban az n gép koziil néhany mikodhet, és
a tobbi vagy javitds alatt van, vagy javitdsra varakozik. Jeldlje v(t),
(t > 0) a t pillanatban nem miik6d6 gépek szamat. Ez még nem jellemzi
kimeritden a rendszert. Meg kell mondanunk azt is, hogy melyek a nem
miikodo gépek, és ezek koziil melyiket javitja a szerel6. Tetszoleges t > 0-
ra egy v(t)-dimenzidju (zq (t),...,x,() (t)) vektort vezetiink be, melynek
a komponensei a nem mikodé gépek indexeit jelolik. Ha a javitas a
meghibasodas sorrendjében torténik, azaz FIFO elv kovetése esetén a nem
miikodo gépek felsorolasa a meghibasodasuk sorrendjének felel meg. fgy
v(t) > 0-ra z1(t) a javitds alatt 1évé gép indexét adja. A Processor Shar-
ing (PS) elv kovetésekor, amikor az Osszes hibds gép javitas alatt van,
és v(t) = k esetén e javitdsok mindegyike 1/k intenzitdssal folyik, az
(21 (t),...,x, (t)) vektor elrendezése tetszOleges lehet. Ilyenkor a nagysag
szerinti (z1 (£) < 2 (t) < ... < Ty (t)) rendezésben dllapodunk meg. Pri-
oritasos kiszolgalas (PR) esetén a hibas gépeket indexiik nagysagrendje sze-
rint soroljuk fel, mivel az alacsonyabb indexii gép elsobbséggel rendelkezik
a magasabb indext gépekkel szemben.

A gépkiszolgalas Markov-lanca alatt a

f(t):(U(t)le(t)"'wxv(t)(t))7 (tZO),



vektorfolyamatot értjiik, ahol x1 (f),...,Zy«) (t) rendezését a kiilonbozé

kiszolgalasi elvek esetén az elobb elmondottak szerint kell érteni.

A £(t) folyamat folytonos idejii, véges dllapotterii Markov- lanc. Ha a

Ak, bk, (1 < k < n) paraméterek mind pozitivak, akkor a lanc ergodikus.

11.6.1. Az <n/M/M/1/PS > rendszer

A gépkiszolgalasi probléma esetén ez a diszciplina azt jelenti, hogy a
gépek javitasa meghibasodasuk utan rogton megkezdodik, melynek inten-
zitasa fugg a mindenkori hibas gépek szamatol, és azzal forditottan aranyos.
Ha egy gép javitas alatt van egy olyan dt ido alatt, amikor rajta kiviil még
k — 1 mas gép is hibas, akkor ezen dt id6 alatt egy gép javitasi ideje csak
dt/k mennyiséggel halad elére.

Ekkor a £(t) folyamat allapotterét az 1,2, ..., n szdmok (i1, ... i) (1 <
k < n) kombinécidéi alkotjak, és ezekhez még hozza kell venni a 0 pontot
(minden gép mikodik). Legyenek P;, . ;, (t) (1 < i1 < iy < ... < i < n)
a £(t) lanc ¢ pillanatbeli eloszldsat leir fiiggvények. Ekkor a Kolgomorov-

egyenletek a kovetkezok:

P(t) = - [ZA

Po(t)JrZMz’Pi(t),

k
P o) =) N Pty i (8) =
r=1

fir

T';é’il...ik

L
- [Vil...ik + T Z/Jir
r=1

g g . . , ’ . . ’ ’,
ahol ¢y,...,1, .4 az i1,...,1k,r egészeknek a nagysag szerinti rendezése, és



41.U.1. 112/ Ib/ .LV.l/iV_l./_L/_l. Mo AVLIINLDI DALV 41U

Vi = Z )\7-, k’Zl,...,n—l.

T?f’il...ik

Pll,,n(t) - Z )‘T’Pl,...,r—l,r+1,]...,n(t)_
r=1

Pl,...,n(t)a

1 n
o [57‘21:“7'

ahol a megfelel6 indexek értelemszeru értékeket vesznek fel.

A staciondrius eloszlas, amely azonos a

Py = lim P, (t),

t—o00

Pil...ik — hm P’il---ik (t)

t— 00

(1<ip <ig<...<ix<mn, 1<k<n), ergodikus eloszlissal, a

o

1=1

1 F
[Vil...ik + T Z”ir

fir
+ Z k_l_lpilli;...i;+l’

k
P, i = E N Piy iy i T
r=1

o

r=1

homogén linedris egyenletrendszernek a Py+ > P;, . ;, = 1 feltételt kielégit
egyértelmi megoldéasa, ahol az Osszegzés n elem 0Osszes kombindcidira ter-

jed ki. Egyszeru helyettesitéssel belathatd, hogy ennek az egyenletrend-

k
szernek a megoldasa a P;, ;. = Ck! ] 2#, ahol C' a normalizalé feltételbdl
r=1"""

hatarozhaté meg.



11.6.2. Az <n/M/M/1/FIFO > rendszer

A gépek javitasai torténjenek a meghibasodas sorrendjében. Ekkor a
£(t) folyamat allapotterét n elem 6sszes 1 < k < n rendili ismétlés nélkiili
variacioi alkotjak, amelyekhez még a 0 pontot is csatolni kell ( a 0 pont
annak az esetnek a megfeleléje, amikor mindegyik gép miikodik ).

A £&(t) lanc ¢ (¢t > 0) pillanatbeli eloszldsira vezessitkk be az aldbbi
fliggvényeket.

Ha wv(t) jeloli a ¢t id6pontban nem miikodé gépek szamat, x;(t) a
nem miik6do gépek indexét (i = 1,...,v (t)) meghibdsodasuk sorrendjében,

akkor a lanc t pillanatbeli eloszlasat leir6 fiiggvények:

Pil...ik (t) = P (U (t) = k, 1 (t) = il, ooy Lk (t) = Zk) y

ahol (1 < k < n), (1 < i1,...,ix < n). Ezek a fiiggvények kielégitik a

kovetkezo differencidlegyenlet-rendszert

>
=1
P i () =X Py () —
- [Vil...ik —I_ ,uzl] P’il...ik (t) —I_ Z ,urPril...ik (t) )

T';é’il...ik

Py (t) = -

Po(t)JrZMz'Pi(t),

!

Py i (0) =N, Py i (8) — iy Piy iy, ().

A staciondrius eloszlas, mely azonos a

P(): lim Po(t),

t—o00

1
t— 00
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(1 <iy,i9,...,ik <n, 1<k <n)ergodikus eloszlassal, a

[Z Ai| Po= ZMz‘Pz',
i—1 i=1

Wiy iy + Wiy Piyoiy, =N Piyoi_, + Z tr Prijiq. iy

T?f’il...ik

Wiy Piy i, = A

inPila---ain—l

homogén linedris egyenletrendszerneik a Py+> F;, ;. = 1 feltételt kielégito

ki.

Az egyenletrendszer konnyebben kezelhetové valik, ha bevezetjik a
kévetkezd vektorvaltozokat. Legyen Z(*) (1 < k < n) V* = (})k! dimenzids
vektor, amelynek a komponensei az 1, 2,...n szamok k-ad osztalyu, lexiko-

grafikusan rendezett 7,,...,7; varidciéihoz tartozé P; . ;_ valdsziniiségek.

ik
Ekkor az egyenletrendszer az alabbi differenciaegyenlet-rendszerbe megy

at:

Py =ByzZM,
ZW =A,Py+ B1ZY,

ZF) =4, Zz*-D 4 B zk+D)

ZzM) =4, 7=,

Itt most 1 < k < n-re Ay V! x V' ;-es matrix, 0 < k < n-
re By V' X V' ,-es matrix, és elemeik az egyenletrendszerbdl konnyen

meghatarozhatdk.



Legyen F,, = A, és tetszOleges 1 < k < n esetén F, =
(I — BiFy41) " Ag. Ekkor Z®) = F,Z(*=1) (1 < k < n), ahol 2 =
Py. Egy tetszéleges Py értékbsl a Z(k) (1 < k < n) vektorok ren-
dre meghatdrozhaték. A P;, ., valésziniiségeket a normalizal6 feltétel fi-

gyelembe vétele utan e vektorok komponensei szolgaltatjak.
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11.6.3. Az <n/M/M/1/PR > rendszer

Abszolut prioritasos kiszolgalasi elv esetén a £(t) folyamat allapotterét
az 1,2,...,n szdmok (i1,...,i) (1 < k < n) kombindciéi alkotjdk, és
ezekhez még hozza kell venni a 0 pontot (minden gép miikddik ). Legyenek
P, i) (1<ip <i2<...<ir <n)a(t) lanc t pillanatbeli eloszlasat

leir6 fiiggvények. Ekkor a Kolgomorov-egyenletek a kovetkezok:

Py (t) = — [i i

k
Pil...z'k (t) = ZAirPil---ir—lir—l—l---ik (t) -

r=1

Po (t) + Z piPi (1),

11—1

— [Viy iy, + iy Piy iy, (B) + Z por Priy i (1),
r=1

Pll,,n(t) = ZATP1,...,T—1,T+1,...,7’L(t) - lLLlPlaan(t)
r=1

A stacionarius eloszlas, amely azonos a

PO = lim Po(t),

t— 00

(1 <iy,i9,...,ix <n, 1<k <n),ergodikus eloszlassal, a




11—1

—I_ Z :[’I’TP’I"L'l...ika
r=1

n
,ulpl,...,n = E )\rpl,...,r—l,r—i—l,...,n

r=1
homogén linedris egyenletrendszernek a Py+ > P;, . ;, = 1 feltételt kielégit
egyértelmi megoldasa, ahol az 0sszegzés n elem Osszes kombindacidra terjed
ki.

Az egyenletrendszer megoldasahoz, hasonléan a meghibasoddas sor-
rendjében torténo kiszolgalas esetéhez, vezessilk be a kovetkezo vek-
torvaltozdkat.

Legyen Y(*¥) (1 < k < n) Cp = (%) dimenzids vektor, amelynek a
komponensei az 1, 2, ...,n szamok k-ad osztaly, lexikografikusan rendezett
i1,...,% kombindcidhoz tartozé F;, . ;, valdsziniiségek. Ekkor az egyen-

letrendszer az alabbi differencia egyenletrendszerbe megy at.

Py =ByY M),
Y =A, Py + BiY®?,

Y = A, y*-D 4 g y*+D.

Yy =4, y(=1,

Itt most 1 < k < n-re Ay CF x Cp_;-es matrix, 0 < k < n-
re B Cp' x Cf,,-es métrix, és elemeik egyenletrendszerbdl kiolvashatok.
Ezt a differencia egyenletrendszert ugyaniugy oldhatjuk meg, mint a FIFO

kiszolgalas esetén.



I11.6.4. Rendszerjellemzok

Konnyt 1atni, hogy staciondrius esetben

I. A szereld kihaszndltsdga (4) alapjan, mint eddig is lattuk

Eo
USZ 1 :1—P0.
Eé§ + [Z /\i]

1=1

II. A gépek kihaszndltsdga
Jelolje U az i-edik gép kihasznaltsagat. Ekkor (5) szerint

1
o — . ALE— O
x T

+

ahol T; az i-edik gép hibds 4llapotban valé tartézkoddsanak varhaté értékét
jeloli,
n
PO-S Y P,
k=1i€(i1,...,0%)
aannak staciondrius valészintisége, hogy a gép rossz. Igy

p@)
TN A- POy

valamint FIFO esetben az atlagos varakozasi id6
— = 1
Wi = Ti - —.
Hi
Konnyt latni, hogy a hibas gépek varhato szama

n

S PO,

1=1



Fennall tovabba a

n

D ox(1-PO)Ti= 3P
1=1 1=1
relacié, amely a Little-tétel egy specialis alakja. Homogén esetben ez nyil-

vanvaldéan az

a\T =n —0

alakot olti, ahol n a mikodo gépek atlagos szamat jeloli.

Az inhomogén modellek tovabbi dltalanositasaval foglalkozik Pdésafalvi
— Sztrik (1987, 1989a, 1989b), Sztrik (1987), valamint szamitégépes
kornyezetben el6fordulé probléméakra ad matematikai modellt Almasi —
Sztrik (1993).



I1.7. Homogén forrasi modellek osszehasonli-
tasa

Az alabbiakban ismertetett eredmények Asztalos Domonkos (1979)
cikkében taldlhatok meg, és olyan véges forrasi tomegkiszolgalasi rend-
szerekre vonatkoznak, ahol egy kiszolgald egység n fogyasztét szolgal ki.
A forrasnal eltoltott id6 minden fogyasztéra nézve azonos A paraméteru
exponencialis eloszlasi valtozé, és az i-edik fogyaszto kiszolgalasi ideje u;
paraméterl exponencialis eloszlasi valdszintiségi valtozd. Ennél a modellnél
vizsgaljuk a kiszolgald egység foglaltsagi periddusait.

PS kiszolgalasi elv mellett a kiszolgal6 egység foglaltsagi periodusanak

varhato értéke:

1
Bopg = — > iCj,
=1

J
ahol C; = > H;‘
'k

i1,y k=1
1. Tétel.
Exponencialis struktirdji, véges, homogén forrasi rendszerben ab-
szolut prioritasos kiszolgdlasi diszciplina esetén tetszéleges n-re (1,2,...)
a kiszolgalé egység foglaltsagi periédusainak varhaté értéke E51(3n})2, sta-

cionarius esetben fiiggetlen a prioritasok kiosztasatol.

1. Kovetkezmény.
Eépy = ESyiro = BdL1ro

A FIFO kiszolgdlasi diszciplina megfelel a érkezési sorrendben valé
kiszolgalasnak, a LIFO esetén egy érkezés kiszolgaldsa rogton megkezdddik,
és az esetleg megszakitott fogyaszté kiszolgalasa a megszakitas helyétol foly-

tatddik a megszakitast okozd fogyasztd kiszolgalasa utan.



(n)

A Kovetkezmény Bizonyitdsa. Prioritasos kiszolgédlds esetén FEdpp
fliggetlen a prioritasok kiosztasatol. A FIFO diszciplinaval azonos
kiszolgalast kapunk, ha egy érkezéskor az éppen beérkezo fogyasztohoz
rendelt prioritas értéke megegyezik azzal a szammal, hogy hanyadiknak
érkezett a kiszolgald egységhez, és a korabban mar a kiszolgald egységben
1év6 fogyasztok prioritasat nem valtoztatjuk meg. Ha egy fogyaszto tavozik
a kiszolgald egységbol, akkor a kiszolgald egységnél maradt fogyaszték min-
degyikének a prioritasat eggyel csokkentjiik. A forrasnal tartézkodd fo-
gyasztok kozott a fennmaradt prioritasértékek tetszolegesen kioszthatok.
A LIFO diszciplindval azonos kiszolgalast kapunk, ha egy érkezéskor az
éppen beérkezo fogyaszto prioritasa egy lesz, és a korabban mar a kiszolgald
egységnél tartézkodo fogyasztok prioritasat eggyel noveljik, egyébként a
prioritasok kiosztasa megegyezik a FIFO-nal leirtakkal.

2. Tétel.

Exponencialis struktiraji, véges, homogén forrasu tomegkiszogalasi
rendszerekben E&gff){ = Eégbs).

A kiszolgalasi diszciplindkat két csoportra oszthatjuk. Az els6 cso-
portba azok tartoznak, amelyeknél barmely véges 7 intervallum feloszthaté
véges szamu diszjunkt intervallumok olyan sorozatara, hogy mindegyik in-
tervallumban csak egy adott fogyasztd részesiil kiszolgalasban. Ezeket a
kiszolgalasi diszciplinakat osztatlan kiszolgdldsu diszciplindknak nevezziik.
Ilyenek a FIFO, a LIFO, az RR és PR diszciplindk. A masik csoportba
tartozik az Osszes tobbi. Ilyen példaul a PS elv. Egy kiszolgalasi diszci-
plina ékonzervativ, ha a kiszolgald egységnél nem vész el, és nem keletkezik
kiszolgalasi igény.

3. Tétel.
Exponencialis struktiardju, véges, homogén forrasi tomegkiszolgalasi

rendszerben, amely n gépet tartalmaz A és u; paraméterekkel, a foglaltsagi



periédus varhaté értéke stacionarius esetben azonos minden konzervativ

osztatlan kiszolgalasu diszciplinara és
Es™ = E50Y.

Bizonyitds. Konnyen belathatd, hogy a prioritasos kiszolgalasi diszciplina
konzervativ és osztatlan kiszolgaldju, és a tételunk szerint Edpgr értéke
fuggetlen a prioritasok szétosztasatol, és attol is, ha a prioritasok szétosztasa
tetszoleges idopontban megvaltozik. Az osztatlan kiszolgalasu diszciplinak
definicidja szerint barmely véges 7 intervallumban véges azoknak az ese-
teknek a szama, amikor a kiszolgalas atvalt egyik fogyasztérol a masikra.
fgy az a konzervativ osztatlan kiszolgalasu rendszer, amelyben az eredeti
diszciplina dontésének megfeleloen megvaltoztatjuk a prioritasok eloszlasat,

ugyanugy viselkedik, mint az eredeti rendszer.

Véges forrasi rendszerek optimalizalasi problémaival foglalkozik pl.
Asztalos (1980).



Feladatok

1. Egy szamolékozpontba Poisson-folyamat szerint naponta (8 6ra) 10
program érkezik. Egy program a CPU-t exponencialis ideig foglalja le
30 perc atlaggal.

Hatarozzuk meg a CPU kihasznaltsdgat, a szokdasos karakterisztikdkat!

Megoldas: U = 0.625, N = 1.667, T = 80 perc, W = 50 perc, E§ = 80
perc, P(W > 60) = 0.295, P(T > 90) = 0.325 .

2. Egy kikotobe atlagosan 3 6ranként érkeznek a hajok Poisson-folyamat
szerint. A hajé a kirakoddhelyet exponencialis ideig foglalja le,
atlagosan 12 éraig.

Mennyi legyen a kirakodéhelyek szama, hogy egy hajonak a varakozasi

ideje atlagosan 6 6ranal kevesebb legyen?

Megoldas: 6 .

3. Egy aruhaz igazgatosaga parkolét tervez a vevok szamara. gy tervezik,
hogy a vasarlék 1 szazalékanak kell majd atlagban mas helyet keresnie
a parkold foglaltsidga miatt. A parkolasi id6 exponencialis eloszlasu
30 perc atlaggal. A vasarlék érkezési intenzitasa atlagosan 10 személy
percenként. Az érkezési folyamat Poisson tipust.

Mennyi legyen a parkolé kapacitasa?

Megoldas: 1 .

4. Egy javitéomiihelybe a hibds gépeket véletlen folyamat (Poisson) szerint
hozzak. A beérkezések kozotti idotartam atlagértéke 20 perc. A javitas
exponencialis eloszlasi 40 perc varhato értékkel.

Mennyi javitot kell alkalmazni, hogy egy szerelo atlagos foglaltsagi ideje
ne haladja meg az 1 érat és a tétlenségi ido varhaté értéke legalabb 10

perc legyen?
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Megoldas: n =4 .

. 6 egyforma gépet 3 szerelo lat el. A gépek miikodési ideje exponencialis

eloszlasu valészintliségi valtozo % ora atlaggal. A javitasi idejiik szintén
exponencialis 45 perc varhaté értékkel.
Melyik allapot a legvaldsziniibb? Mennyi a mikodé gépek atlagos

szama? Adjuk meg a rendszer jellemzoit!

Megoldas: Egy vagy két gép mitkddik, m = 1.9, o = 4 = 2, mely
3

mutatja, hogy tobb szerelot kell alkalmazni.

\ _ n) __ 0.9973 _ 1.9 __ =

N =41, U, = 09973, E§("™) = 2By, = 12 — 31, n = 2.85,

S =0.15,Q =1.25, W = 0.2 éra, T = 0.95 dra, € = 5 éra, U = 28° =

0.95, £) = 11.9 6ra.

|

. Egy szerelo 7 gépet lat el, melyek mikodési és javitasi ideje expo-

nencialis eloszlasi 1 ora és % ora atlaggal.
Hany szazalékkal csokken a miikodo gépek atlagos szama, ha egy gépet

kivesznek a termelésbol?

Megoldas: 3.64-rdl csokken 3.38-ra a miikodS gépek szama, ez ~ 7%.

. Egy szerelomiihelyben 10 azonos tulajdonsagu gép miikodik. 1 hénap
atlagos élettartammal és % honap atlagos javitasi idovel jellemezhetjik
mindegyiket. Mindkét id6 exponencidlis eloszlasi.

Ha 3 szerel6 dolgozik ebben a miihelyben, hatarozzuk meg az

uzemszunetelési és kihasznaltsagi egyutthatokat!

Megoldas: K = 1.6%, Ky = 46%.

. Egy benzinkuthoz az auték Poisson-folyamat szerint érkeznek, atlagosan
oranként 10 darab. Két autét egyszerre nem tudnak kiszolgalni, a
kiszolgalas exponencidlis eloszlasi, éranként atlagosan 20 darab kocsi-

val.



a, Mennyi kocsi all atlagosan sorban, mennyi az egy kocsira juto atlagos
varakozasi id6? Mennyi ideig kell egy kocsinak atlagosan a ben-
zinkutnal tartozkodnia?

b, Mennyi kocsit kell atlagosan kiszolgalni éranként, hogy egy kocsi a
kutnal legfeljebb 5 percig tartézkodjon?

Megoldas:
a, Q:%,W:%Oéra,le—loéra
b, legalabb 22-t.



Problémak

1.

Ay

b,

Tekintstiink egy tiszta Markov-féle sorbanallasi rendszert, amelyben

v oA ha0<k<K
712\, ha K <k

e = p, k=1,2,....

Keressiik meg a rendszerben tartézkodé igények szdmanak { Py} sta-
cionarius eloszlasat!

Milyen osszefiiggésnek kell fennallnia a paraméterek kozott ahhoz, hogy
a rendszer stabilis legyen, vagyis az egyensilyi helyzetet valéban el
lehessen érni?

Interpretaljuk a valaszt a rendszer dinamikajanak fogalmaival!

Tekintstiink egy Markov-tipusi sorbanallasi rendszert, amelyben
M =aF), k>0, 0<a<l;

pe=p, k=1

Fejezziik ki Py segitségével annak { Py } staciondrius valdsziniiségeloszla-
sat, hogy k igény van a rendszerben!

Adjunk formulat a Py valészintiiségre!

. Tekintsiink egy M /M /2 sorbanallasi rendszert, amelyben a beérkezések

//////

méasodperc, ahol A < 2u.

Hatarozzuk meg azt a differencidlegyenletet, amelyet a Py (t) id6fiiggo
valészintliségek kielégitenek!

Szamitsuk ki a P, = tl_l)r(r;o Py (t) valésziniiségekbol 4116 staciondrius

eloszlast!
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4. Tekintsiink egy sziiletési-halalozasi folyamatot a kovetkezé inten-
zitasokkal:
A= (k+2)\, ha k£=0,1,2,...;

e = ki, ha k£=1,2,3,....

a, Keressiik meg a P, mennyiségeket. A\, k, és u segitségével fejezziik ki
Oket!

b, Hatarozzuk meg a rendszerbeli igények szamanak varhaté értékét!

5. Felhasznalva, hogy

és

oy () ()
()= 5 g (o) ()]

bizonyitsuk be, hogy ha \/u >0, m =1,2,... akkor

o o)< E o)

k=m




6. Az <n/M/M/1 > rendszernél hatarozzuk meg az érkezési pillanatok-
ban a stacionarius eloszlast, majd ennek felhasznalasaval az igények

varakozasi és tartézkodasi idejének stirtiség- ill. eloszlasfiiggvényét!

7. Bizonyitsuk be, hogy ha az < n/M/M/1 > rendszernél n — oo, A — 0,
gy, hogy nA\ — ), akkor a rendszerjellemz8k az M /M /1 modell

megfelel6 jellemz6ihez tartanak!

8. Mutassuk meg, hogy az M /M /1 rendszerben p kihasznaltsdgnal és s
atlagos kiszolgalasi idonél a rendszerben valé tartézkodasi id6 varhatéd
értéke mindig kisebb, mint az M /M /2 rendszerben p kihasznéltsaggal

és 2s atlagos kiszolgalasi id6ovel!






III. Kozépfoku sorbanallasi elmélet

ITI.1. Az M/G/1 rendszer

A sorbanillédsi elmélet elemeinek megismerését megkonnyiti az allapot
leiras egyszertisége, killonosen az, hogy a rendszer teljes multjat osszefoglalja
a pillanatnyilag jelen 1évé igények szama. A Markov-tipusi rend-
szer jovobeli viselkedése szempontjabél minden mas multbeli informacio
lényegtelen.

A jélismert M /M /1 rendszerben mind a beérkezési, mind a kiszolgalasi
folyamat Markov tipusu (exponencidlis eloszlasi). Az M/G/1 rendszernél
viszont a kiszolgalas altalanos eloszlasi, kovetkezésképpen 1j problémakba
utkozink, és ezekre mas megoldasi moddszereket kell talalnunk. A
jegyzetben a Palm-tol, Takacstél és Kendall-tél szarmazo, dgynevezett
bedgyazott Markov-lancok modszerét fogjuk alkalmazni.

Az M/G/1 rendszerben egyetlen kiszolgdléegység van, a beérkezési
folyamat A paraméterti Poisson-folyamat, azaz a beérkezési idokozok A
paraméterii exponencidlis eloszldsi valészinliségi valtozok. A kiszolgalasi
id6 eloszlasa tetszéleges lehet, eloszlasfiggvényét B (x), striiségfiiggvényét

b(z), k-adik momentumat

jeloli.
Prébaljuk meg leirni az M/G/1 rendszer allapotait! Ha egy bizonyos
t idopontban a rendszer egész multjat akarjuk osszefoglalni, akkor eloszor

is meg kell adnunk a ¢ pillanatban a rendszerben tartézkodd igények N (t)
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szamat, valamint azt, hogy a kiszolgalocsatornaban 1évo igény kiszolgalasa
mar mennyi id6t vett igénybe a t pillanatig; jelolhetjiik ezt X (t)-vel. Ez
utébbi amiatt sziikséges, mert a kiszolgalasi ido eloszlasa nem feltétleniil
emlékezetnélkiili. (Viszont a beérkezési folyamat emlékezetnélkiili, ezért
az utolsé beérkezéstdl eltelt idét mem kell megadnunk.) Igy az N (¢)
nem Markov-folyamat. Azonban az [N (t), Xo (¢)] vektor mér az, és ezt
tekinthetjiik az M/G/1 rendszer allapotvektoranak, hiszen tartalmazza a
miultnak a folyamat jovobeli alakulasa szempontjabdl lényeges részét.

Az M/M/1 rendszer esetén elég N (t)-t megadni, és igy egy diszkrét
allapotteri Markov-lancunk van, ahol az allapotok szama megszamlalhato.
Jelen esetben a kétdimenzids allapotleirds esetén az N (t) megszamldlhaté

ugyan, de az Xy (t) folytonos, és ez megneheziti a vizsgalatot.

ITI.1.1. A hatralévo élettartam paradoxona

Mielott nekildatnank a bedgyazott Markov-ldncok ismertetésének, meg
kell értenunk a még hatralévé kiszolgalasi id6 néhany tulajdonsagat. Az-
zal az esettel foglalkozunk, amikor a beérkez6 igény egy részben kiszolgalt
igényt talal a kiszolgald csatornaban. Egy latszolagos paradoxonnal
kezdjiik.

Tegyiik fel, hogy valaki egy tetszoleges pillanatban egy villamosmegallohoz
ér és aztan villamosra var. Tegyuk fel még, hogy ehhez a megalléhoz
Poisson-folyamat szerint érkeznek a villamosok, atlagosan percenként A vil-
lamos. Atlagosan menny id&t kell varnunk a kovetkezd villamos érkezésére?
Két, egyarant logikusnak tiino valaszt is adhatunk:

e Mivel a villamosok beérkezése kozotti ido atlagosan % perc, és mivel
egy véletlen idopontban érkeztiink, ezért atlagosan % percet kell varnunk.

e A Poisson-folyamat emlékezetnélkiilisége miatt a kovetkezd beérkezés-
1

ig eltelt id6 fuggetlen az el6z0 beérkezés 6ta eltelt id6tdl, tehat atlagosan



percet kell varnunk. Ezért az utolsé beérkezéstol addig az idopontig eltelt
id6, mikor varni kezdtunk a villamosra, szintén % perc. fgy az utolsé és
a kovetkezo villamos beérkezése kozotti ido atlagosan % perc, ami 2-szer
olyan hosszi, mint amilyennek a Poisson folyamat esetében lennie kellene.

Tehat latszélag paradoxonnal allunk szemben. A kovetkezdkben
belatjuk, hogy a masodik valasz a helyes. Ehhez tetszoleges eloszlasu
beérkezési idokozoket vesziink, és az egyszeriuség kedvéért felijitaselméleti
terminolégiat hasznalunk, és feldjitaselméleti eredményekre is hivatkozunk.
Ezekr6l bévebben olvashaté Karlin — Taylor (1985)-ben.

Tekintsiik az 1. abrat. Ay jelentse a k-adik villamost, 7. az érkezési
idépontjat. Tegyiik fel, hogy a 7,41 —7% id6kozok figgetlen, azonos eloszlasu

valoszintliségi valtozok, melyek eloszlasa és sturiiségfiiggvénye:

_ar (@)
 dr

F(z):=P(tgy1 —m <z) és f(x):

Xo\ Y Ids

A AAs Anq A,

1. abra

Legyen T egy elég nagy konstans és a [0,7T] szakaszon valasszunk ki
egy véletlen t idépontot, ekkor érkezunk a megalléba. Az abran A, _;

a t id6pont el6tt utoljara érkezett villamos, és A, az els6 amely ¢ utian



érkezik. Ezt az A,_1A, beérkezési idokozt jelolje z, és legyen Y az az
id6, amit a kovetkezé beérkezésig varnunk kell. A felujitaselmélet nyelvén
a {11} pontok egy felijitdsi folyamatot alkotnak, azaz {7y} azon feldjitasi
pillanatok sorozata, mikor egy régi alkatrész tonkremegy és azonnal egy
ujjal pétoljak. X az alkatrész élettartama, ¥ a t idéponthoz képest még
hatralévé élettartama, Xog = X — Y az alkatrész kora. Keressik az X és
Y striuségfiiggvényét. Feltehetjiik, hogy a folyamat régota tart, mivel csak

a hatareloszlasokra vagyunk kivancsiak. A hatralévo élettartam eloszlasat

jelolje
F(z):=P(Y <uz),
struségfiiggvényét A
. dF (z)
fla) ="

A kivélasztott X élettartam siiriségfiiggvénye legyen fx (x), eloszlas-
fuggvénye
Fx (z):=P(X <x).

Vegyiik észre, hogy ha két feldjij tasi pont kozott hosszu ido telik el,
akkor az az id6tengely hosszabb szakaszat foglalja el, mint egy rovidebb
idotartam, és nagyobb valészintiséggel esik a t véletlen idopillanat a hosszi
intervallumba, mint a rovidbe. Ennek szellemében el kell fogadnunk azt
is, hogy annak a valdszinliségnek, hogy egy = hosszisiagu intervallumot
valasztunk ki, aranyosnak kell lennie az x hosszal, és az ilyen hosszisagu in-
tervallumok relativ gyakorisadgaval, amit f (z) dz ad meg. Igy a kivalasztott

intervallumra felirhatjuk, hogy

ahol a bal oldal P (z < X < x + dz), a jobb oldal pedig tazt jelenti, hogy

ez aranyos az intervallum hosszaval. A K konstanst ugy valasztjuk, hogy



helyesen normalizalja a sturiuségfiiggvényt. Mindkét oldalt integralva K =
mi—et kapunk, ahol
1

my = F (1x — Tk—1),
a felujitasok kozotti id6 varhato értéke. Tehat

fx (z) = 2/ &)

mi

Ez azt jelenti, hogy az X nem F'(x) eloszlasi! A korabbi példa szavaival
élve ez azt jelenti, hogy az az intervallum, amit azaltal valasztunk ki, hogy
a villamosmegall6hoz ériink, nem egy tipikus intervallum! Itt rejlik a para-
doxon megoldasa: valdsziniibb, hogy egy hosszabb intervallumot fogunk
ki, mint egy rovidebbet. Latni fogjuk, hogy Poisson-folyamat esetében ez
azt jelenti, hogy a kivalasztott intervallum kétszer olyan hosszi, mint egy
tipikus intervallum.

Keressitk most meg a hatralévs idé f (z) stirtiségfiggvényét. Ha
feltesszik, hogy X = x, akkor annak a valészintuisége, hogy az Y hatralévo

élettartam nem haladja meg az y értéket,

PY<y|X=x)=",
x
ha 0 < y < z. Ez azért igaz, mert az y pontot egyenletes eloszlas szerint
valasztottuk. Felirhatjuk tehat az X és Y egyiittes eloszlasfiiggvényét:

@) (xf (z) da:) _ [ () dyde

i mi mi

Y

P(y<Y§y+dy,:r<X§az+daz):(

ahol 0 < y < z. z szerint integrdlva kapjuk az f (y) striségfiiggvényt,

amely Y feltétel nélkili siirtiségfiiggvénye, azaz

fly)dy = / W,
r=y



innen

(1) fly) =——-77

Ez megadja a hatralévo élettartam struségfiggvényét a beérkezési
idokozok eloszlasfiiggvénye és varhato értéke segitségével.

Jelolje F* (s) ill. F* (s) az f(z) ill. f(z) Laplace-transzformaltjat.

Mivel nemnegativ valdsziniiségi valtozékkal dolgozunk, az (1)-et
egyszerien transzformalhatjuk a fluggelékbeli tablazataink segitségével.

Lathato, hogy az

1—_f f(z)dx

Laplace-transzformaltja

%—F*(s)_l—F*(S) R

Ezek utan konnyen kifejezhetjiik a hatralévo élettartam momentumait
az élettartam momentumaival. Legyen m,, az élettartam n-edik momen-

tuma, r, pedig a hatralévo élettartam n-edik momentuma, azaz

mp = FE (1 — 76-1)") , 7 := E(Y™). Alakitsuk az m,,-et.

/:c"dF () :/ z"dF (x —I—/ z"dF (x
0 0 Y

igy

z"dF (x).

7a:"dF (z) = ]oa:"dF (z) —

O\@



Mivel

[a"dF @) =" [ dF @) =y (1~ F ).
y y
ezért
00 y
0<y"(1-F(y)) < /az”dF (x) — /az”dF (z),
0 0
melybol
00 Y
0< lim y"(1—-F(y)) < /:c”dF () — lim | z2"dF (x),
Y—0 Yy—>0
0 0
azaz

lim y™ (1 — F (y)) =0.

Yy—>00

Ezek utan parcialis integralassal

l/fﬂp@y:—/Qmu1_F¢@y:_/xﬂﬂlgf@”dx:
e (L= F@F + [ (1= F (@) do =

—— Jim " (1= F ) + [ (1= F())da” =
:/ﬁanlu_F(»m.

Tehat

o0

n%:n/gmﬂa—F@»w.

0



my
0
_ (n+1)/y"(1—F(y)) _ Mipg
mi (n+1) my(n+1)’
0
azaz

ry = —ontl

my (n+ 1)

Specialis esetként kapjuk a varhato értéket:

mo mi o
’]"1 = = —I— y
2m1 2 2m1

ahol 02 = my — m?2. Emiatt nyilvdnvald, hogy a kordbbi paradoxonra a
helyes vélasz csak akkor 3, azaz a beérkezési id6koz varhaté értékének a
fele, ha 02 = 0, vagyis allandé beérkezési id6kozok esetén. Poisson-tipusi
beérkezési folyamatnal mq, = %,02 = %, igy r1 = % = mq, azaz korabban
valéban jé megoldéast adtunk a paradoxonra.

Jegyezziik még meg, hogy %t < ry, és 1 — 00, ha o2 = o0 !

I11.1.2. A beagyazott Markov-lancok

Most mar lehetoséglink van a bedgyazott Markov-lancok modszerének
az M /G /1 sorra valé alkalmazdsdhoz. A mddszer alapgondolata az, hogy
az [N (t), Xo (t)] kétdimenziés dllapotleirast leegyszertisitsitk az N (t) egy-
dimenzios leirdssa. Ha ki akarjuk szamolni az allapotvaltozas jovobeli
értékeit, akkor a rendszerbeli igényeknek ezzel az egydimenzids leirasaval
egyutt meg kell adnunk impliciten azt az idot is, amelyet az igény mar
a kiszolgdlocsatornaban toltott. Emnnek az egyszerisitésnek az az ara,
hogy nem minden id6pontot tudunk figyelni, csak bizonyos kivalasztott

idopontokat. Ezeknek olyanoknak kell lenniiik, hogy ha meghatarozzuk



az egyik ilyen idopontban a rendszerbeli igények szamat, és figyelembe
vessziik az elkovetkezendd beérkezéseket, akkor a legkozelebbi alkalmas
idopontban 1jra ki kell tudnunk szamolni a rendszerbeli igények szamanak
eloszlasat, azaz valahogy le kell irnunk a kiszolgalécsatornaban tartézkodé
igény mar eltelt kiszolgalasi idejét. Sok ilyen ponthalmaz van, de
legcélszertibb a kiszolgaldcsatornabol vald tdvozdasi pillanatokbdl allokat
tekinteniink. Ha megadjuk egy igény tavozasakor a rendszerben maradt
igények szamat, akkor barmely jovobeli pontban ismét ki tudjuk szamolni
ezt, hiszen a tovabbi beérkezések adottak. Ezekben a pillanatokban nulla a
kiszolgalocsatornaban tartézkodo igényre vonatkozd, mar eltelt kiszolgalasi
id6, hiszen ez az igény (ha van ilyen) éppen az adott pillanatban 1épett be
a csatorndba.

Leirdsunk nem mds, mint egy szemi-Markov folyamat™, melyben
az allapotvaltozasok az igények tavozasi pillanataiban kovetkeznek be.
Ezekben a pillanatokban egy beagyazott Markov-lancot definialunk, ami
a rendszerben tartézkodd igények szama kozvetlenul a tavozas utan.
Allapotvéltozésok csak a beagyazott pontokban johetnek létre, és diszk-
rét allapotteret alkotnak. Két allapotatmenet kozotti ido eloszlasa a
kiszolgalasi id6 B (x) eloszlasaval egyezik meg, ha a tavozds legaldbb egy
igényt hagy még a rendszerben, és az exponencialis eloszlasi beérkezési
id6kozoknek és B (z)-nek a konvolicidjaval egyenlé, ha a tdvozas iires
rendszert hagy maga mogott, hiszen ekkor meg kell varnia a kovetkezo
beérkezést is, annak eloszlasa pedig emlékezetnélkiili. Ezekben a bedgyazott

pontokban a lanc viselkedését Markov-folyamatként lehet leirni.

* A szemi-Markov folyamat esetében az egy helyben maradas ideje
tetszoleges eloszlasu lehet, mig Markov folyamatndl exponencidlis eloszlast
kovetelink meg. Lasd Karlin — Taylor: Sztochasztikus folyamatok, 210.
oldal.



Tehat a kiszolgaldcsatornabol valdé tavozasok idopontjait figyeljiik,
és allapotvaltozonak a tdvozo igények dltal hatrahagyott igények szamdt
vessziik. Mint majd latni fogjuk, ezen beagyazott Markov-pontokra adédé
megoldas az Osszes idOpontra szolgaltatja a megoldast! Ez a szerencsés
korilmény annak koszonheto, hogy a beérkezési folyamat Poisson-tipusu,
és ezaltal a beérkezo igények mintegy véletlen pillantast vetnek a rendszerre.

A rendszer allapotat a rendszerben tartézkodd igények szamaként -
N(t) - értelmezve megfigyelhetjiik a rendszer allapotvéltozasait az id6
fiiggvényében. FEzek a valtozasok kozvetlen szomszéd tipusiuak, azaz ha
k igény van éppen a rendszerben, akkor a kovetkezo allapotaban k + 1 vagy
k—1lesz. A k — k+1 tipusu atlépések szama legfeljebb eggyel kiilonbozhet
a k+1 — k tipusu atlépések szamatol, ezért ha a rendszer elég sokaig
miikodik, akkor a felfelé iranyuld atlépések relativ gyakorisaganak meg
kell egyeznie a lefelé iranyulé atmenetek relativ gyakorisagaval. igy arra
kovetkeztethetiink, hogy a beérkezések idopontjaban észlelt rendszerallapot
eloszlasa (Ry) meg kell, hogy egyezzen a tdvozadsok idépontjaban észlelt

rendszerallapot hatareloszlasaval (Dy). Igazak a kovetkez6 megéllapitasok:

1. Poisson-folyamatu beérkezések esetén
P (N (t) = k) = P (egy t pillanatbeli beérkezés k igényt talil a rendszerben) .

2. Ha egy &ltaldnos rendszerben N (t) az értékeit mindig csak eggyel
valtoztatja és létezik a kovetkezo hatareloszlasok egyike, akkor a masik

is létezik, és ezen hatareloszlasok egyenloek:
Ry = tlim P (t pillanatbeli beérkezés k igényt taldl a rendszerben),
— 00

Dy, := lim P (¢t pillanatbeli tdvozas k igényt hagy maga mogott) ,

t—00

Ry = Dy,.



Igy az M/G/1 rendszerre
Ry = Py = Dy,

azaz a beérkezések, a tavozasok és a véletlenszerii megfigyelések egyensilyi
allapotban a rendszerbeli igények szamanak ugyanazt az eloszlasat figyelik
meg.

A teljesség kedvéért mind a két allitast bebizonyitjuk. Bizonyitsuk be

eloszor az 1-et. Vezessik be a kovetkezo jeloléseket:

Ry (t) := P (egy t pillanatbeli beérkezés k igényt taldl a rendszerben).

Legyen A(t,t+ At) az az esemény, hogy egy beérkezés torténik a (¢,¢+ At)

intervallumban. Ekkor

Ri(t) = lim P (N () =k | A(t,t + At)).

Felhasznalva a feltételes valdszinliség definicidjat,

_ o P(N() =k ALt +AL)
Ri(t) = lim —F (A(t,t + At)) B

Y P (A(t,t+ At) | N(t) = k) P(N(t) = k)

= lim :

At=0 P (A(t,t + At))

Az emlékezetnélkiiliség miatt az A(t, ¢+ At) esemény nem fiigg a ¢ pillanat-

ban a rendszerben tartézkodo igények szamatol, ezért
P(A(t,t+ At) | N(t) =k) = P(A(t,t + At)),
igy

Ri(t) = lim P(N(t) = F),



azaz

Ry, (t) = P (t) .

Ez természetesen a stacionarius valdszintségekre is igaz, azaz

Rk = 1tllIIl Rk(t) = lim Pk;(t) = Pk
—00

t—o00

A 2-t is bebizonyitjuk, az 1. felhasznaldsaval. Jeldlje Ry (t) a k
allapotban 1év6 rendszerbe torténé beérkezések szamat a (0,¢) intervallum-
ban, és Dy, (t) a (0,t) intervallumban azon tévozasok szamat, melyek utdn

a rendszer az k allapotba keriul. Feltételiinkbdl kovetkezik, hogy

(2) [Ri (1) — Di (8) | < 1.

Tovabbd, ha az Osszes tavozasok szamat D (t), az 6sszes beérkezésekét pedig
R (t) jeloli, akkor
D(t)=R(t)+ N (0) =N (t).

A tavozasi pontokban észlelt hatareloszlas felirhat6 a kovetkezdképpen

. De(®)
Dy, = lim D(t)"

Ha a szamlaléhoz hozziadunk és le is vonunk beléle Ry, (t)-t, és a nevezdt

felirjuk a fenti alakban, akkor

Dy (t) Ry (t) + Dy (t) — Ry (2)
D(t)  R(t)+N(0)— N (t)

Mivel N (0) véges és N (t)-nek is annak kell lennie a stacionaritds feltétele
miatt, (2)-bol és abbdl, hogy R (t) — oo, egy valdszintliséggel kovetkezik
Ry, (1)

. Dp(t) _
Dy, = lim D (t) = Jim R (t) = .

Innen, az 1. pontot is felhasznalva kapjuk az allitasunkat.



I11.1.3. Az atmeneti valésziniségek és a sorhossz
varhaté értéke
A kovetkez6 fejezetekben a rendszerre jellemz6 mennyiségeket szamoljuk

ki. El6szor is bevezetiink néhany jelolést, amelyekre a késobbiekben

sziikségiink lesz.

C, — arendszerbe belép6 n-edik igény;

Tn — a (), igény beérkezési ideje;

tn — Tp — Tn_1, a Cph_1 és (), igények beérkezése kozotti
idotartam;

r, — a C, igény kiszolgalasi ideje;

g, — a C, igény tavozasakor hatrahagyott igények szama;

v, — a (C, igény kiszolgalasa alatt a rendszerbe érkezo 1j igények
szama.

(gn,n > 1) az u.n. bedgyazott Markov-lanc, amelynek egylépéses

atmenetvalosziniiségei:
Pij =P (an+1 =7 | ¢n =)

Elsésorban a gy, eloszldsat vizsgaljuk, vagyis a P (g, = k) valészintiségeket.

Ezek fiiggenek az id6t6l, hatareloszlasukat (ha n — 00), Dg-val jeloljik.

A P = (pij); j—o,1,. dtmenetvalészinliségi métrix a kovetkezd alaku
lesz:
(040 a1 Qo Q3 .. \
g 1 G «3 ...
0 ag o1 «9
P = 0 0 ap O )
0 0 0 ap




ahol ay, := P (vp41 = k).

Az i-edik sor j-edik eleme annak a valésziniiségét adja meg, hogy ha
Cy, tavozasakor i igényt hagyott maga utan a rendszerben, akkor C, 4
tavozasakor éppen j igény maradt a rendszerben. Ez éppen azt jelenti,
hogy pontosan j — i + 1 4j igény érkezett, amig a C),11 igény kiszolgalasa
tartott.

Az «ap kiszamolasdhoz vegyiik figyelembe, hogy a beérkezési folya-
mat fliggetlen a rendszer allapotatél. A C,, igény, (B (z) eloszlasi), z,
kiszolgalasi ideje pedig fliggetlen az n-tol, ezért v, szintén fiiggetlen az
n értékétol. Hagyjuk el tehat az n-et a jelolésiinkbol és vezessiik be
az T és U valésziniiségi véltozdkat. P (x, <z) = P(Z<z) = B(x) és
P (v, =k)=P(0=k)=ag. A teljes valészinliség tétele alapjan

oo
ar =P (0 =k) :/P(ﬁzk,az<95§x—|—daz)dx,
0

melyet a feltételes valdszintiségekkel kifejezve

o0

ak:/P(@:km:x)b(x)dm,

ahol b (z) = diix), a kiszolgaldsi id6 stirliségfiiggvénye. Mivel a beérkezési

folyamat A paraméterii Poisson-folyamat, ahol * = % az idovaltozd, a

kovetkez6 dtmenetvaldszintiségeket (P elemeit) kapjuk:

(3) Qg :/()\:’) e b (z) de.

Figyelembe véve, hogy a; > 0 minden £ > 0-ra, a P matrix alakjabdl

kovetkezik, hogy barmely adott allapotbdl az 0sszes tobbi elérheto, azaz a



Markov-lanc irreducibilis (és aperiodikus). A sorbandllasi elmélet alapjainal

hasznalt szokésos jeloléssel

Q:_:)‘ma
o

ahol = a kiszolgalasi id6 hosszanak varhaté értéke. A Markov-lanc er-
godikus, ha o < 1. (A tovabbiakban ezt feltételezziik.)

Most vizsgaljuk a g,41 és ¢q, valdsziniiségi valtozok kapcsolatat két
specialis esetben.

Az els6 annak felel meg, amikor C),, nem iires rendszert hagy maga
utdn (azaz ¢, > 0). Ez azt jelenti, hogy a C, tdvozdsakor a C,4; mar
a rendszerben van. Ekkor ¢,4; nyilvan megkaphatd, ha ¢,-bol levonunk
egyet (mivel YO, 11 eltavozik) és hozzdadjuk azon igények szaméat, melyek
az Tp41 kiszolgdlasi idétartam alatt érkeztek be, azaz v, 1-et.

A masodik eset az, amikor ¢, = 0, azaz a tavozé C, igény ures
rendszert hagy maga utan, azaz C),,411 nem érkezett meg a C, tavozasi
idopontjaig. fgy dn+1 €ppen a O,y kiszolgdlasi ideje alatt a rendszerbe
érkezett igények szamaval egyenlo.

Végeredményben azt kaptuk, hogy

Qi1 = qn_1‘|‘vn+1 ahaQn>0
nt Un+1 , ha g, = 0.

Vezessuk be a

1 ,hak=1,2,...
A’“‘{o ,ha k<0

mennyiségeket. Ennek segitségével

(4) dn+1 = 4n — Aqn + Un+1-

Ebbol az egyenletbdl hatarozzuk meg a ¢, varhaté értékét. Eloszor nem az

1d6tél fliggd viselkedéssel foglalkozunk, hanem a hatdreloszlassal (feltéve a



létezését), azaz G-mal. Tegyiik fel, hogy léteznek a j-edik momentumok is

és
: i\ — (A
nlgroloE (qn) E (q )
(Ismét az ergodikussigot hasznélva.) Formalis szamoldssal vegyiik

(4) mindkét oldaldnak varhaté értékét és végezzik el az n — oo

hataratmenetet.

E(q) =E(G) — E(Ag) + E(0).
Ebbé6l
(5) E(g) = E(5).

Tudjuk, hogy E (0) a beérkezések atlagos szama egy igény kiszolgalasi ideje
alatt. (5) bal oldala definici6 szerint

Mivel egyetlen kiszolgald csatornank van,
E (A;) = P(G > 0) = P ( arendszer foglalt ).

A o kihasznaltsagi tényez6 pedig éppen a rendszer foglaltsaganak valdszi-

niségét adja meg, ezért

P ( a rendszer foglalt ) = p.
Igy (5) alapjan
(6) E(v) = o.

Tehat az egy igény kiszolgalasi ideje alatti beérkezések szamanak varhaté

értéke o(= AZ). A stabilitdshoz megkovetelt o < 1 miatt a (6) egyenlethez



sziikséges, hogy az igényeknek lassabban kell érkezniiik, mint ahogyan a
kiszolgalas torténik.

(4) négyzetre emelésével
2 =ar AL+l —2q,0,, +2 —2A
Int1 = 4dn + an + V41 qnBq, T 2GnUn+1 qnUn+1-

Nyilvanvald, hogy (Aqn)2 = A, és g, = qn, gy

K (q721+1) =E (q?z) +E(Ag,) +E (Ui+1) —2E (q) +
+ 2F (¢nvn+1) — 2E (A, Unt1) -

Mivel v, 41 figgetlen g,-t6l, a két utolsé tag varhatd értékét mint varhatd

értékek szorzatat lehet felirni. n — oo hataradtmenetet véve
0= B(Ag) + E (%) — 2B (d) + 2B () B (3) — 2E () E (5).
(5)-6t és (6)-ot kihasznalva kifejezhetjik F (§)-ot.
0=2E(§) E(?)+ E (¢°) —2E(§) — 2E (Ag) E (9) + 2E (3) — E (9)
2E (§) — 20E(9) =20 (1 — o) + E (¢°) — E (3),

ahonnan

E (v%) — E (9)

(7) E(G) =0+ 21— o)

(7)-ben mér csak E (0?) ismeretlen. Ennek meghatdrozdsahoz egy 4ltalanos
modszert, a generatorfiiggvények modszerét hasznaljuk. Legyen a v valtozé

generdtorfigguénye.

V(z)=E(t"):=> P(0=k)z"
k=0



k=0
o0 00 k o0
= /e_m (Z ()\a]:;) >b(:c) dx = /e_memzb(x) dr =
0 k=0 0
:/e_o‘_kz)xb(x) dx.
0

Legyen B*(s) a kiszolgdlasi id6 stiriiségfiiggvényének Laplace-transzformdltja,

vagyis
B* (s) := /e‘”’b(x) dx.
0

A kovetkez6 hasznos Osszefiiggést vehetjik észre az el6zo két egyenlet

kozott:
(8) V(z) =B" (A —Az).

Mint ismert, a generatorfiiggvény derivaltjainak a z = 1 helyen vett
helyettesitési értékei, valamint a Laplace-transzformalt s = 0 helyen vett
helyettesitési értékei a vizsgalt valdszintiségi valtozé megfelel6 momentu-
mait adjak meg.

A valészinliségi valtozd varhatd értékére a feliillvonassal vald jelolést

hasznalva, a kovetkezoket irhatjuk:

(k)
(

(9) B* 7 (0):

I
—~
|
—
N—

=
&)
—~
8
E
N
I
—~~
|
—
N—
e
8
e




(11) v @) .=

(8)-bél lathatsan

dV (2) _ dB* () - \z)

12 =
(12) dz dz

_dB*(A—=Xz)  (dB* (A= Az) d(A=Xz)\ _)\dB* (y)

B dz U d(A—)2) dz B dy
ahol y = A — A\z. Végezziik el a z = 1 helyettesitést. Ekkor

! dB* (y) !
V (1) = -\ = —AB" (0).
(1) &y | (0)

mivel z = 1-nél y = 0 adédik. Ebbo] (9)-et és (10)-et felhasznélva
U= AT = p,

amit mar az el6z6ekbdl ismeriink. Most differencidljuk még egyszer (12)-t:

d?V (z) _ d?B* (A — Xz)
dz?2 dz? '

B* elso derivaltjat felhasznédlva a méasodikra az alabbi osszefiiggés adodik:

d’B*(A=Xz) _d <_>\M> — ) (M) (dy> _ e dB ()

dz2 dz dy dy? dz dy?

dz

f z = 1-et helyettesitve

A korabbiakbdl



A tovabbi momentumok is hasonléan hatarozhaték meg.

Térjiink vissza (7)-hez és alkalmazzuk az el6z6 Osszefliggést, adédik

A2z2
13 q=0+ —F7——.
13) 2(1-o)
Mivel \222 = A2 (02 +7%) = A202 + 0%, ahol o a kiszolgdldsi idé
szorasnégyzete, (13) mas alakban:
2 2.2
_ 0° + Aoy,
13a q=0+————.
(134) 2(1—o)

Ez a keresett formula, ami az atlagos sorhosszat, azaz az M/G/1 rend-
szerben tartozkodo igények szamanak varhatod értékét adja meg ismert
mennyiségek segitségével. Ezt Pollaczek-Hincsin-féle (P-H) vdrhato érték—
formuldnak nevezziik.

A P-H varhaté érték-formula a ¢ mennyiségekre, a tavozasi pillanatok-
ban a rendszerben tartdzkodo igények szamanak varhatd értékére ad egy
kifejezést. De tudjuk, hogy aérkezési pillanatokban, s6t barmelyik pillanat-
ban is ez a varhaté érték. Az altaldban hasznalt jelolés szerint N jelenti ezt a
mennyiséget. Vezessiik be most Nq—t a sorbanall6 igények szamanak varhaté

értékeként (ez nem tartalmazza a kiszolgalécsatorndban 1évo igényt).

Innen



. 02 + \2o}
To2l-o)

Bebizonyitunk egy altaldnos eredményt, az elso Little-formulat, ami a
beérkezési intenzitas, a rendszerben tartézkodé igények szamanak varhatéd
értéke és az igények rendszerbeli idejének varhatd értéke kozott ad meg
egy egyszeri Osszefiiggést. Legyen «(t) a (0,t) intervallum alatt beérkezett
igények szdma, §(t) a (0,¢) intervallum alatt a rendszerbdl kilépett igények
szama. N (0) = 0-t feltéve nyilvanvaléan N (t) = a(t) — §(%).

Jelolje a (0,t) intervallumban a beérkezési intenzitést
N o= 20
t
v(t) legyen a t pillanatig felgyilt 6sszes igényid6, pontosabban az az id§,
amit a (0,t) idétartam soran az igények Osszesen eltoltottek a rendszerben.
A T; mennyiség legyen az egy igényre esd rendszerbeli idd 4tlaga, a (0,t)

intervallum osszes igényét figyelembe véve. Ezekbol nyilvan

Végiil legyen N; a rendszerben tartézkodd igények atlagos szdma a (0,t)

intervallumban:
- t
Nt - m
t
Az utols6é harom egyenletbdl
Nt = j\tTt-

Sorbanalldsi rendszeriinkben (ergodikussag esetén) léteznek az aldbbi ha-

tarértékek
5\ = lim 5‘157 T = lim Tt-

t— o0 t— o0



Igy (Little-formula)
N = \T.
Most levezetiink egy eredményt a rendszerben eltoltott atlagos idore.
Ha felhasznaljuk a fenti Little-formulat, N = AT-t, valamint (13)-at, és
tudjuk, hogy ¢ egy talalomra valasztott idopontra is megadja a rendszerben

talalhaté igények szamdanak varhaté értékét, azaz ¢ = N, akkor

Innen

Ez egy igény rendszerben eltoltott oOsszidejének atlaga, ami egyenlo az
atlagos kiszolgalasi idonek, valamint a sorbanallasi ido atlaganak osszegével,

amit W-vel jeloliink. fgy

o 0Tt Ao} |
2(1-o)
vagy
_ W,
(14) W=—"
l-o
ahol Wy := 222 a7 1j igény érkezésekor a kiszolgalécsatorndban taldlhaté

igény atlagos hatralévo kiszolgalasi ideje. Ezt megkaphatjuk a hatralévo

élettartamra vonatkozo képletiinkbol, ami

mo my o2 Az?
’[”1 = = =
2mq 2 2mq 20’
mivel itt m; = T, me = x2. Viszont ez hdtralévd élettartam esetén

teljesiil, hiszen élettartamrol akkor beszélhetiink, ha ,,létezik” az a bi-

zonyos dolog, tehat mar ,,é1”. , Kiszolgalasi terminoldgiank” alapjan



ezt meg kell még szoroznunk annak a valdszintiségével, hogy van igény
a kiszolgal6csatornaban, azaz van értelme hatralévo kiszolgalasi idorol

beszélniink. Jelen esetben a rendszer foglaltsaganak valdszintiisége o, tehat

Ha tekintjik a % hanyadost, ami azt fejezi ki, hogy milyen ,,kényelmet-
lenséget” okoz a rendszer az igényeknek azzal, hogy mas igényekkel is osz-

tozniuk kell a kiszolgaléegységeken, a kovetkezot kapjuk:

T 0+ éog
15 142 _z70
(15) 21—
és hasonldoan
W + 2472
(16) — = €1 35% ;
z  2(1-o)

(14)-et valamint (15)-6t és (16)-ot szintén P-H varhaté érték—formulanak

nevezzik.

IT1.1.4. A rendszerbeli igények szamanak
eloszlasa

Ebben a szakaszban a ¢,y1 = ¢n — Ay, + vp41 egyenlet tovabbi
hatvanyozasa és igy a magasabb momentumok meghatarozasa helyett a g,
hatareloszlasat keressiikk meg. Pontosabban az eloszlas generatorfiiggvényét
fogjuk meghatarozni. Hatranya ugyan, hogy ebbol néha nehéz meghatarozni
magat az eloszlast, viszont igen egyszeriien megkaphatjuk a ¢ eloszlasanak

osszes momentumat, ha felhasznaljuk a transzformaltak és derivaltjaik



altalanos tulajdonsagait. Elsoként szamoljuk ki annak a valdszintiségeloszlas-
nak a generatorfiuggvényét, hogy hany igény talalhaté a rendszerben

kozvetleniil egy igény tavozasa utan. Legyen
oo
Qn (2) = ZP (qn = k) 2",
k=0
A ¢ generatorfuggvénye:

Q (z) = lim Qn(z):ZP((j:k)zk:E(z‘j).

n— 00

(4)-b81 adédik, hogy

an+1 — an_A(In +Un+1 .

Vegyiik ennek a varhato értékét,
E (an+1) — FE (an—Aqn +vn+1) )

A Dbal oldal éppen Q,+1(z), a jobb oldal pedig felirhaté két tényez6

szorzatanak varhaté értékeként, ugyanis v, 41 és q, fuggetlenek:
Qn+1 (Z) — E’ (Zq'n_Aqn) E (Z'Un-i-l) .

A masodik varhaté érték nem fiigg az n + 1 indextol, igy ezt elhagyhatjuk,
legyen V (2) = E (27), ekkor

(17) Qui1 (2) =V (2) E (29 %an) .

Definicid szerint

E (2107 8m) =) P(gn=k) 2" =

k=0
=P (¢, = 0) 2070 4 ZP (gn = k) 2Rl =
k=1
(18) 1 & 1
=P(gn =0) = ;ZP(QH :k)zk_ ;P(Qn :0)20:
k=0
1 1




(17)-be helyettesitve:

Qn+1 (2) =V (2) (p(qn —0) + @n (2) — P (gn :0)> .

z

Korabbi feltételezésiinkkel osszhangban elvégezhetjiik az n — oo hataratme-

netet. Ezért

Q) =V () (P =0+ LE=ZEZ0),

z

Vegyiik figyelembe, hogy P (¢ = 0) = 1—p, és oldjuk meg @) (z)-re az egyen-
letet! Mivel

2Q(2) =2V (2) 1-0)+Q(2)V(2) -V () (1 - o),

ebbol

V(z)(1-0)(z—1)
z—=V(2) '

Szorozzuk meg a szamlalot és a nevezot is —1-vel és haszndljuk fel, hogy
V (2) = B* (A — Az2). gy

Q(2) =

1-0@->)
B*(A=Xz)— 2z’

Q(z) = B* (A= A2)

Ezt az egyenletet az elsé Pollaczek-Hincsin-féle transzformalt-egyenletnek

nevezzuk.

IT11.1.5. A varakozasi ido eloszlasa

Ebben a fejezetben a rendszerben és a sorban eltoltott ido eloszlasat
szamoljuk ki a P-H transzformalt-egyenletek segitségével, figyelembe véve
azt is, hogy a kiszolgalasi elv FIFO.

[dézziik fel a (8) egyenletet:

V(z)=B* (A= \z),



ahol V (z) egy bizonyos kiszolgdlasi intervallum — (), kiszolgéldsi ideje
— alatt a rendszerbe érkezo igények szamanak generatorfiiggvénye, ahol
a beérkezési folyamat A paraméteri Poisson-folyamat. Ez az intervallum
B (x) eloszlasu, Laplace-transzformaltja B* (s). Az ezek kozti 6sszefiiggést
éppen az elobb mutattuk meg.

Tekintstuk most a (), igénynek a rendszerben eltoltott idejét. Ekkor w,
a sorba beallastél a sor elhagyasdig terjedo idotartam, a C,, varakozasi ideje,
x, pedig a kiszolgalasi ido. Jelentse s, a (), igény rendszerben eltoltott
teljes idejét. s, = w, + =,.

gn azon igények szamat jelenti, amelyek a rendszerben maradnak a
C, tavozasakor. Ha a kiszolgalasi elv FIFO, akkor a (), érkezésekor a
rendszerben 1év6 igények C,, el6tt tavoznak, és C,, pontosan a rendszerben
valé tartozkodasa alatt érkezett g, szamu igényt hagyja hatra tavozasakor.
fgy az s, idotartam alatt érkezett igények szama ¢, valdszintiségi valtozé.

Az elso esetben tehat egy x,, hosszisagu kiszolgalasi intervallum alatt
érkezo v, igényszam, a masodik esetben egy s, hosszisigu tartézkodasi
intervallum alatt beérkezo igények ¢, szdma érdekel minket.

A (), teljes rendszerbeli tartézkodasi idejének eloszlasfiiggvénye

Mivel feltettiik az ergodicitast, létezik ennek n-tol fliggetlen hatareloszlasa,
han — oco. Jeloljik ezt S (y)-nal és legyen § egy olyan valdsziniiségi valtozo,

melyre
S(y)=P(<y).
A teljes rendszerbeli tartézkodasi ido eloszlasfiiggvényének Laplace-
Stieltjes transzformaltja
oo

S*(s) = /e_sde (y) = E (e”*%).

0



Mindkét esetben A intenzitasu Poisson-féle beérkezési folyamatunk van. A
két eset kozott analogiat fedezhetiink fel. Mivel v,, a g, megfelel6je, ezért
V (2) lesz a @ (z) megfelelgje. Ugyanigy, mivel z,, az s,,-nel analég, a B* (s)
megfelelGje S* (s) kell legyen. Ez alapjan (8)-bdl kozvetleniil adédik, hogy

Q(z)=5" (A= Az).

Felhasznalva a P-H transzformalt-egyenletet

(1-0@1=2)
B* (A= Xz) —z

S*(A=Az) =B* (A — Az2)
addédik. Hajtsuk végre az s = A — Az valtozé transzformaciét, amibol
z=1-7%. fgy

s(1—o
s— A+ AB*(s)

(19) 5% (s) = B" (s)

Ez, az M /G /1-beli teljes tartézkoddsi idé Laplace-transzformaltjara adott
explicit kifejezés a mdasodik P-H transzformdltegyenlet.

Ebbdl konnyen levezethetjik a varakozasi ido eloszlasanak Laplace-
Stieltjes transzformaltjat, W* (s)-et. Legyen (), varakozasi idejének

eloszlasfiiggvénye

és legyen

lim Wy, (y) =W (y),

n— oo

tovabba a w valdszinliségi valttozora alljon fenn
W(y) = P (& <1).

A Laplace-Stieltjes transzformalt

0.0}

W™ (s) = /e_sydW (y) = E (e”*7).

0



A varakozasi és a kiszolgalasi idok egymastdl fliggetlenek, igy s felirhaté

két fliggetlen valdszintiségi valtozd osszegeként:
s=w+z.
Kihasznélva a Laplace-Stieltjes transzformalt konvoliciéffis tulajdonsdgat
S*(s) =W* (s) B* (s).
(19)-bdl rogton adddik, hogy

s(1— o)

(20) W (s) = s— A+ AB*(s)’

Ez a varakozasi id6 Laplace-transzformaltjara vonatkozé kifejezés a har-
madik P-H transzformalt-egyenlet.
Irjuk fel ezt a kovetkezoképpen

W=(s) = 1-B*(5)\ 1 — oB*(s)’
1— o =B oB* (s)

ahol a korabbi jeloléseinkkel 6sszhangban

B* (s) := i*(s),

ST

a hatralévo kiszolgalasi ido sturuségfiggvényéhez tartozé Laplace-transzformalt.
Fejtsiik hatvanysorba W* (s)-et:*

e1) W) = (1-0) Y (B (9) .
k=0

* Ehhez az sziikséges, hogy 0B* (s) < 1 legyen, ami igaz, ha ¢ < 1, hiszen

1—3*(8)=1—g‘e‘“d3(t) < 1—{(1—st)dB(t):i: 2 < 5 gy
%(1—3* (s)) < 1, azaz pB* (s) < 1.



A Laplace-transzformalt k-adik hatvanya az inverz transzformalt

onmagaval vett k-szoros konvolicidjanak felel meg. Jeloljik ezt a k-

szoros konvoliciét fix) (x) := f () *---* f(x) — szel. Ennek segitségével
k—SzOT
invertalhatjuk (21)-et, igy megkapjuk a varakozdsi id6 stirtiségfiiggvényét:

o0

L2
w(y) = (1-0) o"be) (v)-
k=0
Tehat a varakozasi ido sturiuségfiiggvénye a hatralévo kiszolgalasi ido
stirliségfiiggvénye konvolicidinak stlyozott osszege, ahol az (1 — p) oF

sulyok az M /M /1 rendszerbeli igények szamanak eloszldsaval egyenlSk.

A (20) P-H transzformatoregyenlet segitségével levezetiink egy Osszefiig-

gést a vdrakozasi id6 k-adik momentumdra, wk-ra.

s(1—0)

W (s) = s— A+ AB*(s)’

W*(s)(s—=A+AB*(s)) =s(1—0).
[-edik derivaltat véve

d'W* (s) (s — A+ AB*(s)) d's(1— o)
ds' B ds .

Végezzik el a miveletet a Leibniz-formula segitségével:

El: I\ d=IW* (s) d? (s — A+ AB* (s))  d's(1— o)
: g dst—J dsi N dst
7=0
Tegyiik fel, hogy [ > 1, mert a magasabb momentumok érdekelnek, igy a
jobb oldal nulldval egyenl6.

d"W* (s)

I (s—=A+AB*(s))+1



Tudjuk, hogy W** (0) := (—1)wl, igy

l
(=) =T (1 - o) + > <l> (—1) 7T w=7 (=1)7b; = 0,

j=2

azaz

frjunk most k=1—1¢és1 =75 — l-et:

k
— A k\—— b;
(22) wh = 2 <>w"’_ =
1—0p0 — \1 1+ 1
ahol w0 := 1. Ezt a formuldt Takdes-féle rekurzids képletnek nevezziik.

Ennek segitségével felirhatjuk a varakozasi ido els6 néhany momentumat:

Hogy a rendszerbeli teljes tartézkodasi idé hasonlé momentumait

megkaphassuk, csak az s = w + T Osszefiiggést kell kihasznalnunk, hiszen
ebbol

A Kk
= (1),
amire a binomidalis sorfejtést alkalmazva, és felhasznalva a varakozasi és

kiszolgalasi idok fiiggetlenségét

1=1




Tehat a varakozasi ido6 momentumaibdl megkaphatjuk a teljes tartozkodasi

id0 momentumait.

Most az M /G/1 rendszerbeli teljes tartézkoddsi idé stirtiségfliggvényé-
nek Laplace-transzformaltjat azon feltételezés alapjan adjuk meg, hogy egy

1j igény beérkezésekor hany igényt talal a rendszerben. A feltételes eloszlas
S (y | k) = P (az igény teljes rendszerbeli tartézkodasi ideje < y |

| k£ igényt talal a rendszerben beérkezéskor) .

Ennek Laplace-Stieltjes transzformaltja
§* (s | ) = /e—syds (y | k).
0
Ha k = 0, azaz egyetlen igényt sem talal a rendszerben, akkor csak sajat

kiszolgalasi idejét tolti el, igy
S*(s]0)=B"(s).

Ha egy igényt talal maga el6tt, akkor ezen el6z6 igény hatralévo kiszolgalasi
idejét és a sajat kiszolgalasi idejét tolti a rendszerben. Mivel ezek
fuggetlenek, igy Osszegiik stiriségfiiggvényének Laplace-transzformaltja az
egyes suruségfiiggvények Laplace-transzformaltjainak szorzataval egyenlo,

azaz

S* (s | 1) = B*(s) B*(s).

Ha k igényt talal maga elott a beérkezo igény, akkor k — 1 igény kiszolgalasi
idejét, a sajat kiszolgalasi idejét és a beérkezésekor éppen kiszolgalas alatt
1évo igény hatralévo kiszolgalasi idejét tolti a rendszerben. Ez k41 fliggetlen

valészintiségi valtozo osszege, igy

% (s | k) = (B (5))"B" (s).-



Az S§* (s) megaddsdhoz csak az S* (s | k)-knak azon Pj valészintiségekkel
vett silyozott Osszegét kell venniink, hogy beérkezéskor éppen k igény van

a rendszerben:

S*(s) =) 5 (s | k) Py
k=0

Ez az Osszefliggés azért érdekes, mert néhany rendszerre igy konnyebben

kaphatjuk meg az S* (s)-et.

I11.1.6. A foglaltsagi periédusok vizsgalata

Ebben a pontban a sorbandllasi rendszereket egy tjabb nézépontbdl
elemezziikk. Vezessiik be azt az U (t) sztochasztikus folyamatot, amely
megadja a ¢ pillanatban a munkahdatralékot (restancidt), azaz azt az
idotartamot, amely ahhoz sziikséges, hogy a rendszer iiressé valjon, ha
a t pillanat utan 1j igényt nem engediink be. Ezt néha “wvirtudlis”
vdrakozdsi idének is nevezziik, mert érkezési sorrendben torténé (FIFO)
kiszolgalas esetén megmutatja, mennyi idot kellene varnia a sorban egy
(virtudlis) igénynek, ha a t pillanatban lépne be. Mi azonban az
altalanosabb, munkahatralék terminologiat fogjuk haszndlni, mivel az
barmilyen kiszolgalasi elv esetén érvényes, mig a ”virtualis varakozas” kife-
jezés csak FIFO elv esetén megfelels. Ha U (t) > 0, akkor foglaltnak
nevezzik a rendszert, ha U (t) = 0, akkor dresnek.

A 2. abrat tanulmanyozva észrevehetjik, hogy a rendszerben
valtakozva jonnek létre foglalt és szabad idoszakok, azaz foglaltsagi és
uresjarati intervallumok. A foglaltsagi intervallumok hosszat Y7,Ys, ..., az
tiresjarati intervallumokét Iy, Io,... jeloli. Az abran a C4 igény a 71 pil-
lanatban 1ép be a rendszerbe, és x; a kiszolgalasi ideje. Mivel beérkezése
elott a rendszer iires volt, 0 volt a munkahatralék, de a beérkezéssel egy

foglaltsagi intervallum kezdodik, és a munkahatralék ezzel z-re ugrik, mivel



ennyi ideig tartana, amig a rendszer Ujra iiressé valna, ha 1j beérkezéseket
nem engednénk meg. A 71 idépont utdn a munkahatralék egyenletesen — 1
intenzitassal — fogy. A 7o = 7 + t5 id6pontban érkezik a Cy igény a rend-
szerbe, ezzel a munkahatralék xo-vel, Cy kiszolgalasi idejével, fiiggdlegesen
felugrik. Ezutan folytatddik a csokkenés, mivel a kiszolgdlds zavartalanul
tart. A C3 igény 73 pillanatban érkezik, ez x3-mal valé ugrast eredményez,
majd U (t) csokkenése folytatédik egészen a 7 + Y7 idépillanatig, mikor is
az Osszes rendszerben 1évo igény kiszolgaldsa befejezodik. Ezzel véget ér a

foglaltsagi intervallum és elkezdodik egy 1j iiresjarati intervallum.

U®)
X Xg
X; x, Xy
| | |
0 T T B T 5 T t
t t,
by b G PRI
PSR > EE
. % PLINP N NP N
Foglalt ‘ Ures |Foglalt| Ures Foglalt ‘
2. abra

Az tresjarat a 74 pillanatban ér véget, a C; igény beérkezésével.
Az altala kezdett foglaltsagi intervallum csak egy igényt tartalmaz.
Osszefoglalva az eddigieket, tehat az U (t) fiiggvénynek fiiggSleges (pozitiv)

ugrasa van minden igénybeérkezéskor, aminek nagysaga éppen az adott



igény kiszolgalasi ideje. Ezutan linedrisan (—1 irdnytangenssel) csokken,
egészen addig, mig U (t) pozitiv. Ha elérte a nulla értéket, akkor nulla marad
a kovetkezo igény beérkezéséig. Ez a sztochasztikus folyamat folytonos
allapotterii, diszkrét ugrasokat tartalmazé Markov folyamat, hiszen a
hatralévé munkat jelenti, ami a multtal a jelenen keresztiil van csak kap-
csolatban.

Vegyilkk még észre, hogy ha a kiszolgdldsi elv FIFO, akkor az &dbran
a tdvozasi pillanatokat az U (t) fliggvénygorbe csokkend szakaszainak a
vizszintes tengelyig torténé meghosszabbitasaval kaphatjuk meg. Az U (t)
fuggény értéke fuggetlen a kiszolgdldsi elvtdl, csak azt hasznaljuk fel, hogy
a kiszolgaldegység foglalt, amig igény van a rendszerben, és minden igény
csak a teljes kiszolgdldsa utan tdvozzon a rendszerbdl. Az ilyen rendszert
munkameqorzéeo rendszernek nevezziik.

Nézziik most meg kozelebbrol az iiresjarati és foglaltsagi intervallumok

eloszlasat. Feltevésiink szerint (M/G/1 rendszerben)

At)=P(t, <t)=1—e"?  t>0,

G(y):=P(Yn<y),

az uresjarati és a foglaltsagi intervallum elosziilasai.
Kezdjik az tiresjarati intervallumok eloszlasaval, amit az M/G/1 rend-
szer esetén elég egyszeri meghatarozni. Amikor egy foglaltsigi intervallum

véget ér, akkor ezzel egyiitt elkezdodik egy tresjarati intervallum, és ez



befejezodik, amint egy 1j igény érkezik. A Markovitds miatt az 1j igény

beérkezéséig tartd id6 A (t) eloszldsu, igy
F(y)=1—e, y > 0.

A foglaltsigi intervallumok eloszlasat mar kissé bonyolultabb megha-
tarozni. A 3. &dbra az U (t) munkahdtralékot dbrazolja. A 7pillanatban
érkezik az addig tres rendszerbe a (7 igény, melynek kiszolgalasi ideje
x1, 1gy 7 + x1 a tavozasi idopontja. (7 kiszolgalasa alatt 1j igények
léphetnek be a rendszerbe, melyekkel folytatodik a foglaltsagi intervallum.
A konnyebb kezelhetoség érdekében részekre bontjuk a C; altal generalt
foglaltsagi intervallumot. A Takacs Lajos altal hasznalt modszert alka-
Imazzuk, nevezetesen a FIFO kiszolgalasi elv helyett LIFO-t hasznalunk,
azaz az utolsénak érkezett igényt szolgdljuk ki el6szor. Ezt megtehetjiik,
hiszen tudjuk, hogy a foglaltsagi intervallum hosszdnak eloszldsa figgetlen
az igények kiszolgalasi sorrend)étol. fgy tehat C' tavozasakor a Cy keriil a
kiszolgalocsatornaba, Co-t és (Cs-at idolegesen ugy tekintjik, mintha nem
lennének a rendszerben. Emiatt a Cj kiszolgalasanak kezdopillanatat dgy
tekinthetjik, mintha iy foglaltsag:i intervallum — tulajdonképpen foglaltsdgi
részintervallum — kezdodne. Ennek a részintervallumnak a hossza X4, az
az id6, amig a C4-nek és a C, kiszolgdlasa alatt beérkezett igényeknek
a kiszolgalasa tart. Példankban az X4 intervallum alatt a C4y,Cg, Cs
igényeket szolgaljak ki. X, végén, a 7 + x1 + X4 pillanatban a LIFO
elv szerint — folytatva a rekurziét — a C3 igény kiszolgdlasa kezdddik
el. Az altala generalt foglaltsigi részintervallum hosszisaga X3, ami alatt a
Cs, Cr,Cg, Cy igények keriilnek kiszolgalasra. Ennek végeztével a Cy igény
keriil sorra az el6z6ekhez hasonléan, és utana véget is ér a C altal generalt

foglaltsagi intervallum.



U(t)
Xy
X3
Xo l
|
X,
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Cs Cs Ce
igény 4ltal generalt foglaltsdgi részintervallum
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Cl igény édltal generilt foglaltsdgi intervallum

3. abra

A foglaltsagi intervallum felbontasa

A 3. abran latszik, hogy egy foglaltsagi részintervallum grafikonja meg-
egyezik a foglaltsagi intervallum grafikonjaval, egy konstanssal eltolva, ami
éppen azon igények kiszolgdlasi idejének osszegével egyezik meg, amelyek C
kiszolgalasa alatt érkeztek, és még nem volt lehetoségiik a sajat foglaltsagi
részintervallumuk generalasara.

Vegyiik észre, hogy a foglaltsagi részintervallumok statisztikusan éppen
ugy viselkednek, mint a teljes foglaltsagi intervallum, hiszen az Osszes

részintervallumot is egy-egy igény nyitja meg, ezek kiszolgalasi ideje azonos



eloszlasu és egymastol fliggetlenek, valamint minden részintervallum addig
tart, amig a rendszer be nem pétoljja az elmaradt munkat, azaz az U (t)
nullava nem valik. Tehat az X valdszintségi valtozdk fliggetlen, azonos
eloszlasuak és eloszlasuk megegyezik Y eloszlasaval. Ezek miatt felirhatjuk,
hogy az Y hossziusagu foglaltsagi intervallum 1 + ¢ szamu valdszintiségi
valtozo Osszegével egyenld, ahol a v valdszintiségi valtozd a C; kiszolgalasa
alatt beérkezett igények szamaval egyenl6. Az els6 a C7 kiszolgalasi ideje,
a tobbi a foglaltsagi részintervallumok hossza, melyek eloszlasa azonos Y

eloszlasaval. fgy
Y =21+ X1+ X5 + -+ X3+ Xo.

Tudjuk, hogy =1 B (z) eloszlast és X G (y) eloszlasu. Intuitiven érezhetd,
hogy a foglaltsagi intervallumok eloszlasa és a kiszolgalasi id6 eloszlasa kap-
csolatban allnak egymassal. Hogy tobbet megtudjunk errol, szamoljuk ki a

kovetkezo feltételes transzformaltakat:
E(e | oy =u,5=k) = B (e *@H¥tiXa)) -
_ B (68—3316—st+1 N _6—5X2) _
A foglaltsagi részintervallumok id6tartamai egymastol fuggetlenek, ezért
E(e™ |z1=2,0=k) = E(e™*) E (e7*%Xs+1) ... E (e75%2) .

Mivel z dllando, igy E (e~°%) = e~*7, és mert a foglaltsagi részintervallumok

azonos eloszlastak, melynek Laplace-Stieltjes transzforméltja G* (s), ezért

E(e™ |z1=2,0=k) =e *"(G* (s))*.



Mivel v az x hosszusagu intervallum alatti beérkezések szamat jelenti, ezért

v Poisson-eloszlasi, varhaté értéke Ax. Tiintessik el a © szerinti feltételt:

E(e_sy\azlzx):ZE(e_SY|$1=37,17:k)P(6:k):

00 k
_ Z e—sx(G* (8))k ()\.’l?) e—)\x _ e—x(s+)\—)\G* (s))

Az zq szerinti feltételt B (x) szerinti integraldssal kiiszoboljik ki, igy azt

kapjuk, hogy

G* (8) _ /e—x(s+A—AG*(s))dB (LE) .
0

Ez éppen a kiszolgalasi ido strtségfiiggvényének Laplace-transzformaltja az

s+ A — AG* (s) helyen, azaz
G*(s)=B*(s+ A= AG" (s)) .

Ezt a fiiggvényegyenletet altalaban nem lehet invertalni, viszont numeriku-

san megoldhato tetszoleges s értékre a kovetkezo iteracioval:
(23) nt1(8) = B (s + A = AG,, (s)),

ha 0 < G§(s) < 1. Ha p = AT < 1, akkor az eljarassal a G* (s)-et kapjuk
meg, igy megkisérelhetjiikk a kapott értékek numerikus inverzidjat. (Ldsd
Kleinrock (1979))

(23) alapjan a foglaltsdgi intervallumok eloszldsanak momentumait is

meg tudjuk hatarozni. Legyen

g == E (Y"),



akkor gk = (_1)kG*(k) (0) és ZUk — (_1)kB*(k) (0),

=-B""(0) (1-26"" (0)),
ahol felhasznéltuk, hogy ha s = 0, akkor s + A — AG* (s) = 0. Igy
g1 =7 (1+Ag1).

Mivel o = Az, a kovetkezot kapjuk:

T
_1—g'

g1

Két dolgot vegyiink észre. Egyrészt, hogy ez csak A és x fuggvénye,
mdsrészt, Osszehasonlitva ezt az ismert M/M/1 rendszer paramétereivel,
azt tapasztaljuk, hogy az M/G/1-beli foglaltsagi intervallumok hosszdnak
vdrhaté értéke azonosan szamolhatd az M /M /1-ben az igények rendszerben
eltoltott atlagos tartozkodasi idejével.

A masodik momentumhoz hasznaljuk fel az ismert Osszefiiggéseket.

g2 =G*" (s) = % (B (s 4+ 2= 26" (5))) (1= 26" (s))‘ =

2 1 2 1 2
=" (0) (1-26¢"" () + B (0) (-2¢"7 (0)) =
=122 (1 — Ag1)” + ZAgo.
Innen

2

- 3 \Z

22 (1= Xgy)” _ 332(“_ Tg)
1—M\x B 1—0p ’

92 =

azaz




Ha tovabb szamolunk, megfigyelhetjiik, hogy a magasabb momen-
tumok nevez&jében az (1 — p) kitevéje né, és ez a meghatirozé a momen-
tumok viselkedésében, ha o — 1.

Szamoljuk ki még a foglaltsagi intervallum hosszanak szérasnégyzetét:

02 = gy — g% = a? _ (5)2 :Ug+0(97)2
g =92~ 01 (1—Q)3 (1_0)2 (1—Q)3’

adddik, ahol o} a kiszolgaldsi id8 eloszldsanak szérdsnégyzete.

Legyen Ny; a foglaltsdgi intervallum alatt kiszolgdlt igények szdma.

Vizsgaljuk meg most ennek az eloszlasat,
fn = P(]\ZfZ :n).

Ezen diszkrét eloszlas generatorfiiggvénye legyen
H(z):=E (2"N7) := anzn
n=1

Az n = 0 tag azért hianyzik, mert egy foglaltsagi intervallum alatt legalabb
egy igényt ki kell szolgalni. Lattuk, hogy a v valdszintiségi valtozo jelenti
az egy igény kiszolgalasi ideje alatt a rendszerbe érkezo igények szamat, és

ennek V (z) generatorfiiggvényére levezettik a (8) relaciét, azaz
V(z) =B* (A= \z2)

egyenletet. A foglaltsagi intervallum hossza meghatarozasahoz hasonléan
most képezzik a v = k feltételek melletti feltételes valdszintuiségeket.
Ezek mindegyike egy foglaltsagi részintervallumot generdl, és az ezekben
kiszolgalt igények szadmdanak eloszlasa szintén {f,}. Jeldlje N; az i-edik

foglaltsagi részintervallum alatt kiszolgalt igények szamat. Ebbol

E (ZNfi

b= k) = B (ANt T B ().
1=1



mivel az N;-k fiiggetlen, azonos eloszlasiak. Mivel minden N; eloszlasa

ugyanaz, mint Ny, eloszldsa, ezért

E (2Nt | 5 =k) = 2(H (2))".

Ennek a felhasznalasaval a feltételes varhatd érték tétele alapjan

H(z)=) E(N |5=k)P(d
k=0

=2V (H (z)).

I
™
N—
I
N
o
~
og!
I
™
N
=
—~
N
N—"
N—"
>
I

Végiil (8)i szerint felirhatjuk, hogy
H(z)=2zB*(A—)\H (2)).

Ez meglehet6sen hasonlit a foglaltsagi intervallum hosszanak eloszlasanal
kapott eredményre. Konnyen kiszamolhatjuk beldle a foglaltsagi interval-
lumok alatt kiszolgalt igények szamanak hp momentumait. A Laplace-

transzformalt és a generatorfiiggvény tulajdonsagai miatt

h=HO (1) = 2B° (A= MH (2)) (-AHO (2)) + B* (A= MH (2)| =

z=1
=B (0) (-HW) + B (0),

mivel H (1) = 1. Tehdt
hy = Azhy + 1,

azaz

Tovabba



H (1) = (B*“’ (A= MH (2)) + 2B* (A — \H (2)) (—)\H(l) (z))) x

% (=AHD (2)) + 2B° (A= AH () (-AH® (2)) +

z=1

+ B (0N MH (2)) (—)\H(l) (z))

= (B (0)+ B (0) (-2HM (1)) (-2HV (1)) +

+ B (0) (—)\H(2) (1)) + B (0) (—AH(” (1)) =

22\ Y \T
= -z — AzH®) (1 =
(m 1Q>1Q+ T ()+1_Q

_ e A2z2
I=e (-9

> +AzH® (1),

azaz

20 (1 — 0) + \2x2

SR (1—-0)*

+Q(h2_h1),




A2z2 +2g(1—g)+(1—0)2_(1—0)
(1-p)? (1-o)°
o(l—0) + M2
(1- o)’

Y

azaz

I11.1.7. A Takacs-féle integrodifferencial-egyenlet

Ebben a fejezetben az U (t) munkahatralékot vizsgdljuk meg kissé
kozelebbrél.  Kordbban megéllapitottuk, hogy az U (t) folytonos ideji,
folytonos allapotteri, az igények beérkezési pillanataiban diszkrét ugrasokat
tartalmazé Markov-folyamat. Most az U (t) eloszlasfiiggvényére vezetiink

le egy osszefiiggést, a t = 0 pillanatban adott kezdeti érték mellett. Legyen
F(w,t)=P((U(t) <w | U(0) =wyp),

azaz annak a valdszinlisége, hogy a t idopontban érkezo ,,virtualis” igény
U (t) < w ideig tartézkodik a rendszerben, ha tudjuk, hogy U (0) = wy.
F (w,t + At)-re szeretnénk egy kifejezést kapni F (w,t) és F (w + At,t)
segitségével.

Az U (t + At) < w esemény a t pillanatbeli dllapotbdl gy valésulhat meg,
ha

e vagy a t pillanatban a munkahdtralék nem nagyobb (w + At)-nél és
nem érkezik igény a At idékozben, aminek a valdszintisége az elemi sorban-
allasi elméletbdl jol ismert: 1 — AAt + o (At);

e vagy egyetlen beérkezés fordul el6 a At intervallumban — ennek
valdsziniisége AAt + o (At) — 1dgy, hogy az ez &dltal hozott munka és a ¢
pillanatbeli munkahatralék Gsszege nem haladja meg w-t. Az z < U (t) <
x + dx valdszinliségét igy irhatjuk fel:

OF (z,t)

P(az<U(t)§az—|—d:1:):< o

) dz = f (z,t) dz.



Annak a valdszinlisége pedig, hogy a kiszolgalasi id6 nem nagyobb,
mint z, éppen B (z). Mivel egy igény kiszolgildsi ideje fiiggetlen a
munkahatraléktol, annak a valésziniisége, hogy az 1j igény munkasziikségle-

tével egytitt sem haladja meg az U (t) a w-t, szorzatként irhatd

<%> dzB (w — x)
alakban. A teljes valdsziniiség tétele alapjan felirhatjuk, hogy
(24)
OF (x,t)

d
ox Tt

F(w,t+ At) :(1—>\At)F(w—|—At,t)—I—)\At/B(w—az)
0

+ o0 (At).
Az eloszlasfliggvényt az els6 valtozdja szerint sorbafejtve (csak a linedris
tagot véve)
OF (w,t)

F(w+ At,t) = F (w,t) + "

At + o (At).

Hasznaljuk ezt fel (24)-ben:

B OF (w,t) OF (w,t)
F(w,t—l— At) = F(w,t) —I— TAt — )\At <F(w,t) —|— aTAt ‘|‘
—MAt/B (w— ) doF (2,1) + 0 (Al)
0

Ezen egyenletnek ki kell elégitenie a kovetkezo feltételeket:
F (w,0) =1, Vw-re és F (c0,t) =1, Vi-re.

Most mindkét oldalbdl vonjunk ki F' (w,t)-t, osszunk At-vel és képezziik a
At — 0 hatdrdtmenetet. Igy kapjuk az U (t) eloszlasfiiggvényére vonatkozd

Takadcs-féle integrodifferencidl-egyenletet:

OF (w,t)  OF (w,t)
o Ow

(25) — AF (w,t) —|—)\/B(w—m) d. F (z,t) .



Takacs ezt az Osszefiiggést inhomogén Poisson-folyamatra (< a = A(t)) is
levezette. Ekkor majdnem minden w > 0 és ¢ > 0-ra fenndll az egyenlet.*
A Takacs-féle integrodifferencial-egyenletbol tobb informéciot is levezet-

hetiink. Vegytik a (25)-nek az els6 valtoz6X, w szerinti Laplace- Stieltjes

transzformaltjat:
1 OF* (r,t A (v, t F* (r,t) B*
-, (7“, ) — ¥ (’I", t) _F (0+,t) _ (Ta ) + A (7“, ) (T) )
r ot r r

A Fuggelék alapjan

T F*(r.t) + F (0— .1
/F(w,t) e "Ydw = (r,t) + £ (07, ),
0

r

és hasonldoan

B*(r)+ B (O_).

r

/B (w)e "™dw =
0

Mivel a munkahatralék és a kiszolgalasi id0 nemnegativ valdszinliségi
véaltozok, F (07,t) = B(07) = 0. Az integrodifferencidl-egyenlet integralt
tartalmazé tagjdban a B (w) és % konvoliciéja szerepel, ennek a
transzformaltja pedig a transzformaltak szorzata.

Még a —F (0T, t) tag szorul magyardzatra. A W transzforméltja
F* (r,t), de ez magdban foglalja az F (07, t) tagot is, viszont a Takécs-féle
integrodifferencidl-egyenlet ezt nem tartalmazza (w = 0-ra nincs értelme),
ezért kivonjuk F™* (r,t)-bél.

Ezek alapjan kaptuk tehat a (26)-ot.

F(w,t)

* Csak azon w és t értékekre nem &ll fenn, melyekre aaT nem létezik,

példaul w = 0-ban.



Ha az F*(r,t)-t a mésodik valtozé szerint is transzformaljuk, a

kovetkezOképpen szamolunk. Az
o0
F** (r,s) := / StF*rt dt
0

definiciét felhaszndlva a (26)-bdl és a derivalt Laplace-transzformaltjara
vonatkozé osszefiiggésbol

o0 o0

/e‘St—aF 85:, t) dt = / e (r — A+ AB* (r)) F* (r,t) dt—
0 0
— /e_StrF (O+,t) dt,
0
sF* (r,s) — F~* (r,O_) =(r— A+ AB*(r)) F** (r,s) — rFy (s),
ha az -
F§ (s) := /e_StF(0+,t) dt
0

definiciét hasznaljuk az utolsé tagban. Innen

F*(r,07) —rFg (s)
s—r+A—AB*(r)’

F** (r,s) =

Ezen fiiggvények stacionarius megoldasat is megvizsgaljuk. Meg lehet
mutatni, hogy az F (w,t)-nek ¢ — oo esetén létezik az F (w,0) kezdeti
értéktél fiiggetlen hatarfiiggvénye, ha o < 1, legyen F' (w) = tl_l)Iglo F (w,t). A
Takacs-féle integrodifferencial-egyenletbol a bal oldal ¢ — oo esetén nulldhoz
tart, igy

(27) AE(W) _ 3 p (w) —)\/B(w—x) dF (z) .

dw



Tovabba ha ¢ < 1, akkor F* (r) := lim F* (r,t) is létezik és fiiggetlen a

t—o00

kezdeti eloszlastol. Tekintstik a (27) Laplace-Stieltjes transzformdltjat, és
a (26) levezetéséhez hasonléan kapjuk, hogy
AF*(r)  AB*(r) F*(r)

F*(r)—F(07) = - . ,

ahol F (01) = Jim F(07,t), azaz annak a valdészintisége, hogy a
— 00
munkahatralék mennyisége nulla. Ezutan

rF (0%)
r— X+ bAB*(r)’

F* (r) =

Tudjuk, hogy F*(0) = lim F*(0,t) = 1, ebb&l a L’Hospital szabalyt

t—00
hasznalva

1 — lim rF (07) — lim F(%t)  F(0")

T—)OT—)\+)\B* (’I") 7‘—)01_|_)\dBd*(7') o 1—)\3_3',

azaz F' (07) = 1 — p, annak a valdszintisége, hogy a rendszer szabad, ami
osszhangban van az F (0%)-ra tett kordbbi megallapitdsainkkal.
Végiil adédik, hogy

r(1-o
r— +AB*(r)

F*(r) =

Emlékezziink vissza a varakozasi idore vonatkozé P-H transzformalt egyen-

letre : )
r(l—o
W*(r) = :
) = T B )
gy F*(r) = W*(r), azaz stacionsrius esetben a hatralévd kiszolgalasi

ido struségfiiggvényének és a varakozasi ido sturiségfiiggvényének Laplace-

transzformaltja megegyezik.



I11.2. Az <m/M/G/1 > rendszer

Ebben a részben Takdcs Lajos (1957, 1962) nevezetes modelljét
ismertetjiilk, amikor a gépek miikodési idejei egymastdl fiiggetlen p
paraméterl exponencialis eloszlasu valdszintliségi valtozok, az egyes javitasi
id6k pedig egymastdl fliggetlen, ugyanazon F (x) eloszlasfliggvényti valszi-

2 szérasnégyzettel.

niségi valtozok, o varhato értékkel és o
¢ (s) jelolje az F' Laplace-Stieltjes transzforméltjat. Az n (t) valésziniiségi
valtozo jelolje a t id6pontban egyidejilleg miik6d6 gépek szamat. Han () =
k, (k=0,1,...,m) akkor azt mondjuk, hogy a rendszer k allapotban van.
Jelolje rendre 7y, 7 ... azokat az idopontokat, amikor a ,,szerel6 ” befejez
egy javitast, és legyen n (1, — 0) = n,. Legyen tovdbba

lim P {n(t) =k} = Py, (k=0,1,...,m)

t—o00

lim P{n, =k} =P,, (k=0,1,...,m—1).

t— 00
Jelolje a x (t) valdszintiségi valtozé a t id6pontban (esetleg) folyamat-
ban 1év6 javitasnal a t idoponttdl a javitas befejezéséig tarté idotartamok
hosszat. Legyen
lim P{x(t) <z |nt)=k}=Fy(z), (k=0,1,...,m—1).

t— o0

Az {n(t),x (t)} valtozépar Markov-folyamat. Latni fogjuk, hogy a
kezdeti eloszlasoktdl fliggetleniil 1éteznek az {n(t),x (t)} valtozdk t — oo-
re vett eloszlasai. FEzek szerint definidlhatjuk a stacionarius folyamat fo-
galmat a kovetkezSképpen: feltessziik, hogy 7 (0) eloszldsa Pj, és x (0)
eloszlasfiiggvénye n (0) = k, (k=0,1,...,m — 1) feltétel mellett Fy (z).

A kovetkezékben megadjuk a {Py} és {Pk} valészintliségeloszlas ex-
plicit alakjat, tovabba stacionarius esetre a varakozasi ido eloszlasfiiggvényét

és varhato értékét.



------------ T v o TT e e e e e e s e e e s e e - =

I11.2.1. A hatareloszlasok meghatarozasa
I11.2.1.1. A {P.} valoészintiiségeloszlas meghatarozasa

1. Tétel.
Az 1 (0) valtozoé kezdeti eloszlasatol fliggetleniil 1étezik a { Py} hatérel-

oszlas és fennall

1) P, = mZ (~1) (k) B,

ahol
m—1
(" e
= G
@ Br =G mo1\ 1
YD
ahol Cy =1ésr=1,2,...,m—1 -re
T e (in)
3 C, = :
) 11— (ip)

Bizonyitds. Lathatd, hogy az {n,}, (n=1,2,...) valésziniiségi valtozdk

sorozata Markov-lancot alkot

P{nn+1 =k | nn:j}:pjk:

atmenetvaloszintségekkel, ahol 7 = 0,1,...,m — 2 -re

Pjk = <]—l|; > /e_k‘“”(l — e_“”“")JJrl “dF (x),

o



Pm—-1,k = Pm—-2k -

Ezt a kovetkezOkkel indokolhatjuk: az {n, = j} esemény azt jelenti, hogy
Tn-ben befejezodik egy javitas, igy 7,-ben a rendszer j + 1 allapotban van,
feltéve, hogy a 7, pillanatban nem romlott el gép. Ahhoz, hogy a rendszer
k dllapotba keriiljon az szitkséges, hogy a [7y,, T,4+-1] idGintervallumban pon-
tosan (j + 1 — k) gép 4lljon le. A ledlls gépek kivélasztasa (' ")-féleképpen
torténhet.

Az {n,} Markov-lanc ergodikus, mert az allapottér elemeinek szdma,
véges. Emiatt az 1y valdszintségi valtozd kezdeti eloszlasatol fiiggetleniil
léteznek a

lim P{n, =k} =P, (k=0,1,...,m—1)

n— oo

hatarvalészinliségek, melyek a

m—1
(4) Po= Y piPj, (k=0,1,....,m—1)
j=k—1

egyenletrendszer

(5) mZ_szl

feltételnek eleget tevo megoldasai.

A (4) és (5) egyenletrendszer megoldasdra vezessiik be az

(6) U(z) = Z_j P2
k=0



........... T v e T e e e e e e e e e ;o e s e ;e e e s

generatorfiiggvényt. Ekkor U (z2) a kovetkez6 alakra hozhato:

m—1 m—2 m—1
(7) U (Z) = Z Z pjkPjZk + Z pm—l,k:Pm—lzk —

I
3
L
Il 3
M
[\
—
N
.
> +
—
N——
0\8
ml
o
x
8
—
p—
I
|
=
8
N—"
S,
+
T
_
Q.
£
o
N
o
+

m—1 ©0
—1 m—1—
0

o0

m—2
= / Z (1—e ™™ +ze7*) P (1 —e " 4 ze_’“:)de () +
5 k=0

+ / {(1 —e M 4 ze_’“”) Pm_1(1 —e HT 4 ze_“‘””)m_1 +
0

+ (e_“f” — ze_‘“”) Pm_1(1 —e M 4 ze_’“”)m_l} dF (z) =
= / (L—e ™ 4+ 2e ¥ U (1 —e " + 2ze #*) dF (z) +
0

1

+(1—2) Py /e_“”“"(l — M 4 2e P TN IE ()
0



Vezessiik be most a { Py} hatdreloszlas

m—1 k
8 B, = P
© =X ())n
k=r
binomialis momentumait. Definicid szerint

(9) B, = %(drngz)l:l.

(5) miatt By = 1 és (7)-bol r-szeres differencidldssal kapjuk, hogy

(10) B, = [BT + B, — < 1) 1] /e—”“”dF
r —
0

Legyen

e = (rp) = ]o e M dF (1),

Ekkor (10) a kovetkezé alakban irhaté:

T _1 T
(11) Brzl6 B,,_l—(m 1>16 By, r=1,....m—1
_87' 7’— _87-.

ugyanis
Py, 1= Bp_1.

A (11)-es egyenletrendszer a {B,} ismeretlenekre nézve egy valtozo

egyitthatos linearis differenciaegyenletrendszer. Az

f(r+1) =8B,

Erp

p(r)= T




m_]. 67-
V, = B
(r—l)l—sr '

jelolések segitségével az egyenletrendszer
Fr+1) —p(r)f(r)=V(r) (r>0 egész szdm)

alakba irhato at.

Legyen u (r) = £, ahol y (0) = 1 és y (r) = p(0) - p(1)---p(r — 1).

AAu(r)=u(r+1) —u(r) jelolés mellett

Aupr) = A f () p(r) _ V()

p(0)-p(1)---p(r) p0)-p(1)---p(r=1) p(r) y(r+1)

_ —~ V(j)
u(r) _u(0)+;y(r+1)
Ekkor
Fr) =y (0 {f(O) Zy(vr(j)l)}

A (11) egyenletrendszer megoldasa tehét

B, =C,

X /m—1\ 1
1_Bm—l ( . >—]7
]Z::O VAY

ahol Cy =1 és

Ha r = m — 1, akkor




ennek felhaszndalasaval

m—1 m_1\ 1
jgr( J )C_]

B, =C

"m—1 me1\ 1
pAGRE

A P, valészintiségek kifejezhetok a B, binomialis momentumokkal a
(8)-as képlet segitségével. Szorozzuk meg a (8)-as egyenletek mindkét
oldal&t (—1)T_k (Z)—Val, és az igy kapott egyenleteket adjuk Ossze. Azt
kapjuk, hogy

m—1
o r—k (T
P, = Z (—1) <k>BT,
r=k
ezzel az allitast bebizonyitottuk.

I11.2.1.2. A {Pk} valészintliségeloszlas meghatarozasa

2. Tétel.
Ha a < oo, akkor az n(0) valdszintliségi valtozé kezdeti eloszldsétol

fliggetleniil 1étezik a {Pk} hatareloszlas és fennall:

(12) b, = i (—1)"* (Z) B,

r==k

ahol B, a {Pk} valészintiségeloszlas r-edik binomidlis momentuma, melyre

teljesiil By =1ésr=1,2,...,m-re
_ C._ ol i /Cj
(13) B, = S ,
r M
14+ map ZO ( 31)0%
]:

ahol C jelentése valtozatlan.
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Néhany segédtételre lesz sziikségiink a bizonyitashoz.
1. Segédtétel.
Jelolje M (t) a (0,t) idS8kdzben elSforduls m —1 — m &tmenetek

varhaté szamat. Tetszoleges h > O-re fennall:

M(t+h) = M(t
(14) limg MEHR =M _ e .
t—o0 h m—_1 m—1\ 1
]:

A segédtétel a kovetkezoképpen igazolhaté. Tekintsiik az {n, } Markov-
lancnal az m — 1 allapotot. Az m — 1 visszatéré allapot és a vis-
szatérésig megtett 1épések szamdnak varhaté értéke 1/p,, 1. Két egymdst
koveto m —1 — m Aatmenet kozott eltelt idotartam a ,,szerel6” szem-
pontjabdl egy sziinetbOl és egy javitasi periddusbél tevodik ossze. A
sziinet hosszdnak varhaté értéke 1/mpu, a javitdsi periédus hosszanak
varhat6 értéke o/ P,,_1, ahol a egy javitds atlagos idétartama, az egy
javitasi periédusban végzett javitdsok varhat6 szama 1/P,,_1. Az egymadst
koveto m — 1 — m atmenetek kozott eltelt idotartamok egyforma eloszlasu
fuggetlen valdszintiségi valtozdk, kozos varhatd értékiik a fentiek szerint a

P,,_1 = B,,_1 egyenloség figyelembe vételével

m—1
1 a 1 m—1\ 1
— 1 —
mi | Py mp +mo‘”z< ' >Cj

(14) bal oldala viszont egyenl6 ennek a varhaté értéknek a reciprok
értékével. D. Blackwell tétele — az I. fejezetbben emlitett 6. Tétel — alapjan

létezik a kovetkezo hatarérték, és fennall, hogy

;s M (t +h) — M (t) mp P, _1
im =
t—00 h mop + Pry_1’

ami megegyezik (14)-gyel.



2. Segédtétel.

Jelolje M (t) a (0,t) idékozben eléforduld 7, idépontok varhaté szamat,

azaz a (0,t) id6kozben befejez6d6 javitdsok varhatd szdmat. Tetszleges
h > 0-ra fennall, hogy

mz—l (m—l) L

mp e

M (t+h)— M (t - J J

t—o0 h,

m—1 )
Lman'S (")
J:

A segédtétel bizonyitasat egy jelolés bevezetésével kezdjuk. Jelolje
M, (t) a (0,t) id6kozben befejez6dé olyan javitasok varhatd szamat, ame-
lyek egy javitdsi periédus n-edik javitasat kovetik. Ekkor M (t) a kovetkez6
alakba irhato:

(16) M(t)=) M,(t).

Az egymast koveto javitasi periédusok n-edik javitasanak befejezddési
idopontjai kozotti idétartamok egyforma eloszlasu, fliggetlen valdszintiségi
valtozok. Blackwell mar emlitett tétele miatt létezik a

lim M, (t + h) — M, (t)

t— 00 h

hatarérték, ami megegyezik a

M
lim —= (t)

t— 00 t

hatarértékkel, ez viszont konnyen kiszamolhato. Jelolje ugyanis (), annak
a valoszinliségét, hogy egy javitasi peridodus legaldabb n javitasbdél all. Ekkor

felirhatd, hogy

QuIVT (t) < My (1) < Qu [WL (1) +1]
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Felhasznalva az 1. Segédtételt, azt kapjuk, hogy

Mn (t) m/J'Pm—l

lim

o,

= li .
@n e t " map + Pp_1

Egy javitasi periédusban végzett javitasok varhato szama

> 1
;Qn - Pm—l,

tehat (16) szerint

. M@E+h)—M(t) . =My (t+h)— M, (t)
a0 i = = m ) h -
_ ™
 map+ Pp_1

Ebben a kifejezésben a hatarérték tagonként veheto, mert a sor egyenletesen

konvergens, ugyanis az
M (t+h) — M (t) <1+ M (h)

egyenloség felhaszndalasaval

My (¢4 1) - My () _ Qo (M40 +1) - QuiT (1)
h - h

:QHM(H—h);M(t)—I—

2+ M (h)

1
- " h

adédik. A (17) egyenléségbe P, _1 értékét beirva megkapjuk a segédtétel

allitasat.



3. Segédtétel.
Jelolje M;, (t), (k=0,1,...,m — 1) a (0,t) intervallumban eléfordulé
k — k + 1 atmenetek varhato szamat. Tetszoleges h > 0 esetén fennall,

hogy

(18) lim M (¢ +h) = M (t) _ mub

t—o00 h mop + Py

Ezt az allitast k = m — 1-re mar bebizonyitottuk az 1. Segédtételben.
A (18) baloldalan allé hatarérték létezését D. Blackwell tétele bizonyitja,
ugyanis az egymast koveté k£ — k + 1 atmenetek kozotti idotartamok egy-

forma eloszlas, fiiggetlen valtozdk, eloszlasuk eleget tesz az emlitett tételek

M, (t)

-~ hatdrértékkel, ami

feltételeinek. A (18) hatarérték megegyezik a tlim
— 00

M)

-~ hatarértéknek, vagyis Py-szorosa (14)-nek.

nyilvan Pj-szorosa a lim
t— o0

Ratérink a tétel bizonyitasara, vagyis a {ﬁk} eloszlas meghatarozasara.

Ha k£ = m, akkor
t
Ply(t) =m) = [t (@),
0

és (14) miatt Py, 1étezése bizonyithat6. Ekkor

1 M (t + h) — M (t) 1

(19) P, = — lim — :
mys t—oo h m—1 o
14+ map ZO ( jl)(}%
]:

Jelolje Ny, (t) a (0,t) id6kdzben el6fordulé m — m — 1 dtmenetek varhaté

szamat. Ekkor igaz az

No (t +R) = Ny (t) + P {n (t) = m} mph + o (h)
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egyenloség, amibol

d ~
A g Nm () = mptFr

kovetkezik.
k=0,1,...,m—1esetén a P {n (t) = k} valésziniliség a kvetkez& formaban
irhato fel:

m—1 .
@) PO =k =X 00 ()t

j=k

x [1 — F (t — u)] dM; (u) + (mk— 1) /tek"(t“)x

x (1 - e—w—u))m_l_k 1 — F(t—u)]dNn (u),

ahol ¢; (t) annak a valdsziniisége, hogy a rendszer kezd6 allapota j volt és a

(0,t] intervallumban nem fejez6dott be kiszolgalds. A 0y, ., jelentése pedig:

P 1 , ha k=m,
M =10 ,hak#m.

A P{n(t) =k} valdszinliség el6z6 felirdsa kovetkez6képpen indokol-
haté: az n (t) = k esemény tobb egymast kizaré eseménybdl tevidik Ossze
a) a kezd6 allapot j, (j=k,k=1,...,m—1) és a (0,¢) intervallumban
nem fejez6dik be javitds, s ez id6 alatt ledll (5 — k) gép,
b) az u idépillanatban (0 < u <t) torténik egy j — j+ 1 atmenet
(j=k—-1,k,...,m—2), az (u,t] intervallumban nem fejezédik be

kiszolgalas és leall j + 1 — k gép,



c) az u idépontban (0 < u < t) torténik egy m — m — 1 dtmenet, az (u, t]

intervallumban nem fejezodik be javitas és ledll m — 1 — k gép.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

X T Y

t— 00 h

Y

(7=0,1,....m—1),

- N, — N,
Ny, = lim m (t+5) m(t).

t— 00 h

Ezek a hatarértékek Blackwell tétele miatt tetszoleges h > 0 esetén léteznek.
Ekkor (20) alapjan

(21) By = lim P{y(t) =k} =
m—2 _ _ S M
ﬁ]kM] +15m—1,k:Nm+ km m—l,
mp
j=k—1
ahol .
1
= (1) e o
0
(7 =0,1,...,m —2),
és

ﬁm—l,k: = ﬁm—?,k:-

Hatérozzuk meg a (21) egyenlet Y. P, = 1 feltételnek eleget tevé
k=0
megoldasait!

Ha k = m, akkor (21)-b6l azonnal kovetkezik, hogy
Mm—l Pm—l 1

Pm = = = .
mis map + P, 1 m-1

1+ map Zo ( jl)c%.

]:
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OdJ

Vezessiik be az .
k=0
generatorfiiggvényt. Ekkor

m—1 m—2 m—1 ~

> ~ 2 - ~ M,,_
(22) U (Z) = Z pjij P + Z pm_l,kNmzk’ + 1L _
Ny

m
—1 k=0 K

mu

 mop + Py
x (1—e ™+ ze_’””)k [1— F (z)] dz+
+ / {(1 —e M 4 ze_“x) Pm_1(1 —e M 4 ze_’“”)m_l—l—
0

+ (e_’“’ — ze_’“’) Pm_1(1 — e  THT ze"“’)m_lx



0
ahol U (z) a (6)-os generdtorfiiggvény.
Vezessiik be a {ﬁk} valészintiségeloszlas
B, = i k P r=1 m—1
r = r k> — Ly

k=r

binomialis momentumait. Lathatd, hogy (9)-hez hasonldéan

~ 1(dU (2
(23) B—,( dz£)> K

és (22) r-szeres differencidlasaval a

~ mp m—1
B/r — Brrl Brr'_ - Bm_
mau+Pm_1[ TP (r—l) 1]X
r _ 1 (m
X /e T“‘T[I—F(az)]daz—l——< )Pm_l
mu \ 7
0
osszefuggéshez jutunk.
o.] 1 e
/ e~ [1 — F (z)]de = —
Ur
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figyelembevételével és (10) felhasznalasival a kovetkezd egyenletet irhatjuk
fel:

. 1—e, 1
(24) B, = —"* B+ — (") P |
map + Ppo1 | THER m

(r=12,...,m—1)

és
By = 1.
frjuk be a (24)-es egyenletbe P,,_1 és B, értékét! Ekkor
[ ml (m—l) 1
- l—e, , j= 17'G
B, = me e, +
muo + — rug, Ml (m—l)i
Jgo (mj_l)ch | ]:0 J CJ
1 [m 1 m
o () = - o x
m—1\ 1 m—1\ 1
= ( j )C_] 1—|—ma,u J;O ( J )C_]
[CH — <m - 1> 1 Cry (m> 1 1
X — 4+ _
[ ru J C; mp \ 7 C’T_lJ
B mu Cr_1 i <m — 1) 1 N Cr_1 (m — 1> 1
- m—1 ro 4 ' C; r r—1/)Ch_1 |’
1+ map Zo (m]_l)c% j=r J I !
]:

ami megegyezik (13)-mal.
A P, (12)-beli alakjst (23)-bél megkapjuk, ha a (23) egyenletek
mindkét oldalat (—1)T_k (1)-val megszorozzuk és az igy kapott egyenleteket

osszeadjuk. Ezzel a tételt bizonyitasat befejeztik.



3. Tétel.
A {Pk} és a { Py} valdsziniiségeloszlis a kovetkez6 kapcsolatban all

egymassal:

~ mP_1
25 P, = , k=1,2,...,m),
( ) k k[mOé/J‘l'Pm—l] ( )
és

~ Py L

26 Py=1-
(26) 0 moz,u—i—Pm 1}; k

Bizonyitds. Nyilvanvalo, hogy az adott ido alatt eloforduld £ —1 — k
és k — k — 1 atmenetek szama legfeljebb 1-gyel kiilonbozhet egymastol.
Ez természetesen a varhaté értékiikre is fenndll. Ha Ny (¢) jeloli a (0,¢)

idokozben eloforduld £ — k — 1 atmenetek varhato szamat, akkor

|My_1 (t) — Ng (t) | < 1.

N, (t)-re fenndll

Ny (t+h) = Ny () + P {n(t) = k} kuh + o (h).

fey dNy, (t)
k
. dNp(t) .. Np(t) ~
(27) A
A 3. Segédtétel szerint
Mj_1 (t) _ mpPr

28 li = :
(28) oo tt map + P, 1



Mivel (27) és (28) a fenti egyenlStlenség miatt megegyezik, ezért k =
1,2,. , m-re megkaptuk Py (25)-beli alakjat.
A Z P, = 1 egyenl8ség fennslldsa miatt Py = 1 — Z Pj,, ami mege-

k=0 k=1
gyezik (26)-tal.

II1.2.2. Stacionarius folyamat

4. Tétel.

Ha a véges, akkor tetszoleges x > 0 esetén 1étezik a

lim P{x(t)<z|nt)=k}=Fy(z), (k=0,1,...,m)

t— o0

hatareloszlas, és fennall

k
x/ Thiu (] emhu) ™ 1_k[F(u—|—:c) F (u)]dul,

hak=0,1,...,m—1és F,, = 1.

Bizonyitds. Vizsgaljuk eloszor a

Hy (z) = lim P{x(t) <zn(t) =k}, (k=0,1,...,m)

t—00

egylttes eloszlasfiggvényt. A P{x (t) <z,n(t) =k} valdsziniiséget a
kovetkezo alakba irhatjuk fel:



X[F(t—u+z)—F(t—u)]dN, (u),
(k=0,1,...,m—1).

Az egyenléség igazoldsa (20) bizonyitdsdhoz hasonléan torténik.

Hatarértéket képezve adodik, hogy

m—2 . o0
~ mu { J+1 / —k —puN\Jt1-k
_ E P. pu (1 _ p—hu
Hy, (z) map + P 1 |j ( k > il € ( € ) X

mikozben felhasznaltuk az N, = M,, 1 és az

Mj _ muP;

1 =0,1,... —1
moz,u—|—Pm_1’ (] ) ) , M )

egyenloségeket.

F}, (z)-re a kovetkezd Gsszefiiggés irhaté fel

o o P <n) =k



Ismerve a {tl_igloP{n (t) = k}} = {Pk} és a { Py} eloszlasok kozotti (25)

osszefuggést, kovetkezik a tétel allitasa.

5. Tétel.
Legyen
F(z) = lim P{x(t) <z [n(t) <m}.
Ekkor
~ lxl—F dy, ha x>0,
F(z) = a{[ (y)] dy >
0, ha x < 0.
Bizonyitas.

Ha x > 0, akkor

mao
maopt + P11

lim P{n(t) <m}=1- B, =
t—o00

Ekkor
P{x(t) <zmn(t) <m}
P{n(t) <m} ’

amibol hatarértéket véve és behelyettesitve kovetkezik az allitas.

Pix(t) <z |n(t) <m}=

Definicid.

Az altalunk vizsgalt folyamatot stacionariusnak nevezziik, ha a folya-
mat kezdeti eloszlasit a P{n(0) =k} = Py és P{x (0) <z | n(0) =k} =
Fy, (z), (k=0,1,...,m) valészintiségek adjak.



Ekkor az {n(t),x (t)} véltozépar eloszldsa minden id6pontban mege-

gyezik a kezdeti eloszlassal és

~ mu Py,
My (t) = t
k (¢) map + P, 1
valamint
Y mpPy_y
Ni (t) = t
£ (t) maop + Py’

ahol M, (t) és Ny, (t) az eddigi jellésnek megfeleléen a (0,t)-ben eléfordulé
k—k+1ill. Kk — k — 1 atmenetek varhaté szama.

Most néhany allitast bizonyitunk be a stacionarius folyamatra.
I11.2.3. A rendszer jellemzoinek meghatarozasa

6. Tétel.
Az Ossztermelés vérhaté idétartama a (0,7') intervallumban sta-

cionarius folyamat esetén

: S

/n(t)dt =T =

0 1 + map ZO (mj‘l)c%
J:

Bizonyitas. Esetinkben

E /Tn /E{n<>}dt,

és E{n(t)} = Z kP, = By, ahol Bj-ot (13) adja. Behelyettesités utén
megkapjuk az alhtast



1. Kovetkezmény.

Jelolje U,, az atlagos osszgépkihasznaltsdgot, vagyis legyen

E {fn (1) dt}
U, = lim — .

T— o0 T

A 6. Tétel kovetkezményeként adddik, hogy egy gép kihasznaltsaga

7. Tétel.

Jeldlj &, (t) a kovetkez6 valdsziniiségi valtozot

|1, han(t) <m,
§m(t)—{o, b (1) — .

Ekkor stacindrius folyamat esetén a szerel (0,7) id6kdézben javitassal

toltott idejének varhatd értéke

m—1
T maop 20 (m]—1)c%
E /gm (t)dt y =T —
0 1 + maop ZO (mJ—l)C%
]:

Bizonyitas. Fenndll, hogy

T T

E /gm (t) dt :/E{gm (£)} dt.

0 0



A &, (t) valdszintiségi valtozé véarhaté értéke a kovetkezOképpen

hatarozhaté meg;:

E{én ()} = P{&n(t) =1} = P{n(t) <m} =1~ Py,

ahol P,, (19) alapjan kiszdmolhat6. Ezt befrva kapjuk az allitast.

2. Kovetkezmény.

Jelolje U, a ,,szerelo ” kihasznaltsagat, amit a kovetkezoképpen

definidlunk:
T
l?{fgm(ﬂcﬁ}
U,. = lim —> .

T— o0 T

A 7. Tétel kovetkezményeként adddik, hogy
Uy, =1—P,,.

Jeldlje ¢ (t) at id6pontban meghibdsodott gépnek a javitids megkezdéséig
tartd varakozasi idejét. Ez megfelel annak az idonek, ameddig a szerelo

elvégzi a t pillanatban all6 gépek javitasat, feltéve, hogy kozben nem all be

. , . + J=, haz>0, .
a varakozok sordba. Legyen [z]T = 0 haz<0 Ekkor fennall, hogy
[m—1—n(t)]*
(29) CH=x®+ D, X
i=1

ahol y (t) az eddigi jelolésnek megfeleléen a ¢ pillanatban (esetleg) folya-
matban 1év6 javitas befejezéséhez sziikséges id6t jelenti, x1,x2,... F(x)
eloszlasfiiggvény fiiggetlen valészintiségi valtozok, melyek 7 (t)-t6l és x (t)-

t6l is fiiggetlenek. ( (t)-t szokds virtudlis vdrakozdsi idének is nevezni.



A viérakozasi id6 eloszldsfiiggvénye staciondris esetben ( (t) el6bbi

alakjanak felhasznalasaval
(30) P{¢(t) Sa} =) Hi(2)Fn-1-k (),
k=0

ahol F,, (x) jeloli az F eloszlasfiiggvénynek 6nmagdval vett n-szeres kon-
voluciéjat (Fy (z) =1, haz > 0 és Fy (z) =0, ha = > 0).
8. Tétel.

Ha 02 véges, akkor a varakozasi idé varhaté értéke

2 2
moyl o+« 1—P,_1
E{C(t) = —1)a———tmt L
oy = T -y Pt

Bizonyitas. Mivel a folyamat stacionarius, ezért
P{n(t) =k} =Py

barmely t-re. Az 5. Tétel felhasznalasaval kapjuk, hogy

E{x (t) \n(t)<m}:/azdﬁ’(az):é/az[l—F(az)]dx:U 2204
Ekkor
02—|—a2m_1~
E{x(t)} = —5— > Pu.

- ~ maos
P.=1-P, = ,
Z g map + P, 1




és
m—1

. nooL . . - 1— P, _
N kB =Y kBy —mP, = B —mP,, = m( - ).
k=0 k=0 mop + Fm—1
Behelyettesités utan kapjuk, hogy
m—1 2 2
mopt o+«
E{C()} = 1
con=3 Lt [ 20 m )a] "
m—1 m—1
N ma (1 — Pp_1) maougs y
— map + P_1 — map + P_1
2 2 1—P,_
x[g ra +(m—-1)a+ 1],
2 7

ezzel a tételt bebizonyitottuk.

0. Tétel.

Jelentse A; azt az eseményt, hogy a t pillanatban torténik ledllds. A

varakozasi ido eloszlasfiiggvénye A; feltétel mellett

Y ki (2) Foo1 o (o)
(31) P{C(t) <z | A} ==

a varakozasi id6 varhaté értéke A; feltétel mellett (amit az aktudlis

vdrakozdsi 1dd varhatd értékének is szoktak nevezni)

1_Pm—l

(32) E{C(#) | Ay =(m—1)a— p

Bizonyitds. A varakozasi id6 eloszlasfiiggvénye (30) szerint

P{C(t) <o} = S P{x(t) Sen(t) =k} Fro1s ().
k=0



Konnyt latni, hogy

P{C(t) <=z, Ai}= ZP{X () <zn(t) =ktkpFpn -1k (r) =

—MZka Fr1-k(2).

A feltételes valésziniiség definicidja szerint

P{C(t) <z, A}
P{A}

P{C(t) <=z | A} = . <" no(33)

Mivel P{A;} = Z kuPy, igy (33)-bél kovetkezik (31).
A feltételes Varhato értéket a kovetkezoképpen hatarozhatjuk meg.

(31) miatt nyilvanvaléan fennall

(34)  E{C(t) | A} ==

Mivel teljesiil a

mg / rdHy, (z /Ooa:d mz_l kHy (x)

m—1

egyenléség, a jobb oldal kiszadmitdshoz szitkségiink van . kHj (z)
meghatirozisara. Erre érvényes k=0

o w1 Pay) g R

];) kHy (z) = L (x) TR L(z) ]; kP,



ahol

[ e [F(u+z)— F (u)]du
L(z) = *—
[erz[1—F (u)]du
0
A 3. tétel szerint
- 1-P,
k}%-— f%_l, (kZZO,l, ,Ww,
ap
ezért Osszegiikre teljesiil
“ - 1- P,
S kP -
k=0 oH

Ekkor

m—1 ~ m _ ~ 1 P
E kP, = g kP, —mP,, = (1= Pp_1].
i

Mindezek figyelembevételével adodik, hogy

-1 o.] oo o0

3

koko/xdﬁk () ZO/xdi(az) kz:_%kﬁk _ ;kpko/xdi(x) _
— 1;5”” [1 — Pp_1] ll—Lsﬁ(,u)_%]

Folytassuk a feltételes varhaté érték képletében szereplo mennyiségek

kiszamitasat. Lathato, hogy

m—1 ~
. 1- P,
Zk(m—l)aPk:(m—l)a [1— Pp_1],
o
k=0
valamint
m—1 _ m—1 1_ ﬁ
Y KaPi=a) k mp | =
o
k=0 k=0




— [(k — 1) Py—y + Py1] =

K k=0
~ m—2 m—2
1_Pm
— kak‘l’zpk: =
H k=0 k=0
1_pm
ap 11— (u)
1—pm 1_Pm—
. [ L (m—l)Pm—ll-
QL 1 —o(p)

A megfelel6 tagokat (34)-be visszahelyettesitve révid szdmolas utdn kapjuk

az allitast. Ugyanis a nevez6
1- Py,
ap

amivel a szamlalé minden tagja oszthat6. Ekkor

E{C(t) | A} =
@ ! 1_Pm—l
=(1—-Pp_1) [m—;] —a[m_(m_l)];m_l N
+(m_1)a(1—Pm—1):(m—l)a_l_TPm—l,

a tételt ezzel bebizonyitottuk.

Vezessiik le ezt az Osszefiiggést mas eszkozokkel is. Az el6zoekhez ha-

sonléan belathato, hogy

|~

B
Um:—]_:l*,

ahol W egy gép aktudlis atlagos varakozasi ideje. Mivel
1

m—1 m—1\ 1
320( j )c_j

Pm—1:

Y



m
m

és

® _ Pm—l _
T Pt ~ P_1 +mop’
ezért .
1 _ m
Pp-1+map L+ W4a'
Ebbol
_ 1—-P,,_
W =(m-1)a-— —"1
L

A modell tovabb altalanosithaté oly médon, hogy a gépek meghibasodasi

intenzitasa és a kiszolgalasi ido fiigg a gép indexétol.

Ez az < m/M/G/1/FIFO > rendszer, amellyel Sztrik (1981, 1983), Sztrik—

Tomké (1982) foglalkozik.
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I11.3. Az <n/M/G/1/PS > rendszer

Egy olyan szamitégépes rendszert tekintink, amely egy kozponti
egységbol és n periféria-egységbol all. Mindegyik program egy igénynek felel
meg, a kozponti egység a kiszolgald egységeknek. Tegyiik fel, hogy egy adott
perifériat csak egy program hasznalhat, és a periféria-egységben eltoltott
idotartamok minden programra nézve fliggetlen, azonos \ paraméteru ex-
ponencialis eloszlasi valdszintiségi valtozok. Miutan a program bizonyos
idot eltoltott a periférian, atkerul a kozponti egységbe, és itt azonnal
megkezdodik a kiszolgalasa, amelynek az id6tartama 3 < oo varhaté értéki,
G(x) eloszlésfiiggvényli valdsziniiségi valtozé (G (07) =0). A kozponti
egységben a programok kiszolgaldsa Processor Sharing (PS)-elv szerint
torténik, azaz hogyha a (t,t + dt) idéintervallumban egyidiileg k programot
szolgdlnak ki, akkor az egyes jobok kiszolgaldsi ideje csak dt/k-val halad
elére. A programok kiszolgaldsuk utan abba a periféridba keriilnek vissza,
ahonnan érkeztek.

Ebben a modellben a segédvdltozok modszerét fogjuk alkalmazni a rend-
szert leird sztochasztikus folyamat megadasanal. Vezessiik be a kovetkezo
valoszintségi valtozdkat:

v(t): a t-edik id6pillanatban a CPU-nal tartézkodé igények szama,

£1(t),...,&@(t): a t-edik idopillanatban a CPU-nal tartézkodo
igények eltelt kiszolgdldsi ideje v(t) > 0 esetben.

Lathato, hogy az

X(t) = (v(t); &), -, & (t)

sztochasztikus folyamat olyan Markov-folyamat, melynek allapotterét egy

diszkrét komponensbol és tobb folytonos komponensbol allé vektorok



alkotjak. Az ilyen tipusu folyamatokat szakaszonként linedris Markov-
folyamatoknak nevezzik.

Meg kell jegyezniunk, hogy nagyon sok problémat ilyen folyamat-
tal tudunk htien leirni. Részletes tanulmanyozasra ajanljuk Gnedenko—

Kovalenko (1989)-konyvét.
Legyen

Pk(t,xl,...,a:k)dazl...dazk :P(V(t) =k;x; <& <$i—|—d£€i,i:1,...,k’),

azaz Py(t,z1,...,2r), k =1,...,n annak a valdsziniisége, hogy a kozponti
egységnél a t idopontban £ job tartozkodik, és az egyes jobok kiszolgalasabdl
x1,...,T, hosszusagi ido telt el. Legyen § megfelel6en kicsi pozitiv szam.
Ekkor Py(t,x1,...,zk)-ra (k=1,...,n—1) a kovetkezd Gsszefiiggés irhatd
fel:

Py (t;x1,...,28) =

k
= Py (t—&;xl—g,...,xk—§>n 1_G(xi)6 [1—X(n—k)d]+

k i:ll_G(xi_E)
Y P (e AW
k+1 y L1 ka"'axkz-l-l k+ 1
0

G (rk+1) — G |:£Uk_+_1 — k%l]

d.’,l?k_+_1 .

k
1 -G (z;
% H (i) _
i:11—G(xi—kL+1> 1—G[$k+1—%+1]
A jobb oldal els6 tagja azt irja le, hogy a (t — d,t) id6intervallumban nem
fejezodik be egyetlen kiszolgalas sem. A madasodik tag pedig azt, hogy ebben

az id6intervallumban a (k+ 1) egy program koziil egy kiszolgalasa fejezddik
k
be. Mindkét oldalt [] [1 — G (z;)]-vel osztva, és & — 0, t — oo hatdrértéket
i=1

véve kapjuk, hogy

li 0 + A (n — k) (x TE) =
ki:1axi qy 1yeeer k) —
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/qk+1 (xl,---,xk+1)dG($k+1), k: 1,...,'n— 1,
0

k
ahol g (z1,...,2,) = lim Py (t;21,...,2k) / [T [1 — G (x5)].
=1

t—o00

Py-ra és g, (21, ..., 2,)-re hasonléan kapjuk:

)\TLP() = /(h (1'1) dG (:cl) y
0

1<~ 0
—Zam.qn (Z1,...,2,) = 0.

o 9t
Ezek az egyenletek nem irjak le teljesen a rendszer mikodését, mivel
nem veszik figyelembe az esetleges ugrasszerii atmeneteket azokban a

pillanatokban, amikor a programok a periféridkbol a kozponti egységbe

keriilnek. A hianyzo6 egyenleteket hasonléan kapjuk meg:
qi1 (0) = )\TLP(),

@k (0,21, ., 2p—1) =A(n—k+ 1) gx—1 (21, .., T—1) ,
k=1,...,n.

A kapott integro-differencial egyenletek megoldasat kozvetlen helyettesitéssel

nyerjik:
ar (z1,...,28) = PoXFn!/ [(n — k)],
és
n! i
_ k :
Py (z1,...,21) = PoA mg[l_G(xi)],

1=1,...,n.



Legyen P annak a stacionarius valdszintisége, hogy tetszoleges idopontban

a kozponti egységben k program tartozkodik. Nyilvanvaléan
:/.../Pk(xl,...,azk)dazl d.’l?k—Po( )()\ﬁ)
0 0

A Py valdszintiséget a > P; = 1 normalizal6 feltételbdl kapjuk meg.
=1

I11.4. Az <n/G/M/r/FIFO > modell

Ennek a modellnek a leirdsa Sztrik (1985) cikkében taldlhaté meg. Te-
kintsiink egy olyan szamitégépes rendszert, amely kozponti egységekbol,
terminalokbdl, és jobokbdl all. Minden job egy termindllal van kapcsolat-
ban, ahol nincs varakozas. Sorok csak a kozponti egységeknél fordulhatnak
el6. Az ilyen rendszerek elemzéséhez szintén véges forrasu sorbandllasi mod-
ellt hasznalunk.

Legyen a rendszerben 1évo jobok szama n, és a kozponti egységek
szama r (r < mn). A job bizonyos idét tolt el a termindlndl, ezutdn
a kozponti egységbe keril, ahol a job kiszolgalasa azonnal megkezdddik,
ha az r kozponti egység kozott van szabad, egyébként sor alakul ki.
A jobokat érkezésiik sorrendjében szolgaljak ki, és kiszolgalasi idejik
azonos p paraméteri exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozé. A job
kiszolgalasanak befejezodése utan visszatér a terminaljahoz, ahol véletlen
hosszusagu ideig tartozkodik. A i-edik job termindlnal eltoltott ideje
F;i(z) eloszlasfiiggvénnyel és f;(z) stirtiségfiiggvénnyel rendelkezik. Tovabba

feltessziik, hogy a valdszintiségi valtozok teljesen fliggetlenek.



I11.4.1. A stacinarius eloszlas meghatarozasa

Jelolje a v(t) valdszintiségi valtozdé a t id6pontban a termindlnal
1év6 jobok szdmét, (aq (¢),...,q,()) ezeknek a joboknak az indexeit
lexikografikus sorrendben, és (51 t),..., ﬁn_y(t)) a kozponti egységnél
1évé (kiszolgalas alatt 1évé vagy sorbandllé) jobok indexeit érkezésiik sor-

rendjében. Az

Y (t) = (1/ (t) ;a1 (t),.. ., cuw); B (t),...,ﬁn_,,(t)) , (t >0)

folyamat csak akkor Markov-folyamat, ha az F;(z) (i = 1,...
eloszlasfiiggvények exponencidlisak.

Vezessiik be a a; (t) véltozot, amely azt az id6t jeloli, amelyet az oy
job a terminalnal eltoltott a legutolsé kozponti egységbeli kiszolgalasa ota.

Az igy kapott

X (t) - (V (t) y 01 (t) o -aau(t);gal (t) yroe e afau(t);ﬁl (t) yeoe aﬁn—u(t))

folyamat rendelkezik a Markov tulajdonsaggal.

Jelolje V' és C} az 1,2,...,n egészek k-ad osztdlyd varidcidinak il-
letve a kombinaciéinak lexikografikusan rendezett halmazat. Ekkor az

(X (t),t > 0) folyamat allapottere az olyan

(i17'"7ik;x17"'7mk;j17"‘7j’ﬂ—k)

pontokbdl &ll, ahol (i1,...,ix) € CF, (ji,---,in-k) € V', i € Ry,
i = 0,1,...,k, Kk = 0,1,...,n. Az X(t) folyamat akkor van az
(41y« vy @k} T1y vy Tk J1y---5Jn—k) allapotban, ha az (i1,...,47x) indexi
jobok mar (z1,...,z) ideje vannak a termindlokndl, és (ji,...,Jn—k) @

kozponti egységnél 1évo jobok indexe érkezési sorrendben.



A Kolmogorov-egyenletek levezetéséhez sziikségiink van tetszoleges
(t,t + h) intervallumban lejatsz6dé atmenetek vizsgalatdra. Az dtmeneti

valoszintiségeket a kovetkez6 mdédon adhatjuk meg 0 < n — k < r esetére.
PIX(t4+h)=(i1,..-six;z1+hyoo oz +hyJ1, ooy in—k) |
X(t) = (il,...,ik;l‘l,...é,l‘k;jl,...,jn_k)]

k
= (1= (k) un) [T 522 “’”h)+o<h>,

I=1 (1)

PX(t+h)=(i1,...,ig;21 +hyo.ozp + R 01,0y Jn—k) |

! N I / ’ ’

X () = (81, s Tpfrov s b3 Tys ooy Y yee ey T3 Ty e e s Ii—ke1)]

)h 1—F;
i H Bt D) 4 om),

Jn k(y =1 'Ll xl)

ahol (211, e ,j;l_k, e ,ik) az (i1,...,1k, jn—k) indexeket jeloli lexikografikus

sorrendben, és (z1,... Y. ,a:;e) a megfeleld idOket.

Ha r < n — k < n akkor az atmeneti valdszintiségek a kovetkezok:
PIX(t4+h)=(i1,..-yix;z1+hyeo oz +hyJ1, ooy in-k) |

X(t) = (ilw"aik;xla'--7xk;j17-",jn—k)]

k (o
:(1—ruh)H1;f”FE E;)h) +o(h),

P[X(t—l—h):(z’l,...,z’k;xl+h,...,azk+h;j1,...,jn_k) |
X (t) = (ill,...,j,,,b_k,...,ik;xl,...,yl,...,x;c;jl,...,jn_k_l)] =

fjnk ) h ﬁ1 F” xl+h)
]n k(yll l)

+ o (h),



Vezessiik be a kovetkezo fliggvényeket:
Qosjryejn (£) =P (v (t) = 0551 (t) = 1, Bn () = jn)

Qil,...,ik;jl,...,jn_k (x17 c s 7xk7t) =
Pw(t)=Fkiai(t) =d1,...,05 (t) = ix; &, < z1,...,&, < xg;

B1(t) = g1, s Bk (t) = Jn—k) -

Legyen \; a kovetkezéképpen definidlva: 1/)\; = [ zdF; ().
0

1. Tétel.
Ha 1/\; < o0, i = 1,...,n, akkor az (X (t),t > 0) folyamatnak van
egyértelmii ergodikus ( staciondrius ) eloszldsa, amely fliggetlen a kezdeti

feltételektol, azaz

Qosjr,....j = Hm Qoyjy .., (1),

t—oo
Qil,...,ik;jl,...,jn_k (x17 tet 7:'Uk) =
tli)rglo Qiryryiniityyin_n (1w Th3 ).

A tétel bizonyitdsa Gnedenko—Kovalenko (1989) konyvének 211,

oldalan taldlhato tételbol kozvetleniil kovetkezik.

A tétel biztositja a kovetkez6 hatarértékek 1étezését, és egyértelmiiségét:
it.orinigtrminp (T1y -+ s Tk) dT1 .. dEy =
=Pw(t)=kor(t)=t1,...,05 (t) =ig; 21 <&, <z +dz, L =1,...,k;

ﬁl(t):jla---aﬁn—k(t):jn—k), kzl,...,n

ahol Qil,---,ik;jl,---,jn—k (:131, Ce ,xk) JelOll az (il, I ,ik; Llyeo-, .’Bk;jl, Ce 7jn—k:)

allapotok struségfiiggvényét, ha t — oo. Feltessziik, hogy rogzitett k-ra az



ergodikus eloszlasoknak létezik a strtiségfiiggvénye. Ehhez elegendo6 fel-

tenni, hogy az Fj(x)-nek van siiriiségfliggvénye. Vezessiik be a

Qiv,....i5351,dn—k (xl, cee ’xk)

Qil,...,ik;jl,...,jn_k (3317 <t 7:’Uk) — (1 _ }7121 (xl)) o (1 . Fz (xk))

un. norémalt stirliségfiiggvényeket.

2. Tétel.
A fenti normdlt siirliségfiiggvények kielégitik az (1), (3) integro-
differencidl-egyenleteket a (2), (4) hatarfeltételek mellett.

0 o1
1 — 4 ...+ —| ¢ . ; .
( ) [833‘1 _|_ —I— 8$k] qzla"'ﬂk:]la"'a]n—kz (ml, 7:'Uk)

- (n o k) ’Ll’qvila"'aik:;jla"'vjn—k (:I:]-’ e ’xk) +

00
~ I I I b
—I— qi,]_a"'aj;_ka"'ai;c;jla"'ajn—k—l (ml, e ,y [ mk) f]n (ydy,
0
(2) Qivyeeyir;jt,esin—rk (mla -y L1, 07 Ti+1y--- ka) —

=K E : Qityesi— 1500415305015 I —k (56'1,...,:171_1,33[+1,...,:Bk)

‘/jlf ..... jn—k:
l=1,...,k, 0<n—k<r esetén,
0 o 1" .
B |t g | B 1) =
= UGy, i iinyeerirg (T1y oo T) +
o0

! /

+ / q,illa"'aj;_ka-"ai;c;jla"'ajn—k—l (:I:]" U ,y rene ,xk> fJn (y) dy



(4) (jih---,ik;jh---,jn—k (3717 oy =1, 0, 2141, - - 7xk) =

=M E : Qiryeoyii— 15004150 0k50 15 dn—k (xl"'"xl—l’xl-i-la""xk)’

I=1,...,k, r<n—k <n—1 esetén,

valamint

o0
ruQoy,... 5 = /(ijn;jl,...,jn_l (y) fi. (y)dy
0

A [ ] jelentése a bizonyitasban szerepel, és

1

V;'l,_,_,js - [(ilajla"'ajS) ’ (jlailaj%"'ajS)7"'a(j17"'7j87il)] S vaﬁ-l

Bizonyitas. Mivel (X (t),t > 0) Markov-folyamat, ezért siriségfiiggvényei
kielégitik a Kolgomorov-Chapman egyenleteket. Tekintsiik a folyamatot
rovid h ideig. Ekkor a kovetkezo osszefuggések igazak:

Qil,...,z’k;jl,...,jn_k (331 _|_ h’) et mk} _|_ h’) —

k
1 FZ +h
) T

= iy, ik3515 s dn—k (3317""33/9) (1 - n_ )
=1
k? o
H zl -'L'l + h) i - ( ’ ’ /) y
Z J;l) i;?"'?j;_k?""i;;jl""?jn_k—l xl,.-.,y .-.,xk
— l 0
fi . @)h
X m= dy +o(h),
=5, @ e

ity itiji,eini (:cl +h,...,z;_1 + h,0, Ti41 + h,...,zp + h) h =

k
1_Fis (l‘s—l—h)
_o(h)+s:1_[1 I F (2

s#l



X:uh § : ity 1500415y k50 15 I —k (mlw"’ml—l’ml-i-l"-""Bk)

J1s-e> In—k
0<n—k<r, l=1,...,k esetén.
Hasonldéan
Qil,...,z’k;jl,...,jn_k (331 _|_ h’) et mk} _|_ h’) —
k
1— Fil (l‘l + h)
= Gir,yinijnyeninon (T15- - Tk) (L= 7ph) ll:[l = F (2))

k 00
1-— Fil (.’L’l + h) - ! ! !
—I—H 1 J— FZl (xl) 0 qi,l?"'?j:ql_k""’ié;c;jl?"')jn—k—l (xl’ e ’y yer ,J;k) ><

!

fjn_k (y) h
1-F,, (l’l)dy tolh),

ity itiji,eini (;El + h, R h, 0, Ti41 + h, ey T+ h) h =

k
1—Fi (l‘s—l—h)
= h 5
0()+51;[1 I F ()
s#l

X ph E , Qityeeyii— 15004150 0k50 15 Ik (xl""’xl—lﬁxl-i-l""’xk)

0<n—k<r, l=1,...,k esetén.

Végiil
QO,Jla -J - QO:]la a]n (]' - rlu'h) _|_
[ fin () h
Jr/q-n;-l,...;n_1 Yy = dy + o (h).
/ Jnild J ( ) 1 — an (y) ( )

Ezekbol az osszefiiggésekbol a tétel allitasat konnyen megkaphatjuk.
A felirt Osszefliggések bal oldaldt H (1= F;, (x; + h))-val osztva, és fi-

gyelembe véve a normalt surusegfuggveny definicigjat, és h — 0

hatarértéket véve kapjuk a tétel allitasat.



A tétel (1), (3) egyenlOségeinek bal oldaldn a parcialis differencidlhdnyados
szokasos jelolését hasznaltuk fel. Ezt altalaban nem tehetjiik meg, mivel
a parcialis differencidlhanyados létezését nem tettik fel. Ezért hasznaltuk
a [ ]* jelolést. Valéjaban [ ]* az (1,1,...,1) € R* irdnymenti derivaltat
jelenti. A

[Q03j1,vrjns Qinesininseosimn ] >

(i1,...,0k) €ECE, (J1yeeesjnk) EVN,, k=1,...,n.
ergodikus eloszlas meghatirozdsahoz meg kell oldani az (1), (3) egyenleteket
a (2), (4) hatarfeltételek mellett. Legyen

Qo;jla"‘ajn - CO’

Qiv,...in;ji,esdn—k (xla cey xk) = Ck, k= 1a -eey N

Ekkor behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy kielégitik az (1), (3) egyen-
leteket a (2), (4) hatdrfeltételek mellett, és ezek a cj értékek rekurzidval

kifejezhetok c,, figgvényében. Nevezetesen

~1
Cr = (r!r"_’"_k’,u"_k) Cn, 0<k<n-—r,

Cr = ((n — k)!,un_k)_lcn, n—r<k<n.

Ezek az egyenletek teljesen leirjak a rendszer miikodését.

Jelolje Qi, ... ix:j1.....in_, annak a staciondrius valésziniiségét, hogy a

termindlokndl az (i1,...,4) index{i jobok vannak, és a kozponti egységnél
1évé jobok indexei érkezési sorrendben (ji,...,Jn—k). Tovdbba Qi .. ;.
jelolje annak a staciondrius valdszintiségét, hogy az (i1, ..., i) indexii jobok

tartozkodnak a termindloknal. Igazolhato, hogy

~1
Qila"'aik;jla"'ajn—kz = ()\i17"'7)\ik) Ck? k = 17"‘7n'



A cg-ra kapott Osszefiiggést felhasznalva kapjuk, hogy

ke e 1
Qiy... v :(n—k)!(r!r" r=k,n k>\i1,---,)\ik) Cn,

(i1,...,1x) € CF, k=0,1,...,n —r.

Hasonldan

—k -1
Qil,---,ik = (:un >‘i17'-'a)‘ik) Cn,
(i1,...,1x) € CF, k=n—r...,n.

Jelolje Qk és P, annak a staciondrius valészintiségét, hogy a ter-
minaloknal k, illetve a kozponti egységeknél [ job tartézkodik. Ekkor
vilagos, hogy

Qiy,...sin = Q1,...n = Qn,

Qk:pn—k:, kzO,...,n.

Konnyen belathatd, hogy
Cpn = Qn ()\17-'-7>\n)7

Qr=" > Qirirs

(Zlaazk)ecg

ahol Qn a Qk = 1 normalizalo feltételébol hatarozhatoé meg.

n
k=0
Homogén esetben a kovetkezo eredményekhez jutunk.

A n! AN\ ha 0 <k
() - | - () < <n —
B ke (,u) " @ v=r=nTh

. AN\F
0= ()(2) 0 hanercin
k) \ 1



. a\ /N .
Pk:<k><—> Py, ha 0<k<r,
14

P n N k
= — < k <n.
g rl(n — k)lrk—r (,u) 0 @ r=E=n

Ezek az eredmények megegyeznek az < n/M/M/r > modell staciondrius

Ezért

valésziniiségeire kapott eredményeivel. Lathaté, hogy ezek az F;(x)

eloszlasfiiggvény alakjatol nem fiiggnek, csak az 1/)\; varhat6 értékektol.

I11.4.2. Rendszerjellemzok

(I.) A termindlok kihaszndltsdga
Jelolje Q) annak a staciondrius valdszintiségét, hogy az i-edik job a

terminalnal tartézkodik, vagyis

QY = Z Z Qiy,... i -

k=14i€(i1,...,ix)ECY

Nyilvanvaldéan az i-edik termindl kihasznaltsaga
U® =W,

(II.) A CPU-k kihaszndltsaga
Az eddigiekhez hasonléan egy konkrét CPU kihasznaltsaga

Ucpu = % (kak+7" Z Pk) =
k=1

k=r+1

Y

=S 3

ahol r a foglalt CPU-k 4tlagos szdmat jeloli. Igy a CPU-k 6sszkihasznaltsdga

.



(IIL.) Atlagos virakozdsi és tartézkoddsi iddk
Tomké (1981) szerint

QW = (1/A) (1N + Wi+ 1/p) .

fgy az i-edik job atlagos varakozasi ideje:

_ 1 1-QW 1
R e L T
Ao QW z

Az i-edik job kozponti egységnél eltoltott dtlagos T; ideje ( varakozdssal és
kiszolgéldssal eltoltott 1d6 )

T, =W, +1/u= (1 _ Q(“) ()\Z—Q(i))_l, i=1,....n.

Mivel

n

S (1-QW) =N,

=1
ahol N jeloli a kozponti egységnél levd jobok dtlagos szamat, megkapjuk az

< n/G/m/r > modellre vonatkozé Little-formuldt
Z NTQW = N.
1=1

Meg kell jegyezniink, hogy a gépkiszolgalasi probléma terminolégiajat
hasznalva U® az i-edik gép kihasznéltsagat, W;, T; az i-edik gép varakozasi
ill. rossz allapotban vald atlagos tartézkodasi idejét adja.

A modell tovabb &altalanosithaté oly moédon, hogy pl. a kiszolgalasi
intenzitasok fliggnek a rendszer allapotatdl, lasd Sztrik (1988a, 1988b).



Problémak

1.

2.

Az M/G/1 rendszer képleteibdl szarmaztassuk az M/M/1 jellemzsit!

Legyen Py (t) = P(N(t) = k). Tovabba legyen

Py (t,x9)dzg = P(N(t) = k,zo < Xo(t) < x¢ + dzp), ahol Xo(t) a t
pillanatban a kiszolgalocsatornaban tartézkodé igény eddig mar eltelt
kiszolgalasi ideje.

Mutassuk meg, hogy

o0

o _ A + /Pl(t,xo)r(xo)dﬂ?o,
ahol b(zo)
r(zo) = ﬁf(azo)'

Legyen Py, = tllglo Py (t) és Px(zg) = tl—l)rglo Py (t, xg).

Az a, pontbdl a kovetkez6 staciondrius eredmény adodik:
o0
)\po = /Pl (xo)r(xo)dl'o.
0

Igazoljuk az egyensilyi helyzetre vonatkozd aldbbi eredményeket (ahol
Py(zg) :=0):

(7) wgiifo) = —(A+7(x0))Pr(z0) + APi—1(z0), k >1;
(47) Pr(0) = /Pk+1(x0)r(x0)d:co, k> 1;
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o0
(id4) PL(0) = / Py(a0)r(wo)dzo + APy,

0
A b, pontban felirt négy egyenlet meghatarozza a staciondarius
valészintuiségeket, ha még egy megfelel6 normalé egyenletet is hozzajuk

veszlink. Fejezziik ki ezt a normalé egyenletet Py és Py (zq) segitségével!

Legyen R(z,70) = Y. Pi(z0)z*. Mutassuk meg, hogy

k=1
OR(z,
% = (A2 — A — r(20)) R(z, 0),
és o
zR(z,0) = /r(azo)R(z,xo)dxo + Az(z — 1) Py.
0

Mutassuk meg, hogy a d, pontbeli R(z,zq) a kévetkezé:

—)\xo(l—z)—f r(y)dy

R(z,z9) = R(z,0)e 0 :
ahol ™ 1P
o Z\Z — 0
R(z,0) = z— B*(\A— \2)’
Legyen R(z) := [ R(z,¢)dzo; mutassuk meg, hogy
0
1 — B*(A— \z)
R(z) = R(2,0) Ni—2)

Q(z) II1.1.4-beli definicidjaval 6sszhangban definidljuk a
Q(z) = Po + R(2)

mennyiséget. Mutassuk meg, hogy az igy megadott Q(z) egyenld az
els6 P-H-transzformaltegyenletben kifejezettel!

. Az < m/M/G/1 > rendszer formulaibdl szarmaztassuk az < m/M/M/1 >

modell megfelel6 eredményeit!
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Filiggelék

A fiiggelékben a generatorfiiggvény (melyet néha z-transzformaltnak is
neveziink) és a Laplace-transzformalt néhdny olyan tulajdonsagdt és rajuk
vonatkozo azonossagokat tekintiink at, melyeket a jegyzetbeli levezetések
folyaman — és altalaban a sorbanallasi elméletben — hasznalni lehet.
Ezen két transzformalt alakja és tulajdonsagai igen hasonléak. Mindossze
alapveto definiciokra és formulakra szoritkozunk, és talan hasznos is lesz,
hogy a felhasznalt nem teljesen alapszintii apparatusrdl kiilon is ejtiink
néhany sz6t. Ajanlott irodalom pl. Karlin-Taylor (1985), Medhi (1982),
Osaki (1992), Rényi (1954, 1966).

A Generatorfiiggvény

Elsoként foglalkozzunk a generatorfiiggvénnyel. Tekintsiink egy f,, dis-
zkrét ideju fuggvényt, amely csak a nemnegativ egész szamokra vesz fel
nem nulla értéket. Ezt a végtelen sorozatot szeretnénk jellemezni egyetlen
olyan fiiggvénnyel, hogy abbdl vissza tudjuk kapni az eredeti sorozatot, ha

szukségunk van ra.

1. Definici6. Legyen f, = 0, han < 0, n € Z. Az f, sorozat z-

transzformadltja vagy generdatorfiggvénye
oo
G (z) := anz", z € C.
n=0

Egy sorozatnak létezik generatorfiiggvénye, ha a sorozat tagjai

nem nonek exponencidlisnal gyorsabban, azaz ha létezik a > 0, hogy
lim =l = 0.
n—o0

Egy adott f,, sorozat G (z) generatorfiiggvénye egyértelmi.
Jelolés: f, <= G (z)
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Valészintliségszamitasi problémékndl gyakran kell hasznalnunk a { Py }§°
eloszlas G(z) generatorfiiggvényét, vagyis ebben az esetben f,, = P,,. Ekkor

nyilvadnvaléan G(z) analitikus a |z| < 1 értékekre.

A Laplace-transzformalt

A hasonlé tulajdonsidgok miatt ezen szakasz gondolatmenete hasonlit
az el6z6éhez. Most azonban folytonos ideji f (t) fiiggvényeket tekintiink,
melyek a folytonos t paraméter nemnegativ értékére vesznek csak fel nullatél
kiilonbozé értékeket. (f (t) = 0 ha t < 0.) Szeretnénk ezt a fliggvényt gy
transzformalni, hogy a transzformalt egy 1j komplex valtozé, mondjuk s

S

fiiggvénye legyen, ne pedig t fiiggvénye. Most az e~ *t-vel szorozzuk meg a,

fliggvényt.
2. Definicié. Legyen f(t),t € R fiiggvény. Ekkor az f(t) fiiggvény

Laplace-transzformdltja
l”@y:/f@n*%a seC.
0

Adott f (t) figgvény F* (s) Laplace-transzforméltja egyértelmd.
Jelolés: f (1) < F* (s).
Ha f (t) integrédlja véges, akkor F'* (s) a Re (s) > 0 félsikon analitikus, igy
Fo(0) = [ f(t)d.
0

A Laplace-Stieltjes transzformalt
3. Definicié. Az f(t), t € R fluggvény Laplace-Stieltjes transzformdltjan az

o0

(L—&f@ﬁi/aﬂﬁw, seC(L-8)

0

fliggvényt értjuk.



Mivel a Laplace- és Laplace-Stieltjes transzformaltak nagyon sok
hasonl6 tulajdonsaggal rendelkeznek, mi csak a Laplace-transzformaltra
vonatkozo oOsszefiiggéseket soroljuk fel. Fontos specialis eset valamely
sturtségfiggvény Laplace-transzformaltja. Ez nyilvanvaléan egyben a hozza
tartozo eloszlasfuggvény Laplace-Stieltjes transzformaltja is.

Az 1. ill. 2. tablazatban a generatorfiggvény ill. a Laplace-

transzformalt legfontosabb tulajdonsagait soroljuk fel.



1. tablazat

A generatorfiiggvény néhany fontos tulajdonsaga

Sorozat = Generatorfuggvény
1. fn, n=0,1,2,... G(z) = iojofnz”
2. afn+bgn aG(z) + b_H(z)
3. a"fa f(az)
4. fo, n=0,k2k,... G(2%)
5. fask, k>0 Sich ilzi‘k‘lfz_l
6. frn—k, k>0 2*G(2)
7. nn=-1)---(n—m+1)f, zmd‘iTnG(z), m>1
8. fnxgn:= g:o Sr—kgk G(z)H(z)
9. fan— a1 (1-2)G(z)
0. S frn=01,2.. Glz)

k=0

1. S 2f, 5:G(2)
12.  Sorosszeg tulajdonsig G(1) = io:o fn
13.  Alterndl elgjelii 6sszeg G(-1) = io (=1)" fn
14. Kezdetiérték-tétel G(0) = fo
15.  Kozépérték-tétel | _ =1
16. Hatarérték-tétel Zh_)n%(l —2)G(z) = nll)n;o In




A Laplace-transzformalt néhany fontos tulajdonsaga

2. tablazat

Figgvény Transzformalt

. f(t),t>0 = [ f(t)e*tdt
0

2. af(t)+bg(t) aF™*(s) + bG*(s)

3. f(%), (a>0) aF*(as)

4.  f(t—a) e 5 F*(s)

5. e f(t) F*(s+a)

6. t"f(t) (_1)”01”581(8)

7. th) f F* (81)d81

8. ft—,f) f ds f dsy... [ dsp,F*(sp)

t
9. ft)xg(t) = [ f(t—x)g(z)dz F*(s)G"(s)
0

10. dfd—(tt) sF*(s)

11. d"f(t) — f(n)( ) SnF*(S)

12. 2 f(t) a paraméter a %F(s)

13. Integraltulajdonsag = [ f(®)
0

14. Kezdetiérték-tétel lim sF*(s) = lim f(t)

§—00 t—0
15. Hatarérték-tétel lim sF*(s) = lim f(t)
s—0 t— o0

ha sF*(s) analitikus Re(s) > 0 esetén
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