ESZTERHAZY KAROLY TANARKEPZO FOISKOLA

Tomacs Tibor

A
VALOSZINUSEGSZAMITAS
ALAPJAI

EKTF LICEUM KIADO, EGER
1997



ESZTERHAZY KAROLY TANARKEPZO FOISKOLA

Tomacs Tibor

A
VALOSZINUSEGSZAMITAS
ALAPJAI

N

LICEUY K14DO

EKTF LICEUM KIADO, EGER
1997



Lektoralta:
Dr. Sztrik Janos

egyetemi docens

(© Témacs Tibor, Eger, 1997

| EMTgX—JATEX |

A kiaddsért felel8s:

az Eszterhdzy Kéroly Tanarképzd F8iskola fSigazgatdja
Megjelent az EKTF Liceum Kiadé miiszaki gondozdsiban
Kiaddvezets: Csoke Lajos
Felelds szerkeszts: Riman Janos
Miiszaki szerkeszts: Tomacs Tibor
Megjelent: 1997. méjus Példdnyszdm: 300

Késziilt: Molnar és Tdrsa 2001’ Kft. nyomddja, Eger
Ugyvezetd igazgats: Molnér Gyorgy



Tartalomjegyzék

ELOszO . . . . . . . . ... . .. ... .. ...5b

ROVID TORTENETI ATTEKINTES . . . . . . . . . . . . ... .17T

BEVEZETES . . . . . . . . . . . . ... ... ...... 11

1. ESEMENYEK . . . . . . . . . . . . ... ... ... 16
Esemény axiémak — Események kozotti muiveletek — Biztos esemény
— Lehetetlen esemény — Osszetett esemény — Elemi esemény — Egy-
mast kizard események — Teljes eseményrendszer — Események kozotti
miiveletek tulajdonsigai — Események kanonikus el6illitasa

2. VALOSZINUSEG . . . . . . . . . . . . . .. .. .... 23
Kolmogorov-féle valészintiségi axiémak — Kolmogorov-féle valészini-
ségi mez6 — A valésziniség folytonossiga — Helyettesité axiémak
— Klasszikus valészinliségi mez6 — Geometriai valészintiségi mezd —
Bertrand-féle paradoxon

3. FELTETELES VALOSZINUSEG . . . . . . . . . . . . .. .. 33
Szorzas tétel — Feltételes valdszintiségi mezé — A szorzas tétel altala-
nositdsa — A teljes valdsziniliség tétele — Bayes-tétel

4. ESEMENYEK FUGGETLENSEGE . . . . . . . . . . . . . .. 38
Teljes fiiggetlenség — Paronkénti fiiggetlenség — Kizardsig és a fiig-
getlenség kapcsolata — Fiiggetlen kisérletek valdsziniiségi mezéje

5. VALOSZINUSEGI VALTOZO . . . . . . . . . . . . . .. .. 43
Borel-mérhetd fiiggvények — Bernoulli-féle valészintiségi mez6 — Re-
lativ gyakorisdg — Diszkrét valészintségi valtozd

6. VALOSZINUSEGI VALTOZOT JELLEMZO FUGGVENYEK . . . . 50
Eloszlas — Floszlasfiiggvény — Abszolit folytonos valészintségi valto-
z6 — Surtiségfiiggvény

7. VALOSZINUSEGI VALTOZO PARAMETEREL . . . . . . . . . . 66
Varhaté érték — Valdszintiségi valtozdk fiiggetlensége — Szérasnégyzet
— Kovariancia — Korrelacids egyiitthaté

8. DISZKRET VALOSZINUSEGI VALTOZOK NEVEZETES

ELOSZLASAT . . . . .« . . ... 92

Karakterisztikus eloszlds, indikator valtozé — Binomidlis eloszlds —
Hipergeometrikus eloszlas — Poisson-eloszlas — Geometriai eloszlds



Tartalomjegyzék

9. FOLYTONOS VALOSZINUSEGI VALTOZOK NEVEZETES

ELOSZLASAT . . . . . . . . . . . . . . ... .. ....108
Egyenletes eloszldas — Exponencidlis eloszlas — Cauchy-eloszldas — Nor-
malis eloszlds — Standard normélis eloszlas

10. TOBBDIMENZIOS ELOSZLASOK . . . . . . . . . . . . . . . 119
Valészintiségi vektorvaltozé — Egyiittes eloszlasfiiggvény — Perem-
eloszlasfiiggvény — Egyiittes stiriségfiiggvény — Perem-suriségfiigg-
vény — Feltételes suruségfiiggvény — Teljes valdszinliség tétele foly-
tonos esetre — Bayes tétele folytonos esetre — Valdszintiségi valtozdk
fiiggetlensége

11. A NAGY SZAMOK TORVENYEL . . . . . . . . . . . .. .. 127
Markov-egyenlStlenség — Csebisev-egyenlGtlenség — Sztochasztikus
konvergencia — Bernoulli-féle nagy szdmok térvénye — Nagy szamok
gyenge torvénye — Centralis hatareloszlas tétel

IRODALOM . . . . . . . . . . . . . . . . . .. ... ..133

JELOLESEK R I 1



El6szd

Az utébbi években Magyarorszigon a felsGoktatas drasztikus valtozaso-
kon ment 3t, és ez a folyamat még korantsem zarult le. Ebben a viltozasban
a hazai féiskolaknak, kiilonésen a tanarképzo foiskoldknak, igen nehéz sze-
rep jutott. Tudniillik az a torekvés, hogy a tanarképzés egységesen egyetemi
szinti legyen, megkoveteli, hogy a foiskolai képzés tantervei — ezen beliil ter-
mészetesen a matematika tanterv is — teljes egészében megijuljanak. Ebben
a folyamatban az egri Eszterhdzy Karoly Tanarképz6 Foiskola célul tiizte
ki, hogy azok a hallgatok, akik féiskolai tanulmanyaikat a diploma meg-
szerzése utan egyetemen szeretnék folytatni, z6kkenémentesen tehessék ezt
meg azaltal, hogy az addig tanultak szerves részét képezzék az egyetemi
anyagnak.

Emiatt valt sziikségessé az is, hogy a foiskoldnk valdsziniliségszamitas
tematikaja kizelebb keriiljon az egyetemi anyaghoz. Ezt a célt szolgdlja ezen
jegyzet. Bar szamos egyetem adott mar ki igen magas szinvonald, kitiino
jegyzetet, mégis uigy gondolom, hogy az adott helyzet megkéovetel egy olyan
kiadvanyt, ami specidlisan beleillik az egri fGiskola jelenlegi tanmenetébe.

Igyekeztem a lehetGségekhez képest preciz matematikai kiépitését adni
a val6szinliségszamitasnak, bar ez ellen szdl az a tény, hogy nem hasznalhat-
tam mértékelméleti fogalmakat és tételeket, mert azt jelenleg nilunk még
nem tanitjak. Ha ez akadilya volt valamely fogalom, vagy tétel dltaldnos
megfogalmazasinak — mint példaul a valésziniiségi valtozdndl, vagy a vir-
haté értéknél —, ott mindig utaltam ra, és megadtam azon irodalmat, ahol
az érdeklods hallgatdk utdnanézhetnek.

A Kklasszikus valdszintiségi mez6 témakorénél nem targyaljuk a hozza
kapcsol6d6 kombinatorikit, ugyanis ez az egri foiskolan kiilén tantargy.

Fontos megjegyezni, hogy bar a jegyzet tartalmaz megértést konnyi-
t6 kidolgozott feladatokat, mégis az 6nall6 tanulashoz sziikséges példaul a
kovetkez6 feladatgyiijtemények haszndilata:

Denkinger Géza: Valdszintliségszamitasi gyakorlatok, Tankényvkiadd,

Budapest

Solt Gyorgy: Valdszinitiségszamitas, Miiszaki Kényvkiadd, Budapest
Denkinger Géza feladatgyijteményében az olvasé megtaldlhatja a példa-
megoldasokhoz nélkiilézhetetlen kiillonb6z6 tiblazatokat is, igy a jegyzet
ezeket nem tartalmazza.

A hasznilt jelolések altaldban megfelelnek a hallgatdk altal mar kordb-
ban tanult analizis illetve algebra jeloléseinek. A gyakrabban el6fordulékat
kiilon is kiemeltiik a jegyzet végén.



6 Elészd

A kézirat megirasakor nagyon sok hasznos szakmai illetve szerkesztési
tanacsot adott Fazekas Istvan, Sztrik Janos és Riman Janos, akiknek eziiton
is szeretnék koszbnetet mondani.

Eger, 1997. 4prilis 1. Témacs Tibor



Rovid torténeti attekintés

Az els6 ismert valdszintiségszamitishoz kapcsolédd problémat Luca
Pacioli (14457-1517) olasz matematikus irta le 1494-ben megjelent Summa
de arithmetica (Az aritmetika Osszefoglaldsa) cimii konyvében. A feladat a
kovetkez6. Egy akkoriban népszeru labdajitékban az nyer, aki elGszér ér
el 6 pontot. A jaték viszont félbeszakad, ha az egyik félnek 5, a masiknak
2 pontja van. Ilyenkor hogyan kell igazsigosan osztozni a letétbe helyezett
pénzen? Pacioli a feladat megolddsaként az 5:2 ardnyban valé osztozkodds
jogosultsagdt mondta ki. Tévedését hamar felfedezte Tartaglia (Niccolo
Fontana; 15007-1557) és Girolamo Cardano (1501-1576) olasz matema-
tikusok, de helyes eredményt ¢k sem adtak.

A pontos megoldédst csak jéval késébb Blaise Pascal (1623-1662) és
Pierre Fermat (1601-1665) francia matematikusok taldltidk meg. Pas-
cal figyelmét a valdsziniiségszamitiasra nem ez a feladat irdnyitotta, hanem
Chevalier de Méré lovag (Sieur de Bossay; 1607-1684) egy kérdése. De
Méré lovag nem volt matematikus, de megszillott szerencsejatékosként sza-
mos érdekes megfigyelésre tett szert. Az egyik ilyen tapasztalata, amit Pas-
calnak is megirt, a kovetkez6. Szerinte elény6sebb arra fogadni, hogy egy
kockaval dobva, négy dobasbdl legalabb egyszer hatost dobunk, mint arra,
hogy két kockidval 24-szer dobva legaldbb egyszer el6fordul két hatos. A
kérdés az, hogy miért mutatja ezt a gyakorlat, amikor az elsé esetben a
dobésok szdma tgy ardnylik a lehetséges esetek szdmahoz (4:6), mint a m4-
sodik esetben (24:36)? Ezen feladat kapcsdn kezdett levelezni egymdssal
Pascal és Fermat. Pascal 1654-ben egy levelében irta le azon szandékat,
miszerint ki akarja dolgozni a véletlenek matematikajit. Innen szamitjuk a
valGszintiségszamitas megsziiletését.

Christiaan Huygens (1629-1695) holland matematikus, fizikus, bar
tudott Pascal és Fermat levelezésérol, a részleteket nem ismervén, 6 maga is
elkezdett foglalkozni a véletlenek matematikijival. Az 1657-ben megjelent
De ratiociniis in ludo aleae (A kockajatékra vonatkozé megfontoldsokrol)
cimi kényvében bevezette a matematikai remény fogalmat.

Komoly eredményt ért el Jacob Bernoulli (1654-1705) svdjci ma-
tematikus Ars coniectandi (A taldlgatds tudoménya) cimi konyvében. A
konyv els6 része Huygens munkajat kommentilja és egésziti ki. A masodik
rész az ismétlés nélkiili varidciot és kombindciét ismerteti, melyek a valo-
szintiségszamitasi feladatokban gyakran szerepet kapnak. A harmadik és
negyedik rész feladatokat tartalmaz. A kockajatékokkal kapcsolatos pél-
dakban feltételezi, hogy a kocka szimmetridja miatt a kiilonb6z6 dobasok
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valészintisége azonos. (A valdsziniiség szé ebben a kdnyvben szerepel elé-
szor.) A feladatok megolddsa azt mutatja, hogy Bernoulli a valdszintiséget
ugy értelmezte, mint a ,kedvez6” és a ,lehetséges” esetek szdmanak hanya-
dosa. (Ezt a megfogalmazdst elészér Piérre Simon Laplace (1749-1827)
francia matematikus, fizikus hasznalja 1812-ben.) Azt, hogy a kocka minden
oldaldra egyforma valdszintiiséggel eshet, Bernoulli kisérlettel is ellenorzte.
A kockadobdist nagyon sokszor elvégezte, s kozben azt figyelte, hogy példaul
a hatos szdmnak mennyi a relativ gyakorisiga, mely azt mutatja, hogy az
addig elvégzett dobasok szamahoz képest mennyi a hatos dobdsok aranya.
Tapasztalata szerint ez az érték a dobasok szamanak novelésével egyre ko-
zelebb keriil az 1/6-hoz. Ezt a térvényt dltaldnositva bizonyitotta, hogy egy
esemény relativ gyakorisidga, az esemény nagyszami bekovetkezése esetén
varhatd, hogy igen kozel keriil a valdsziniiséghez. Ezt a térvényt Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716) német matematikussal folytatott levelezésé-
ben ,nagy szdmok torvényének” nevezte el. Bernoulli tehat észrevette azt a
lehetSséget, hogy a valdszintiségszamitast statisztikai adatokra is alkalmaz-
hatja. Bernoulli nevéhez fiiz6dik még az ugynevezett binomidlis eloszlas
meghatirozdsa is.

A XVIII. szazadban a valdszinliségszamitas alkalmazdsi teriilete mar
tulmutatott a szerencsejatékokon. Felhasznaltak biztositasi tigyekben, ke-
reskedelmi nyereség és kockazat kérdéseiben, céllévészettel kapcsolatos prob-
Iémikban stb.

Georges Buffon (1707-1788) francia természettudds 1777-ben tette
fel a kovetkez6 kérdést. Egy sikra rajzoljunk egymastdl d tavolsigra parhu-
zamos egyeneseket. Frre a sikra véletlenszertien dobjunk egy ! < d hosszi-
sdgd tut. Mi a valdszinlisége annak, hogy a tii rdesik valamelyik egyenesre?
Buffon a megolddsdban bevezeti a val6szinliségszamitas geometriai médsze-
1ét.

Ezt a feladatot Laplace altaldnositotta arra az esetre, amelyben a si-
kon két parhuzamossereg van. Laplace tanulmanyait az 1812-ben megjelent
Théorie analytique des probabilités (A valészintliség analitikai elmélete) cimii
kényvében Osszegzi.

Siméon Denis Poisson (1781-1840) francia matematikus altalanosi-
totta a nagy szamok Bernoulli-féle térvényét egymadstdl fiiggd eseményekre
is. Ennek vizsgilata soran meghatirozta a binomidlis eloszlas hatiresetét,
amelynek az alkalmazhatésdga igen sokrétii, példaul csillagdszatban, mik-
roszképikus biolégidban, Brown-féle mozgasokban stb.

Ezutan Nyugat-Eurépdban a valdszintiiségszamitas fejlodése egy idGre
lelassult, mert a megfelel6 elméleti alapok hidnydban a hibds alkalmazasok
sok csorbdt ejtettek a tekintélyén. A XIX. szdzadban a valdsziniiségszami-
tas fejlodésének kozéppontja athelyez6dott Oroszorszigba. Az els6é orosz
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nyelvii valdsziniiségszamits targyd kényvet Viktor Jakovlevics Bunya-
kovszkij (1804-1889) irta Osznovanyija matematicseszkoj teorij verojat-
nosztej (A valésziniiség matematikai elméletének alapjai) cimmel. Ebben
ittekinti a valdszintiségszamitds addig elért eredményeit. A tudomdinyig
tovabbi lehetéségeit Pofnutyij Lvovics Csebisev (1821-1894) alapozza
meg. Négy tanulményaval megteremtette a pétervari iskolat. 1866-ban bi-
zonyitja a Bernoulli-féle nagy szamok térvényének legiltalanosabb alakjat.
A pétervari iskola kiemelkedd alakjai még Andrej Andrejevics Markov
(1865-1922) és Alekszandr Mihajlovics Ljapunov (1857-1918).

Uj irdnyzatot Augustus de Morgan (1806-1871), Emanuel Czuber
(1851-1925) és George Boole (1815-1864) valdsitottak meg a valdszinii-
ségszamitas matematikai logikdra valé alapozdsaval. Ez az irdnyzat még ma
is szamos tisztazdsra vard problémadt rejt magaban.

A valbszintiségszamitas modern irdnyzatanak, az axiomatikus felépités-
nek az uttoréi Richard Mises (1883-1958) német és Szergej Natanovics
Bernstein (1880-1968) ukran matematikusok voltak. Ok még logikai hiba-
kat kovettek el, amit Alekszandr Jakovlevics Hincsin (1894-1959) vett
észre.

Az €ls6 elfogadhaté axidémarendszert Andrej Nyikolajevics Kolmo-
gorov (1903-1987) orosz matematikus irta le 1933-ban, a Grundbegriffe
der Wahrscheinlichkeitsrechnung (A valészintiségszamitds alapfogalmai) ci-
mii Berlinben megjelent kényvében. Kolmogorov az axiémdi segitségével
minden addigi fontos eredményt le tudott vezetni. Néhany kérdéssel kapcso-
latban azonban nehézségek adédtak ebben az axiémarendszerben is. Ezeket
a nehézségeket Rényi Alfréd (1921-1970) magyar matematikus &ltaldno-
sitott axiémarendszere oldja meg.

Rényi Alfréd el6tt is szamos magyar matematikus gazdagitotta a vald-
sziniiségszdmitis tudomdnyat. Koziilik két tuddst emeliink ki, Hatvani
Istvant (1718-1786) és Jorddn Kaérolyt (1871-1959). Hatvani Istvan
debreceni professzor nevéhez flizédik az els6 Magyarorszigon megjelen6 va-
16szintiségszamitisi munka, mely az Introductio ad principia philosophiae
solidioris (Bevezetés a tiszta filozdfia elemeibe) cimi konyvének egyik része.
Ebben Gsszefoglalja a korabeli valésziniiségszamitasi ismereteket, tovabba
ezeket a hazai viszonyokra alkalmazza. A valésziniségszamitis magyaraza-
tara szdmos gyakorlati példat hozott fel. Haldlozdsi tablazatokat értékelt
ki matematikai médszerekkel, igy Hatvani nemcsak a magyarorszagi valé-
szintiségszamitasnak, hanem a statisztikanak is ttérdje volt. Tudomdényos
értéki valdszintségszamitasi kutatasok csak az 1910-es években indultak
meg hazankban Jordan Karoly révén. ElsG eredményei a geometriai valdszi-
niség elméletéhez flizédik. O volt az elsé, a valészintiségszamitasban fontos
eredményeket eléré6 magyar matematikus.
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A XX. szazadban a valésziniiségszamitasbdl tobb jelentds 6ndlld terii-
let fejlodott ki. Az egyik ilyen az informdacidelmélet, melynek megalapo-
zéja Claude Elwood Shannon (1916-) amerikai mérnck. Ezt a kutatdasi
teriiletet hasznositja a hiraddstechnika, szamitdstechnika, kibernetika, bi-
olégia, pszicholdgia, nyelvészet, kozgazdasigtan stb. Shannon egyébként
azt kutatta, hogy miképpen lehet a legkevesebb jellel a legtobb informaciét
tovabbadni.

A valészintiségszamitasbdl kinévé miésik fontos ag az tgynevezett ja-
tékelmélet, melynek megalapozéja Neumann Janos (1903-1957) magyar
matematikus. Az elmélet érdekessége, hogy ma mar a kozgazdasigtan mo-
delljeként hasznaljak.

Irodalom
Ribnyikov, K.A., A matematika térténete, Tankonyvkiads, Budapest,

1974.

Sain Marton, Matematika torténeti ABC, Nemzeti Tanktnyvkiads, Bu-
dapest, 1993.

Sain Marton, Nincs kirdlyi 4t!, Gondolat, Budapest, 1975.
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Bevezetés

Minden természet— és tarsadalom tudomanyag foglalkozik olyan jelen-
ségekkel, melyekben ha az dltalunk imert és figyelembe vett koriilmények
fennallnak, akkor egy bizonyos esemény sziikségszerien bek&vetkezik. Eze-
ket meghatdrozott eseményeknek nevezziik.

Bizonyos jelenségeknél az Gsszes szamitiasba johetd koriilmény figye-
lembe vétele sokszor lehetetlen, de legalabbis igen nehéz. Ennek oka lehet
példaul, hogy a jelenség hatterében meghizédé koriilmények rendszere a tu-
domény mai allasa szerint még nem teljesen feltart, vagy nem tudjuk mérni
oket, vagy szamuk til nagy és kapcsolatuk nagyon bonyolult. Ilyenkor el6-
fordulhat, hogy egy esemény nem sziikségszeriien kovetkezik be, vagyis a
figyelembe vett koriilmények Gsszessége nem hatidrozza meg a jelenség sziik-
séges és elegendd okdt. Az ilyen eseményeket véletlen eseményeknek
nevezziik. Példaul, amikor egy dobdkockaval jitszunk, akkor nem tudjuk fi-
gyelembe venni az Osszes koriilményt, hogy milyen helyzetbol indult, milyen
impulzust kapott, a légellendllast, az asztallal vald iitkozést, a sirlédast stb.,
csak azt a tényt, hogy feldobtuk. Ez viszont nem hatirozza meg a dobis
eredményét egyértelmien, igy szdmunkra példaul a hatos dobdsa véletlen
eseményt jelent. Mdasik példa a rddium atommagok bomldsa. Ugyanis nem
tudjuk megmondani, hogy pontosan mikor kovetkezik be a bomlas, mert az
az atommagban lejatsz6do folyamatoktdl fiigg, amelyeket teljes egészében
nem ismeriink és megfigyelni sem tudjuk.

Osszegezve, egy esemény aszerint meghatirozott vagy véletlen, hogy a
figyelembe vett feltételek rendszere a jelenség lefolyasat, azaz a figyelt ese-
mény bekovetkezését vagy be nem kovetkezését meghatirozza-e vagy sem.

Ha egy véletlen jelenség sokszor fordul el6 azonos vagy kozel azonos ko-
rillmények kozott, akkor véletlen tomegjelenségril beszéliink. Az ilyen
tipust jelenségekrol a véletlenszeriiségiik ellenére is attekintést nyerhetiink.
Vegyiik példaként az elébb emlitett radioaktiv bomlast. Bar minden egyes
atommag bomlisa véletlennek tekinthetd az el6zéek értelmében, mégis pél-
daul egy urdntémbben elhelyezkedd sokmillidrdnyi atommag esetében mar
elére meg tudjuk mondani, hogy egy meghatirozott idon beliil hany szazalé-
kuk fog elbomlani. Ez a bomlds dgynevezett exponencidlis torvénye, melyet
a valésziniségszamitis segitségével irhatunk le. Ezt a torvényt a mérések
épplgy alidtamasztjak, mint barmilyen mas meghatirozott, masszéval de-
terminisztikus természeti térvényt, mint példiul az altaldnos témegvonzas
torvényét vagy az elektrosztatikus kélcsénhatisra vonatkozé torvényt.

Tehat a valészintiségszamitas tirgya a véletlen tomegjelenségek vizsga-
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lata, feladata pedig ezen jelenségek torvényszeriiségeinek a feltardsa.

Hogyan lehet ezt megtenni? Végezziink el egy olyan kisérletet sokszor
egymds utan, azonos koriilmények kizott, melynek kimenetele véletlenszerti.
Tegyiik fel, hogy egy végrehajtas eredménye fiiggetlen a tobbitol. Figyeljik
egy lehetséges esemény bekovetkezését. Ha n kisérletbol k-szor fordult el
a figyelt esemény, akkor a

k
0 ZF —[0,1), on) =~

fiiggvényt az esemény relativ gyakorisaganak nevezziik.

TAPASZTALAT: A véletlen tomegjelenségek egy tag osztalyaban, nagy
n-ek esetén a relativ gyakorisig egy, az eseményre jellemzd, jol meghataro-
zott érték koriil ingadozik. (Léasd 1. dbra.)

1. dbra

A tovdbbiakban ezt az értéket a vizsgdlt esemény valdsziniiségének
fogjuk nevezni. Ezen tapasztalat alapjan axiémikat lefektetve lehetoség
nyilik egy matematikai diszciplina kiépitésére. Természetesen egy axiéma-
rendszer akkor j6, ha az elmélet visszadja a gyakorlati axiémdat. Latni fogjuk
anagy szamok torvényeivel foglalkozd fejezetben, hogy ez az elvaras teljesiil.

Mindenekel6tt sziikségiink lesz olyan eszkozokre, amelyek alkalmasak
az események kozotti kapcsolatok leirdsara. Ezt halmazok segitségével old-
juk meg. Az események halmazokkal valé azonositisa az aldbbi példa alap-
jan kézenfekvonek tiinik.

Amikor egy dobdkockaval jatszunk, milyen események lehetségesek?
Egyes oldal, kettes oldal, ... vagy a hatos oldal van feliil. A nekik meg-
felel6 halmazok legyenek a kovetkezok:

{1},{2},...,{6}.



Bevezetés 13

Ezeket a tovdbbiakban elemi eseményeknek fogjuk nevezni.
De mas események is elképzelheték. Példaul az, hogy paros szamot
dobok. Ennek feleltessiik meg a kévetkezé halmaszt:

{2,4,6}.

Ezt az eseményt Osszetett eseménynek fogjuk hivni, mert felbonthatd
nem trividlis médon t6bb esemény unidjira:

{2,4,6} = {2} U {4} U {6}.

Az is esemény, hogy egytol hatig valamilyen egész szam fog kijonni.
Ezt biztos eseménynek nevezziik, melyet (-val jel6liink és a halmaz meg-
felel6je
0 =1{1,23,4,56}.

Els6 halldsra furcsa, de az is esemény, hogy a hetes lesz feliill. Az mas
kérdés, hogy ennek bekovetkezése lehetetlen. Eppen ezért ezt lehetetlen
eseménynek fogjuk nevezni, és a halmaz megfeleléje az iires halmaz lesz.

Végiil azt is eseménynek kell tekinteni, ha egy esemény nem kovetkezik
be. Példaul nem egyest dobok. Vilagos, hogy az ehhez tartozé halmaz:

{1} = {2,3,4,5,6}.

Vegyiik észre, hogy akarmelyik eseményt is tekintjiik, az a biztos esemény
egy részhalmaza. Ezért a biztos eseményt alaphalmaznak is szoktik ne-
vezni.

Milyen fontos tulajdonsigai vannak az eseményeknek? Mindenekel6tt
kihangsilyozzuk, hogy értelemszeriien minden ami teljesiil a halmazokra, az
teljesiil az eseményekre is. Masrészt mivel a lehetséges események rendszerét
az alaphalmaz részhalmazainak egy rendszerével reprezentaljuk (jeloljiik ezt
A-val), ezért azt kell megvizsgdlni, hogy ennek mik a tulajdonsdgai. Az
eddigiek alapjan harmat fogunk kiemelni.

(1) Az els6, amit mar kikétottiink, hogy az alaphalmaz esemény, azaz
benne van A-ban. Ez a biztos esemény. (A tovidbbiakban is, ha eseményrél
beszéliink, egy olyan halmazt értiink rajta, ami benne van A-ban.)

(2) Azt is lattuk, hogy egy esemény ellentettje is esemény.
(3) Végiil, amir8l még nem beszéltiink, de nyilvinval6 tulajdonsag, hogy

két esemény unidja is esemény. Példaul paros szdmot vagy harmast dobok:

{2,4,6} U {3} = {2,3,4,6}.
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Elképzelheto, hogy egy alaphalmaz végtelen sok elemi eseménybdl all. Az
ilyen altaldnosabb esetek leirasira szolgdl az e jegyzetben targyalt dgyneve-
zett Kolmogorov-féle elmélet, mely felteszi, hogy nemcsak véges sok, hanem
megszamlilhatéan végtelen sok esemény unidja is esemény.

Megjegyezziik, hogy az €l6z6 példaban az események halmaza az alap-
halmaz 6sszes részhalmazainak a halmaza, masnéven az {2 hatvinyhalmaza.
Ennek azonban nem feltétleniil kell teljestilni, mint azt latni fogjuk példaul
a geometriai valdsziniségi mezé targyaldsanal. Altaldnos esetben tehat A
az ) hatvinyhalmazanak részhalmaza, és teljesiil rd az e€l6z6 harom pont.

Az algebra az olyan halmazrendszerekkel, melyekre ezek teljesiilnek,
részletesen foglalkozik. Eppen ezért, ha ezen tulajdonsigokat vilasztjuk az
események axiémarendszereként, akkor egy kidolgozott matematikai rend-
szer var rank, amibol a tovabblépés is kényelmesebb. Ezt fogjuk tenni az 1.
fejezetben.

Még egy masik alapfogalomra is sziikségiink van, a valdszintiségre. Ta-
pasztalatunk alapjian, ez nagyszamu kisérlet utdn, koriilbeliil a relativ gya-
korisdggal egyezik meg. fgy a val6sziniiség tulajdonsagai jol jellemezhet6 a
relativ gyakorisdg tulajdonsdgaival.

A valbszintiség egy fiiggvény, minden eseményhez egy valds szamot ren-
del, nevezetesen amely koriil a relativ gyakorisag ingadozik. A tovabbiakban
egy A esemény valdsziniliségét P(A)-val fogjuk jelslni. Harom tulajdonsdgat
emeljiik ki.

(1) A relativ gyakorisag, s igy a valdsziniiség értéke nem lehet negativ,
hiszen a definiciéban szerepld k és n szdmok sem negativok. Tehat barmely
A esemény esetén P(A) > 0.

(2) A méasodik tulajdonsig a biztos eseményre vonatkozik. Ha a biztos
esemény relativ gyakorisdgat vizsgaljuk, akkor minden kisérlet esetén a k,
azaz a bekovetkezések szama, és az n, azaz a kisérletek szdma megegyezik.
fgy a hanyadosuk minden esetben 1. Ebbol az kivetkezik, hogy a biztos
esemény valészintisége 1, vagyis P(Q) = 1.

(3) A harmadik tulajdonsigot a legegyszertibben talan ismét a dobd-
kockaval tudjuk szemléltetni. Tekintsiik azokat az eseményeket, amikor az
egyes oldal, illetve amikor a kettes vagy harmas oldal van feliill. Az ezeknek
megfeleld halmazok az {1} és a {2,3}. Ezen két egymadst kizdré esemény
relativ gyakorisdgait megvizsgilva, azt fogjuk tapasztalni, hogy 1/6 illetve
1/3 koriil ingadozik nagyszadmd kisérlet esetén. Ez természetes is, hiszen az
oldalak kozott fizikai jellemzéit tekintve nincs kiillonbség, csupan masképpen
jeloljiik oket. fgy minden oldalra egyforma eséllyel eshet.

Ha most az {1,2,3} esemény relativ gyakorisdgat vizsgaljuk, akkor az
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1/2 koriil ingadozik. Vagyis ahogy az elére sejthetd volt, az elézé két érték
Osszeadddik.

Ezt az eredménytinket altalanositva azt mondhatjuk, hogy ha az A és
B események diszjunktak, akkor az események unidjanak a valdszinisége
megegyezik az események valdsziniiségeinek Gsszegével. Tehat

P(A U B) = P(A) + P(B).

Az események (3) tulajdonsdgandl leirtak alapjan itt is kiterjesztjiik az ered-
ményt végtelen esetre. Eszerint megszamlilhatéan végtelen sok, paronként
diszjunkt esemény unidjanak valdsziniisége megegyezik az események vals-
szintiségeinek Osszegével. Bar ez nem kiévetkezik a szemléletbdl, de elfoga-
dasaval mégis a jelenségek egy igen széles kore leithato lesz.

A matematikdban azokat a fiiggvényeket, melyekre az el6z6 harom tu-
lajdonsag teljestiil, mértéknek nevezziik, és az igynevezett mértékelmélet
foglalkozik veliik. Tehat ezeket is célszerii axiémdaknak vilasztani.

Ezzel elkezdhetjiik a valészinliségszamitas pontos matematikai felépité-
sét.
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1. Események

1.1. DEFINiCIO. (Esemény axiémadk.) Legyen Q egy nem iires hal-
maz, A részhalmaza az () hatvinyhalmazanak, és teljesiiljenek a kdvetkezdk.

(S1) Q€ A,
(S2) ha A € A, akkor A € A,

(S3) ha A; € A minden i € Z* esetén, akkor J A; € A.
=1
Ekkor az A-t o-algebranak, elemeit pedig eseményeknek nevezziik.

1.2. MEGJEGYZES. (1) Az iires halmaz esemény az (S1), (S2) axid-
mak és ) = Q miatt.
(2) Az (S3) axiéma véges sok eseményre is igaz, ugyanis ha (S3)-ban
A; = () minden 7 > n esetén, ahol i,n € ZT, akkor |J 4; = U A;.
=1

i=1

1.3. DEFINICIO. Legyen adott egy  nem iires halmaz, A az § rész-
halmazainak egy c-algebrija és A, B € A.

(1) A+ B := AU B. Ez az esemény akkor kévetkezik be, ha legalabb
az egyik bek&vetkezik.

(2) AB .= AN B. Ez az esemény akkor kévetkezik be, ha mindkettd
egyszerre bekovetkezik. (A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy két esemény
szorzata valéban esemény.)

(3) A= Q\ A. Ezt az eseményt az A ellentettjének nevezziik. Fz
akkor kovetkezik be, ha az A nem kovetkezik be.

(4) A— B:= A\ B = AB. Ez az esemény akkor kovetkezik be, ha az
A bekovetkezik, de B nem.

(56) Az Q-t eseménytérnek vagy biztos eseménynek, az iires hal-
mazt lehetetlen eseménynek nevezziik.

(6) Az A € A eseményt Osszetett eseménynek nevezziik, ha léteznek
B.C e A, B# Aés C # A események, melyekre A = B + (' teljesiil.

Ha A € A nem Osszetett— és nem lehetetlen esemény, akkor elemi
eseménynek nevezziik.

(7) Ha A C B, akkor azt mondjuk, hogy az A maga utdn vonja B-t.
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(8) Ha A, B diszjunktak, akkor az A és B eseményeket egymast kizaré
eseményeknek nevezziik.

(9) Legyen I' egy nem iires, megszamldlhaté szdmossdgd halmaz, to-
vabbd H := {A; : A; € A,i € I'}. Azt mondjuk, hogy H teljes esemény-
rendszer, ha osztilyozdsa Q-nak, azaz ha A;A; = ) minden i,j € I', i # j

esetén, tovabbad > A; = Q teljesiil.
el

1.4. FELADAT. Egy dobdkockat kétszer feldobunk. Ha a dobott sza-
mok sszege 2, akkor feldobjuk mégegyszer. Adjuk meg az eseményteret, és
két o-algebrat.

MEGOLDAS.

Q= {(1,1,1),(1,1,2), .. .,(1,1,6),
(1,2),(1,3),...,(1,6),
(2,1),(2,2),...,(2,6),
(3,1),(3,2),...,(3,6),

(6,1),(6,2),. ..., (6,6)}

Legyen A; := {0,Q, B, B}, ahol B = {(1,1,7) : i = 1,2,...,6}, illetve
Az == {0,Q,C,C}, ahol C = {(1,7) : i = 2,3,...,6}. Ekkor A; é A,
is o-algebra. A B esemény akkor kovetkezik be, ha egymdas utian kétszer
l-est dobunk. A (' esemény akkor kivetkezik be, ha az elsé dobdas 1-es, de
a masodik nem.

1.5. MEGJEGYZES. Lattuk, hogy a hétkéznapi értelemben haszndlt
esemény fogalmit a matematikdban a halmaz fogalmdaval azonositottuk. fgy
természetes, hogy az események kozotti miiveletek tulajdonsigai megegyez-
nek a halmazokéval. Ezek koziil sorolunk most fel néhany alapvetot, melyek
mar az elemi halmazelméletbdl is jol ismertek.

(

1)
(2) Mindkét miivelet kommutativ és asszociativ.

(3) A(B+C) = AB+AC é A+ BC = (A+ B)(A+ (), azaz mindkét

miivelet disztributiv a masikra nézve.

4) A+ 0=Aé AD=0.

A+ A=Aé AA = A, azaz mindkét miivelet idempotens.
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5) A+ Q=046 A0 =A

6) A+ A=Qé AA =1

Nh=0é Q=10

8) 4 = A.

9) A = B akkor és csak akkor, ha A = B.
10) AC A4+ Bés AB C A.

)

11) A+ B = A akkor és csak akkor, ha B C A.
) AB = A akkor és csak akkor, ha A C B.
)
)

—
[N

13) A = B akkor és csak akkor, ha A C B és B C A.

P A U

14) (de Morgan-féle azonossdgok)
A+B=A-B é& AB=A+B,

illetve, ha A; € A minden 7 € ZT esetén, akkor

=1 7 ; i=

=1 =1 =1

1.6. TETEL. Legyen ) egy nem iires halmaz és A az Q) részhalmazainak
egy o-algebrija.

(1) Ha A, B € A, akkor AB € A.

(2) Ha A; € A minden i € Z" esetén, akkor [[ A; € A teljesiil.
=1

BIZONYITAS. (1) Az esemény axiémdk, az 1.2. Megjegyzés (2) pontja
és a de Morgan-féle azonossidgokbdl AB = A + B € A teljesiil, igy (S2)
alapjan igaz az allitas.

(2) Hasonléan, mint az elébb [[ A; = 3. A; € A kovetkezik, fgy (S2)

=1 =1
alapjan igaz a tétel.

1.7. FELADAT. (Beolvasztdsi szabdly.) Bizonyitsuk be, hogy ha
Q egy nem iires halmaz, A az ) részhalmazainak egy o-algebrdja tovibba

A, B € A, akkor A = A+ AB teljesiil.
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MEGOLDAS. A+ AB = AQ+ AB=A(Q+ B) = AQ = A.

1.8. FELADAT. Bizonyitsuk be, hogy ha ) egy nem iires halmaz é A
az ) részhalmazainak egy o-algebrdja, akkor barmely A, B € A események
Osszege felbonthaté két, illetve harom paronként egymadst kizaré esemény
Osszegére az aldbbi mdédon.

(1) A+ B= A+ AB,
(2) A+ B=AB+ AB + AB.
MEGOLDAS. (1) A kizdrésag trividlisan teljesiil, igy csak az egyenldsé-
get kell bizonyitani.
A+B=Q(A+B)=(A+A)(A+B)=AA+ AA+ AB+ AB =
=A+0+AB+ AB=(A+ AB)+ AB = A+ AB.

(2) Hasonléan az el6z6hoz, itt is teljesiil a kizdrdsdg, igy mar csak az
egyenlGséget kell megmutatni.

A+B=A+AB=A0+AB=A(B+ B)+AB=AB+ AB + AB.

1.9. FELADAT. Bizonyitsuk be, hogy a kivondas a szorzasra nézve jobb-
rél disztributiv, de balrdl nem, azaz ha {2 egy nem iires halmaz és A az ()
részhalmazainak egy o-algebraja, akkor A, B,C € A esetén

(1) AB-C=(A-C)(B-C), illetve
(2) A— BC =(A—-B)+ (A - C) teljesiil.

MEGOLDAS. (1) (A - C)(B-C)= AC-BC = ABC = AB - C.

(2) A-BC=ABC =A(B+C)=AB+AC=(A-B)+(A-C).

1.10. FELADAT. Bizonyitsuk be, hogy a szorzds a kivondsra nézve
disztributiv, azaz ha Q egy nem iires halmaz, A az Q részhalmazainak egy
o-algebraja és A, B,C € A, akkor A(B — C) = AB — AC teljesiil.

MEGOLDAS.

AB—AC=AB-AC=AB(A+C)=ABA+ ABC =
=0+ ABC = ABC = A(B-C).
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1.11. FELADAT. Legyen ) egy nem iires halmaz, A az ) részhalma-
zainak egy o-algebrdja és A, B, € A. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

(1) AB=AC=0é B+ A=C+ A esetén B = C, tovdbbd
(2) AB = AC =0 és BA = CA esetén B = C teljesiil.

MEGOLDAS. (1) A feltételeket figyelembe véve

(B+A)B=BB+ AB=B+0=B,
tovabba

(B+A)B=(C+A)B=CB+AB=CB+0=CB,
ezért B = C' B. Masrészt

(B+ A)C =BC+ AC =BC +0 = BC,
és

(B+A)C =(C+A)C=CC+AC=C+0=C,

ezért BC' = (', amit Gsszevetve az el6z6 eredménnyel B = ' adédik.

(2) A feltételek, az 1.8. Feladat (1) pontja és az el6z6 pont miatt

AB+ A= AC + A
B+A=C+A
B=C.

1.12. MEGIEGYZES. (1) Az eléz6 feladat megoldasaban felhasznaltuk,
hogy ha B,C € A és B = (', akkor minden A € Aesetén B+ A=C+ A
és BA = C'A teljestil.

(2) Az 1.11. Feladat (1) pontja AB # () vagy AC # () esetén nem
teljesiil. Példdul legyen A := Q és B # C, tegyiik fel tovdbba, hogy B # (.
Ekkor AB = QB = B # () teljesiil, masrészt B+ A =C + A = Q.

(3) Ha AB # ( vagy AC # 0, akkor az 1.11. Feladat (2) pontja nem
igaz. Példdul ha A = (), B # C é B # (), akkor AB = QB = B # 0,
masrészt BA = CA = ().

1.13. TETEL. Ha § egy nem tires halmaz, A az Q részhalmazainak
egy o-algebrdja és A, B € A kiilonb6z6 elemi események, akkor AB = ().
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BiZONYITAS. Az 1.5. Megjegyzés (10) pontja alapjan AB C A. De
ez az A elemi esemény volta miatt csak AB = () vagy AB = A esetén
teljesiilhet. Az utébbi viszont az 1.5. Megjegyzés (12) pontjdbdl akkor és
csak akkor teljes;iil, ha A C B, ami lehetetlen, hiszen A # B, A # () és B

elemi esemény. Igy A és B valéban egymast kizar$ események.

1.14. TETEL. Ha Q egy nem iires véges halmaz és A az §) részhalma-
zainak egy o-algebrija, akkor minden B € A 8sszetett eseményhez Iétezik
olyan A € A elemi esemény, melyre A C B teljesiil.

BIZONYITAS. Mivel B osszetett esemény, ezért létezik olyan A; € A
nem lehetetlen esemény, mely valédi részhalmaza B-nek. Ha az A; elemi
esemény, akkor teljesiil az allitas. Ha nem, akkor létezik olyan A, € A
nem lehetetlen esemény, mely valédi részhalmaza A;-nek. Ha az A, elemi
esemény, akkor teljesiil az &llitds. Ha nem, akkor folytatjuk az eljarast. Az
események szamanak végessége miatt ez véges szamu lépés utan megszakad.
fgy valamely n € ZT esetén A, elemi esemény.

1.15. TETEL. Ha Q egy nem iires véges halmaz és A az § részhal-
mazainak egy o-algebrdja, akkor minden B € A nem lehetetlen esemény
el6dll elemi események Gsszegeként. Ez az el6dllitds a sorrendtdl eltekintve
egyértelm.

BiZONYITAS. Ha B elemi esemény, akkor teljesiil az dllitds. Ha Ossze-
tett esemény, akkor az eloz6 tétel alapjan van olyan A; elemi esemény, mely
maga utan vonja B-t. fgy létezik egy olyan B; nem lehetetlen esemény,
melyre B = A; + By é Ay B; = ) teljesiil. Ha B; elemi esemény, akkor a
tétel elsé allitasat bizonyitottuk. Ha Osszetett esemény, akkor B; felithat6
By = A + B alakban, ahol A, elemi esemény, By # () és Ay B, = (). Ha B,
elemi esemény, akkor készen vagyunk, ha nem, akkor folytatjuk az eljarist,
mely az {} végessége miatt véges szamu lépés utan megszakad. Ily médon
B kiilonb6z6 elemi események Gsszegeként dll el6:

B=A +A,+.--+A,. (1.1)

Még az egyértelmiiséget kell bizonyitanunk. Tekintsiik B-nek két ilyen el6-
allitasat:

B=A+A+--+A, =A1+45+---+ Al
Tegyiik fel, hogy A; # Al minden ¢ = 1,2,...,s esetén. Ekkor mindkét
elballitast megszorozva Aj-el, 1.13. Tétel alapjan kapjuk, hogy A; = (J, ami
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ellentmondds. Vagyis valamely ¢ € {1,2,...,s} esetén A; = A/ teljesiil. Ha-
sonléan bizonyithatd, hogy ez minden A;-re igaz, ahol j = 1,2,...,r. Ebbdl
kovetkezik, hogy r < s. Masrészt ugyanigy lathatd, hogy a jobboldali el6-
dllitasban szereplo elemi események mindegyike megtalidlhaté a baloldalon
is, igy s < r, melybdl r = s kovetkezik. FEz pedig azt jelenti, hogy ez a
két eléallitas sorrendtdl eltekintve ugyanaz. Ekkor (1.1)-et a B kanonikus
eléallitasanak nevezziik.

1.16. TETEL. Ha § egy nem iires véges halmaz, és az ) részhalma-
zainak egy A o-algebrdjdban n darab elemi esemény van, akkor A-ban az
események szama 2" .

BiZONYITAS. Egy tetszbleges esemény kanonikus el6allitasdban eléfor-
dulhat 0,1,2,...,n darab elemi esemény. Viszont 0 < r < n darab elemi
eseménybdl allé esemény (:f)-féle lehet, igy A elemeinek a szama a binomi-
alis tétel alapjan

(0)+ ()= () e (2] zuewr =
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2. Valosziniliség

2.1. DEFINiCIO. (Kolmogorov-féle valésziniliségi axiémdk.) Le-
gyen ) egy nem iires halmaz, A az ) részhalmazainak egy o-algebrdja és
P : A — R olyan fiiggvény, melyre teljesiilnek a kovetkezok.

(P1) Minden A € A esetén P(A) > 0.
(P2) P(Q) =1.

(P3) (Teljes additivitds.) Ha A; € A minden i € Z* esetén, és
A;A; = ) minden ¢,j € ZT,1 # j esetén, akkor

(50) - S

teljesiil. Ekkor az (Q2,.4, P)-t Kolmogorov-féle valésziniiségi mezének,
vagy roviden valdsziniiségi mezoének, a P-t pedig valésziniiségnek ne-
vezziik.

2.2. MEGIJEGYZES. (1) Vegyiik észre, hogy a Kolmogorov-féle vals-
szinliségi axiémdak tartalmazzak az (S1), (S2), (S3) esemény axiémdkat is,
hiszen A-r6l megkdoveteljiik, hogy o-algebra legyen.

(2) Egy adott eseménytér esetén tSbb olyan P valésziniiség is lehet,
melyre teljesiilnek az el6z6 axiémdk. Hogy melyik az, amely a valésidgban
megfelel, erre a vilaszt a statisztika keresi.

2.3. TETEL. Legyen (R, A, P) egy valSsziniiségi mezS. Ekkor teljesiil-
nek a kévetkezdk.

(1) P(®) =o0.
(2) (Véges additivitds.) Ha Ay, Ay,..., A, € A, és A;A; = () minden

i,7 €€4{1,2,...,n}, i # j esetén, akkor P Ai) = > P(4)).
= =1

(3) Ha A € A, akkor P(A)=1— P (A).

(4) Ha A, B € A, akkor P(A + B) = P(A) + P(B) — P(AB).
(5) Ha A, B € A, akkor P(A — B) = P(A) — P(AB).

(6) Ha A,B € Aés B C A, akkor P(A — B) = P(A) — P(B).

1
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(7) Ha A,B € Aés A C B, akkor P(A) < P(B).

(8) Ha A € A, akkor P(A) < 1.

(9) Ha A,Be€ A, AC B és P(B) =0, akkor P(A) = 0.

(10) Ha A, B € A é P(B) = 1, akkor P(A) = P(AB),

(11) Ha Ay, A,, ..., A, € A, akkor P (E Ai) < > P(A)).
=1 =1

BiZONYITAS. (1) Legyen A; = Q és A, = ) minden n > 1 egész szam
esetén. Ekkor az A; ( = 1,2, ...) események paronként kizdrdak, igy a (P3)
axiémabdl

PQQ+0+0+--)=P)+ PO)+ PO)+---
kovetkezik. Viszont Q = Q + 04+ 0+ - - -, ezért > P(0) = 0. Ez pedig csak

=1
gy lehetséges, ha P(()) = 0.

(2) Az Ay, As..., AL A = 0 (i > n) események paronként kizardak,
igy (P3) és P(0) = 0 miatt

p(50) - (S0) - S - oo

(3) Az A és az A események egymast kizdréak, ezért a véges additivi-
tasbdl B B
P(A+A)=PA)+P(A).
Ebbol P (A + Z) = P(Q2) = 1 miatt adddik az allitas.
(4) Az 1.8. Feladat (1) pontjabdl és a véges additivitasbdl
P(A+ B) = P(A) + P (AB).
B = BA + BA diszjunkt felbontds, igy szintén a véges additivitds miatt

P(B) = P(BA) + P (BA)

teljesiil, amibol P (BZ)-t kifejezve és beirva az elso egyenlGségbe, adédik a
tétel.
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(5) A = AB + AB diszjunkt felbontés, ezért
P(A) = P(AB) + P (AB) = P(AB) + P(A — B).
(6) B C A esetén AB = B, igy az (5) pontbdl kovetkezik az allitas.

(7) A (P1) axiémabdl és a (6) pontbdl kdvetkezik az &llitds, ugyanis
A C B feltétel esetén 0 < P(B — A) = P(B) — P(A) teljesiil.

(8) Mivel minden A € A esetén A C Q, ezért (P2) és a (7) pont miatt
igaz a tétel.

(9) A (P1) és (7) miatt 0 < P(A) < P(B) = 0, melybdl kovetkezik az
allitas.

(10) A (P1),(6),(7) és (3) pontok, tovibb4 a de Morgan-féle azonossag
felhasznélasaval
0 < P(A) — P(AB) = P(A — AB) = P(A(A + B)) = P(AB) < P(B) =0,
melybdl kovetkezik az allitds.

(11) A tételt teljes mdukcidval bizonyitjuk. n = 2 esetén a (4) pontbdl
kovetkezik az allitds. Tegyiik fel, hogy n = k esetén igaz az allitds. Ekkor
n==%k+ lre

P (%Az) =P (zk:ArI-AkH) = (zk:%lz) + P(Apy1) —

i=1

k k
- P (Ak-H . E Ai) (z Az) + P(Apq1) <
i=1
k41

< (zk:P(Az)) + P (Ajt1) ZP

Ezzel a tételt bizonyitottuk.

2.4.TETEL. (A valdsziniiség folytonossdga.) Ha (Q, A, P) valSszi-
niiségi mezd, A, € A (1 =1,2,...),

(1) A; D A;4y minden i€ Z" esetén, és [[ A; = A, vagy
i=1

(2) A;C A4y minden i€ Z" esetén, és > A; = A, akkor

i=1

lim P(A,) = P(A).

n— o0
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BIZONYITAS. (1) A feltételekbdl minden ¢ € Z% esetén A; C A; 4

kovetkezik, tovabba [ A; = Z . Ezért
A=Y W= (=) + (=) 4

diszjunkt felbontds, igy (P3) és a 2.3. Tétel (6) és (3) pontjai miatt

1—P(A):P(Z):P(A1)+§:P(AZ+1—E):
:P(A1)+H]LI%OS(P(A2+1)—P(_Z)) _
= tim (P () + (P (F) - P (A0) 4o (P () - P(£,2))) =

= lim P(4,) = lim (1-P(4,)) =1- lim P(4,).

n— o0 n— o0 n— o0

Ebbdl lim P(A, )= P(A) adédik, amit bizonyitani akartunk.

(2) Mivel A; D A;;; minden i € ZT esetén, és H A=Y A = A,
=1
ezért az el6z6 pont miatt lim P (A_n) =P (A) Ebbol kovetkez1k a tétel.

— 00

2.5. TETEL. (Helyettesité axiémak.) Ha Q egy nem iires halmaz,
A az Q részhalmazainak egy o-algebrdja és P : A — R, akkor a (P1) és
(P2) teljesiilése esetén az aldabbi két axiéma helyettesiti a (P3) axidmdt.

(P4) (Véges additivitds.) Ha A, B € A egymdst kizdré események,
akkor P(A + B) = P(A) + P(B).

(P5) (Folytonossdgi axiéma.) Ha A; € A, A; O A;;1 minden
i € ZT esetén, és || A; =0, akkor lim P(A,)=0.

i=1

BIiZONYITAS. A tétel azt allitja, hogy a (P1) és (P2) tulajdonsigok
teljesiilése esetén a (P4) és (P5) egyiittesen ekvivalens (P3)-al.

Eloszor tegyiik fel, hogy (P1), (P2) é (P3) teljesiil. A (P4)-et mar
lattuk, hogy kovetkezik (P3)-bdl. Mésrészt (P5) a valészintiség folytonos-
sagabdl kévetkezik.
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Megforditva, most teljesiiljon (P1), (P2), (P4) é (P5). Legyen A; €
A, i € ZT paronként egymdast kizdré események és B, := > A;. Ekkor

i=n

B, € A, B, O B,y; minden n € Z* esetén, mésrészt beldtjuk, hogy
II B, = 0. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, azaz létezik w € ), melyre

n=1
w € ][] B teljesiil. fgy w € By, melybol kévetkezik az A;—k paronkénti

n=1
/s s

melyre w € A,,. Ebbdl kapjuk, hogy w & B,,,+1, ami ellentmondas. Tehat

B, = 0. Ezért (P5) alapjin
=1

n

lim P(B,) = 0. 2.1)

n— o0

Mivel Y’ A; = Ay + Ay 4+ - -+ A1 + B, diszjunkt felbontds, ezért a véges
i=1
additivitasbdl

P (i Ai) = P(A1)+ P(A2)+ -+ P(A.—1) + P(B.).

Ez minden n € Z* esetén igaz, tehdt (2.1) miatt

0 n—1 0
P (ZAZ) = lim Y P(4;)+ lm P(B,) =) P(4).
=1 =1 =1
Igy (P3) teljesiil. Ezzel az allitast bizonyitottuk.

2.6. DEFINICIO. Legyen Q := {wi,ws,...,w,} é A az Q hatviny-
halmaza. Ha a P valésziniségre fennall, hogy P({w;})=PF({w;}) minden
i,7 € {1,2,...,n} esetén, akkor az (2, A, P)-t klasszikus val6sziniiségi
mezonek nevezziik.

2.7. TETEL. Ha (R, A, P) klasszikus valdszintliségi mez6, A € A, az Q)
elemeinek a szdma n és az A elemeinek szama k, akkor P(A) = k/n.

BiZONYITAS. Legyen az Q := {wy,ws,...,w,}. A definiciébdl kovet-
kezik, hogy P({w;}) = P({w;}) minden 7,5 € {1,2,...,n}e.
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Az {{wz} 1=1,2,..., n} teljes eseményrendszer, ezért

n

1= P(Q)=P (E{wi}) =3 Pl{i)) = .

i=1

ahol p az elemi események kozds valdszintiségét jeldli, azaz p = P({w;}).
Igy p = 1/n. Mivel az A esemény k darab elemi esemény Osszege, melyek
egymast kizardak ezért a véges additivitds miatt P(A) = kp = k/n.

2.8. MEGIJEGYZES. (1) A 2.6. Definicié korrekt, mert az  hatviny-
halmaza o-algebra.

(2) A 2.7. Tételt kozépiskoldban gy fogalmazzak meg, hogy a valdszi-
niliség a kedvezd esetek szama osztva az Osszes esetek szamaval. Klasszikus
val6szintliségi mezoben a kedvezé illetve az Gsszes esetek szamat kombinato-
rikai eszkozokkel hatarozhatjuk meg.

2.9. FELADAT. A totéban mi a valészinilisége a 10-es taladlatnak, ha
feltessziik, hogy minden tipp bekovetkezésének a valészinisége egyforma?

MEGOLDAS. Az Q legyen az 1,2, x elemek osszes 14-edosztalyt ismét-
Iéses variaci6janak halmaza. Ekkor minden tippnek megfelel pontosan egy
Q-beli elem. Ezek lesznek az elemi események. FEkkor egy klasszikus va-
16szintiségi mez6t kapunk, melyben a 10-es taldlat (}g) - 23 . 3féleképpen
kovetkezhet be. Ugyanis a 10-es taldlatot az els6 13 mérkézésbdl kell elérni,
ami (}g) - 23 féleképpen lehetséges, és még a pétmérkdzésre 3—féleképpen
tippelhetiink. Az Q elemeinek a szdma, azaz az Osszes esetek szama 3'%.
Igy a kérdéses valészintiség (}g) - 2% .3/3 ~ 0,001435.

2.10. FELADAT. 52 lapos romi kartyat szétosztunk Antalnak, Béldnak,
Jozsefnek és Imrének véletlenszeriien tgy, hogy mindenkinek 13 lapja legyen.
Mi a valdsziniisége annak, hogy a treff 4szt Antal kapja meg?

I. MEGOLDAS. Az {w; } reprezentilja azt az esetet, amikor a treff dszt
Antal kapja meg, hasonléan {w,} azt amikor Béla, {ws} azt amikor J&-
zsef, végiil {w,} azt amikor Imre kapja meg. Legyen Q = {wi,wsy,ws,wa}.
Egyik személyt sem tiinteti ki a tobbihez képest a leosztds, igy az {w;}k
valGszintiségei megegyeznek. Tehit klasszikus valdsziniiségi mezot kaptunk.
Ekkor a kedvezs esetek szama 1, mig az Osszes esetek szama 4. Vagyis a
valdszintiség 1/4.
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II. MEGOLDAS. Az Q legyen az 52 lap Osszes 13—adosztalyd ismét-
Iés nélkiili kombinadciéjanak halmaza. Ekkor az Antalnak kiosztott lapok
birmely kombinaciéjanak megfelel pontosan egy Q-beli elem. Mivel ezek
val6szintiségei egyformdak a szimmetria viszonyok miatt, ezért klasszikus va-
16szintiségi mezét kapunk. Azon esetek szdma amikor a treff dsz a kombi-
niciéban van, azaz a kedvezo esetek szdma (51). Az ) elemeinek a szdma

12
(53)- Igy a valésziniiség (3)/(2) = 1/4.

2.11. DEFINICIO. Legyen Q az R* egy nem iires részhalmaza, ahol
k =1,2,3. Tegyiik fel, hogy Q mérhet6 és mértéke pozitiv valds szam. Az
A legyen az Q Gsszes mérhetd részhalmazinak a halmaza. Ha annak a valé-
sziniisége, hogy egy véletlenszerlien kivalasztott pont egy A € A halmazba
esik, ardnyos az A mértékével, akkor (2,4, P)-t geometriai valésziniiségi
mezonek nevezziik.

2.12. MEGJEGYZES. (1) A definiciéban egy halmaz mérhetdsége azt
jelenti, hogy létezik hossza, teriilete vagy térfogata, a halmaz mértéke pedig
ennek a mértékszamat jelenti. Masképpen, a mérhetoség az tigynevezett
Lebesgue-mérhetdséget, a halmaz mértéke pedig a Lebesgue-mértékét je-
lenti. Ezek definicidjat 14sd [1]-ben.

Fontos, hogy ha az (l-nak példaul a teriiletét tekintjiik, akkor az A
elemeinek is a tertileteit vessziik alapul.

(2) Létezik olyan korldtos halmaz, mely nem mérheté, ezért kell kiilon
feltételezni ezt az A elemeir6l. (Lésd [1] 25. oldal.) Az elébb meghatarozott
(2, A, P) Kolmogorov-féle valészintiségi mezét alkot, igy korrekt a definicid.
(Lésd [5] 64. oldal.)

(3) Az egyes elemi események itt az 2 ponthalmaz egy-egy pontjdnak
véletlenszert kivalasztasat jelentik, amelyeknek a valészintisége kiilon-kiilon
nulla, hiszen a pont mértéke nulla. Ebbdl lathats, hogy a 2.3. Tétel (1)
pontjanak a megforditdsa nem igaz. Azaz a lehetetlen esemény valdsziniisége
nulla, de ha egy esemény valésziniisége nulla, abbdl nem kévetkezik, hogy a
lehetetlen eseményrol van szd.

2.13. TETEL. Ha (Q,.A, P) geometriai valészintiségi mezét alkot, az §)
mértéke m(2), és A € A esetén az A mértéke m(A), akkor
m(A)

) = oy

BiZONYITAS. A definiciébél P(A) ardnyos az A mértékével, tovabba
P(Q) = 1 ardnyos az Q mértékével. Az ardnyossigi tényezdt jeloljik A-val.
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Ekkor 1 = P(2) = Am(2), amibdl A = W Masrészt P(A) = Am(A),

melybe A értékét beirva kapjuk a tételt.

2.14. FELADAT. (Bertrand-féle paradoxon.) Tekintsiink egy kort,
és jeloljik ki annak egy tetszoleges hirjiat. Hatarozzuk meg annak a valé-
sziniiségét, hogy a hir hosszabb lesz, mint a koérbe irt szabalyos haromszog

oldala.

I. MEGOLDAS. Az r sugari kor kézéppontjanak és a mirnak a tavolsdga
egyértelmiien meghatirozza a hir hosszat. Ha ez a tavolsidg kisebb mint Z

akkor a hir hosszabb lesz a hiromszog oldaldnal. Ezért P = %/7‘ =
(Lasd 2. ébra.)

)

>

=
82|~

>
2. dbra

II. MEGOLDAS. Rogzitsiik a hir A végpontjat, a B végpontjit pedig
Hfuttassuk” végig a koron. A kor keriiletének harmada az az ivhossz, amin
AB nagyobb a haromszdég oldaldnal. Ebbédl kévetkezik, hogy P = 27’7” /27‘7r =
= 1. (Lasd 3. 4bra.)

3. dbra
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A két megoldas végeredménye nem egyezik meg. Ezt az ellentmondist
ugy tudjuk feloldani, ha tovibbiakban mindig megadjuk, hogy a véletlen-
szerll kivilasztisa a pontoknak milyen médon térténjen. Vagyis a kisérleti
koriilményeket rogziteni kell.

2.15. FELADAT. Egységnyi hossziisagu szakaszon véletlenszertien ki-
valasztunk két pontot. Mi a valdszintisége, hogy a két pont tdvolsaga kisebb
egy adott h < 1 hosszd szakaszndl?

MEGOLDAS. Tekintsiik az egyik végpontjit az egységnyi hossziisdgi
szakasznak. A vilasztott P illetve P, pontoknak ettél a végponttdl vald
tavolsdga legyen z illetve y. Ekkor x € [0,1] és y € [0,1] teljesiil. Legyen
Q:=10,1] x [0,1]. A feladatban leirt kisérletet tigy is modellezhetjiik, hogy
erre az eseménytérre, mely most egy egységnyi oldalhosszisigi négyzet,
ysradobunk” egy geometriai pontot. A pontnak meg fog felelni egy rendezett
szampar, a koordinatdi. Az elsé koordinata legyen x, a masodik y. Ehhez
a kisérlethez tartozé valdszinliségi mezé a 2.11. Definicié szerint geometriai
valészintiségi mezé lesz. Igy a kérdés az A := {(z,y) € Q: |y — | < h}
esemény valdszinlisége. A 4. dbran lathatjuk az eseményteret, melyben a
satirozott rész jeloli az A halmazt.

Felirva az A és az (Q teriileteinek a hinyadosat, kapjuk a kérdéses va-
16szintiséget: P(A) = 2h — h2.

2.16. FELADAT. (Buffon-féle tiiprobléma.) Egy vizszintes sikon 2
egységnyi tavolsigra parhuzamos egyeneseket izunk. Mi a valdszintisége,
hogy egy egységnyi hossziisdgi tiit riejtve a sikra, az elmetszi valamelyik
egyenest?
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MEGOLDAS. Legyen x a tii kozéppontjadnak a tdvolsidga a hozzd legko-
zelebb es6 egyenestdl, ¢ pedig a tii és az egyenes &ltal bezirt szog mértéke
radidnban. Igy ¢ € [0,7/2] és « € [0,1]. Legyen Q := [0,7/2] x [0, 1]. Ekkor
az el6z6 feladathoz hasonléan jarhatunk el. Mivel adott ¢ szégnél ponto-
san x < %sin o teljesiilése esetén metszi az egyenest a ti, ezért a kérdés az
A= {(p,2) € Q:a < ;sing} esemény valdszintisége. A 5. dbran lathat-
juk az eseményteret, melyben a satirozott rész jeloli az A halmazt. Az

/2
teriilete 7/2, az A teriilete pedig g 3sinpdp = £ [~ cos @]3/2 = 1, ezért a

kettd hanyadosa P(A4) = 1/7.

5. dbra
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3. Feltételes valészintiség

Legyen (Q,.A, P) valészintiségi mez6 és A, B € A. Vizsgaljuk az A
esemény bekovetkezésének a valdszintiségét, feltéve hogy B bekdvetkezik.
Klasszikus valdsziniiségi mez6 esetén ezt a valdsziniséget kénnyen ki-
szamolhatjuk. Jelentse példaul A azt az eseményt, hogy dobdkockdn nem
dobunk 3-ndl nagyobbat, azaz A := {1,2,3}. Egy dobds végrehajtisa
utan annyi informiciét kapunk az eredményrdl, hogy az paros szam, te-
hit B := {2,4,6}. Ekkor az A esemény bekovetkezésének valdszintisége
mar nem 3/6, mint az eredetileg volt, hanem 1/3. Ugyanis B bekovetkezése
esetén az A csak Ugy kovetkezhet be, ha 2-est dobunk, masrészt pedig B-
ben 3 lehetséges eset van. Ezzel a gondolatmenettel tehat az Gsszes esetek
szama a B elemeinek a szdmdaval egyezik meg, a kedvez6 esetek szdma pe-
dig azon A-beli elemek szamaval, mely a B-nek is eleme. Tehat a keresett
valdszintiség
N(AB) N(AB) N(B) P(AB)
N(B) — N@Q) NEQ)  PB)’

ahol N a halmaz szamossigat jelenti. A kapott eredményt terjessziik ki
tetszOleges valdszinliségi mezdre.

3.1. DEFINICIO. Legyen (2, A, P) valészintiségi mezd, A, B € A és
P(B) # 0. Ekkor a
P(AB)
P(B)

P(A| B) =

hinyadost, az A esemény B-re vonatkozé feltételes valdsziniiségének
nevezzik.

3.2. KOVETKEZMENY. (Szorzas tétel.) Ha (2, A, P) valdszintségi
mezd, tovabba A, B € A, é P(B) # 0, akkor P(AB) = P(A | B)P(B)
teljesiil.

3.3. TETEL. A feltételes valdszintiség rendelkezik a valSsziniiség tu-
lajdonsdgaival, vagyis ha (2, A, P) valészintiségi mez6, és B € A esetén

P(B) # 0, akkor teljesiilnek a kovetkezdk.
(1) Ha A € A, akkor 0 < P(A | B).
(2) P(Q|B)=1
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(3) Ha A; € A minden | € Z" esetén és paronként egymdst kizdrdak,

akkor
P (ZAi B) => P(4;]B).
=1 =1

BiZzONYITAS. (1) Mivel P(AB) > 0és P(B) > 0 a (P1) axiéma és a
P(B) # 0 feltétel miatt, ezért igaz az 4llités.
P(QB) P(B)
2) P(Q| B) = = =1.
@ r@ |5 = S = 20
(3) Mivel AZB . A]B = AZA]BB = AZA]B = @B = @, ezért az AZB

események paronként egymast kizdrdak. fgy a (P3) axiémabdl kévetkezden

)P(B-fin) _P(ioinB) 5" P (A;B)

PiB) ZEEB) == P(B)

P (i A;|B
=1

)
-y P](f(‘il;) =S P B),

3.4. TETEL. Ha (R, A, P) valdsziniiségi mezé6 és A, B,C € A, akkor
(1) P(A | B) <1, ha P(B) #0,

(2) P(A| B) =1, ha BC A & P(B) #0,

(3) P(A| B) =1— P(A| B), ha P(B) #0,

(4) P(A+ B |C)= P(A|C)+ P(B | C)— P(AB | C), ha P(C) # 0,
(5) P(A— B | C)= P(A| C)— P(AB | C), ha P(C) # 0,

(6) L) ;(PB()B) —! P B) < %, ha P(B) # 0.
BIZONYITAS.

(1) AB C B, ezért P(AB) < P(B),igy P(A| B) = PJE(ABB)) <1

, , PAB) P
C = = = =1.
(2) B C A, ezért AB= B, igy P(A|B) P(B) P 1
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(3) B = BA+ BA diszjunkt felbontés, ezért P(B) = P(BA)+P (BA),
melybdl P ( AB) = P(B) — P(BA) kévetkezik. Ennek alapjan

_ P (AB -
P(A|B) = P<(B)> = P(B)P(l;(BA) =1- PJEfB? =1- P(A| B).
(4) A 2.3. Tétel (4) pontja alapjin
P((A+B)C
P(A+B|C)= ( e ) _ P(Ag(;:)BC) _
P(AC) + P(BC) — P(ACBC) _ P(AC)  P(BC)
P(C) T RO TR0
P(ABC)

~ oy S PAIOHP@BC) - PAB[O)

(56) A 2.3. Tétel (5) pontja miatt
P(AC) - P(ABC) P(AC -B)
P(C) - P(O)

_ P(ABC)

- P(O)

P(A|C) - P(AB | C) =

P(A-B|C).

(6) AB C A, ezért P(AB) < P(A), melyb8l P(A | B) = DABL < Il4)
kovetkezik. Masrészt
P(AB) P(A)+ P(B)—- P(A+ B) S
P(B) P(B) = p(B)

P(A|B) =

3.5. TETEL. (A teljes valésziniiség tétele.) Ha (2, A, P) valdszi-
niiségi mezd, {Bi €EA: € Z"’} teljes eseményrendszer, és P(B;) # 0
minden ¢ € Z1 -ra, akkor barmely A € A esetén

= ZP(A | Bi)P(B:).

BIZONYITAS. Z B; = Q, ezért A = Z AB;. Mivel a B; események
=1 =1

paronként egymast kizardak, ezért az AB; események is azok lesznek, tehat
alkalmazhatjuk a teljes additivitast.

ZPA|B ZPAB (ZAB)
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3.6. TETEL. (Bayes-tétel.) Legyen az (2, A, P) egy valdszintségi
mez6. Ha {Bi ceA:i¢€ Z"’} teljes eseményrendszer, és P(B;)# 0 minden
i € Z" esetén, tovabbd ha A € A és P(A) # 0, akkor bdrmely i € Z" esetén

P(A | B;)P(B:)

k; P(A | Bp)P(By)

P(B; | A) =

BIZONYITAS. A teljes valdsziniliség tétele szerint

P(AB;)
PA| BYP(B;) _ Py LB _ P(AB;) _
= = ey =P,

i’f P(A | Bo)P(By)

3.7. MEGIEGYZES. (1) Ha valamely A eseményt mint okozatot te-
kintjiikk, amit a B; (i € Z") okok vdlthatnak ki, akkor ismerve az okok
valészintiségeit és hatdsukat az okozat bekovetkezésére, azaz a P(A | B;)
értékeket tudva, a teljes valdsziniiség tétele értelmében az okozat valdszini-
sége meghatarozhaté.

Masfelol, ha az A okozat mar bekovetkezett, akkor a Bayes-tétellel ko-
vetkeztethetiink arra, hogy egy kivdlasztott ok milyen valésziniiséggel szere-
pelt az A létrejéttében. Ilyen értelemben a Bayes-tétel megforditisa a teljes
valdszintiség tételének.

(2) Ha a By, B,,... eseményrendszerre teljesiil, hogy paronként egy-
mast kizdrdak és Osszegiik valészinilisége 1, akkor azt tdgabb értelemben
teljes eseményrendszernek nevezziik. A teljes valdsziniiség tétele és a
Bayes-tétel ilyen eseményrendszerekre is igaz. Masrészt ha a tagabb érte-
lemben teljes eseményrendszer véges sok eseménybdl all, ez a két tétel akkor
is teljesiil. Ezek bizonyitdsat az olvasora bizzuk.

3.8. FELADAT. Szindbadnak jogaban all tiz haremhélgy koziil feleséget
valasztania oly médon, hogy az elGtte elvonuld, véletlenszerien sorrendbe
allitott holgyek koziil az elsé 6tot el kell engednie, de az utdnna koévetke-
z0k koziil ki kell vilasztania a legels6t, aki az els6 6t holgytol szebb. Mi a
valészintisége annak, hogy Szindbad a legszebb hélgyet tudja kivalasztani?
(Feltessziik, hogy szigori sorrendet tudunk megallapitani a holgyek szép-
ségét illetéen, tovibba ha a legszebb holgy az els6é 6t kozott volt, akkor
Szindbid nem vélaszthat ki senkit.)

MEGOLDAS. Jelentse A azt az eseményt, hogy Szindbid a legszebb
hiremhdlgyet valasztja ki, B; pedig azt, hogy ¢-ediknek érkezik a legszebb
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10
holgy. Ekkor a teljes valészintiség tétele szerint P(A) = > P(A | B;)P(B;).
=1
Ha ¢ <5, akkor P(A | B;) = 0, melybél

P(A) = ZP(A | B;) P(B;).

Ha az els6 ¢—1 holgy kozott a legszebb az elsé Stben volt, akkor bekovetkezik
A. Mivel ¢ — 1 holgy kozott (i — 1)-féleképpen helyezkedhet el a legszebb, és
ebbdl az el6zbek értelmében csak 5 a kedvezd, ezért P(A | B;) = 5/(¢ — 1).
Mindezekbdl

o5 1 11
P(A) = = ==%"2 ~0.373.
D S R M)

1=

3.9. FELADAT. Egy iizemben harom gép dolgozik. Az els6 a termelés
25%-4t adja, és 5%-os selejttel dolgozik. A maésodik 35%-ot termel 4%-os
selejttel, végiil a harmadik 40%-ot ad 2%-os selejttel. A termékek koziil
kivilasztunk egyet véletlenszerien, és azt tapasztaljuk, hogy az selejtes. Mi
a val6sziniisége annak, hogy az elsé gép gyartotta.

MEGOLDAS. Jelentse A azt az eseményt, hogy selejtes terméket va-
lasztottunk, B; pedig azt, hogy az t-edik gép gyartotta. Ekkor a Bayes-tétel
értelmében a kérdéses valdsziniliség

P(B1|A)I P(A|B1)P(B1) _

3
> P(A | B)P(By)
k=1

0,25 - 0,05

= ~ 0,362.
0,25 - 0,05 4- 0,35 - 0,04 4- 0,4 - 0,02 ’
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4. Események fiiggetlensége

Jelentse A azt az eseményt, hogy dobdkockival nem dobunk 3-nal na-
gyobbat, vagyis A := {1,2,3}, masrészt B jelentse azt, hogy 3-ast vagy 4-est
dobunk, tehat B := {3,4}. Ekkor P(A) = 3/6 és P(A | B) = 1/2, vagyis
A-nak a valészinusége, fiiggetleniil attdl, hogy B bekévetkezett-e vagy sem,
mindig 1/2. A tovidbbiakban ha P(A) = P(A | B) teljesiil akkor azt mond-
juk, hogy A fiiggetlen B-t6l. Kénnyt ellenérizni, hogy B is fiiggetlen A-tdl,
hiszen P(B) =2/6 és P(B | A) = 1/3, tehit megegyeznek. A fiiggetlenség-
nek ez a szimmetria tulajdonsiga dltaldnosan is igaz, vagyis P(A)P(B) # 0
esetén P(A) = P(A | B) pontosan akkor teljesiil, ha P(B) = P(B | A).
Azaz A pontosan akkor fiiggetlen B-t6l, ha B fiiggetlen A-tdl.

Vegyiik észre, hogy P(A)P(B) # 0 esetén a fiiggetlenség fogalma ek-
vivalens azzal, hogy P(AB) = P(A)P(B). Ez utébbi képlet akkor is alkal-

mazhatd, ha P(A)P(B) = 0, masrészt a szimmetria azonnal ldthaté beldle.

e s s

4.1. DEFINICIO. Legyen (92,.A, P) valészinliségi mez6 é A, B € A.
Azt mondjuk, hogy az A esemény fiiggetlen B-tdl, ha

P(AB) = P(A)P(B).

4.2. KOVETKEZMENY. Legyen (2, A, P) valdszintiségi mezé és ebben
A, B tetszéleges események. Ekkor P(B) # 0 esetén az A akkor és csak
akkor fiiggetlen B-t6l, ha P(A | B) = P(A).

4.3. FELADAT. Antal és Béla céltablara lének. Antal 0,8 valészintiség-
gel talalja el a céltablat, Béla pedig 0,5-el. A taldlatok egymastdl fiiggetle-
nek. Ha Antal és Béla egy-egy 16vést adnak le, akkor mennyi a valdsziniisége
annak, hogy legalibb az egyik&jiik talal?

MEGOLDAS. Az A esemény jelentse azt, hogy Antal taldl, illetve B
azt, hogy Béla taldl. Meg kell hatdroznunk a P(A + B) valdsziniiséget.

P(A + B) = P(A) + P(B) — P(AB) = P(A) + P(B) — P(A)P(B) =
=0,8+0,5-08-05=009.

4.4. FELADAT. Bizonyitsuk be, hogy ha (Q, A, P) valészintiségi mez6
és A, B € A fiiggetlenek, akkor az A és B is fiiggetlenek.
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MEGOLDAS. Az A é B események fiiggetlenségét és a 2.3. Tétel (5)
pontjat felhasznélva kapjuk, hogy

P(A)P (B) = P(A)(l - P(B)) — P(A) — P(A)P(B) = P(A) — P(AB) =
=P(A-B)=P(AB).

4.5. KOVETKEZMENY. Az A é B események akkor és csak akkor
fiiggetlenek, ha az A és B események fiiggetlenek.

4.6. FELADAT. Legyen (2, A, P) val6szinliségi mezd és Ay, A2, B € A.
Bizonyitsuk be, hogy ha az A; és A, egymadst kizar$ események, tovabba
A;p és A, fiiggetlenek B-t6l, akkor az A; + A, is fiiggetlen B-t6l.

MEGOLDAS.
P((A1 + A3)B) = P(A B + 4, B) = P(A1 B) + P(4, B) = P(41)P(B)+
+P(A42)P(B)= (P(A1)+ P(A3)) P(B)= P(A1 + A;)P(B).
4.7. DEFINICIO. Legyen az (2, A, P) egy val6sziniiségi mezd, tovibba
H = {Ai ceA:1=1,2,..., n} Ekkor a H véges eseményrendszer elemeit

teljesen fiiggetleneknek, vagy roviden fiiggetleneknek nevezziik, ha a
H eseményrendszer barmely G részhalmazara

P ( I1 Ai) = [I P4 (4.1)

teljesiil. Egy végtelen eseményrendszer elemei fiiggetlenek, ha barmely véges
részrendszere fiiggetlen.

4.8. FELADAT. Legyen (Q,.A, P) val6sziniiségi mezé. Bizonyitsuk be,
hogy ha Ay,..., A, € A események teljesen fiiggetlenek, akkor az

A17A27 ce '7Ak—17A_kvAk—|—17' . '7An
események is azok minden k € {1,...,n} esetén.

MEGOLDAS. A feladatot elég k = 1-te bizonyitani az indexelés 6nké-
nyessége miatt. Legyen H = {Al,A2,A3, .. .,An} és G C H tetszbleges.
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Ha A; ¢ G, akkor (4.1) kozvetleniil az A;, As, ..., A, események teljes fiig-
getlenségébdl kovetkezik.

Ay € G esetén legyen G == {Ay, A;,, Asyy ..., As. }, ahol m < n pozitiv
egész szdm, és 2 < iy < i3 < -+ < i, < n. Ekkor a 2.3. Tétel (5) pontja
miatt

P<A_1Aiz A ) = P(Aiz "'Aim)_P(AlAiz Alm) =
= P(Ai,)--- P(A;,) — P(A1)P(Ai,)-- P(4;,) =
_ (1 ~ P4 )) P(Ay,)--P(A;,) =

=P (A ) P(Ay,)---P(A;,)

im

teljestil, ami az &llitasunkat bizonyitja.

4.9. MEGJEGYZES. (1) Hizzunk egy lapot a 32 lapos magyar kar-
tyabdl. Legyen A az az esemény, hogy pirosat vagy zbldet hizunk, B az,
hogy pirosat vagy tokot, illetve C' az, hogy szamozott lapot hdzunk. Ek-
kor P(A) = P(B) = P(C) = 1/2, P(AB) = P(AC) = P(BC) = 1/4,
P(ABC) = 1/8, amibdl kovetkezik, hogy A, B, C események teljesen fiig-
getlenek.

(2) Ha egy eseményrendszer elemei teljesen fiiggetlenek, akkor barmely
két eleme is fiiggetlen egymastdl, masképpen az eseményrendszer elemei
paronként fiiggetlenek. Forditva nem igaz, a paronkénti fiiggetlenségbdl
nem koévetkezik a teljes fiiggetlenség. Példaul, a 32 lapos magyar kirtyabdl
hiizzunk ki egy lapot. Jelentse A azt, hogy makkot vagy pirosat hiztunk, B
azt, hogy makkot vagy tokot, illetve (' azt, hogy makkot vagy zoldet hiz-
tunk. Ekkor P(A) = P(B) = P(C) =1/2és P(AB) = P(AC) = P(BC) =
1/4 miatt az A, B, C események paronként fiiggetlenek, de P(ABC) =1/4
miatt P(A)P(B)P(C) # P(ABC), igy nem teljesen fiiggetlenek.

(3) Sokakban a fiiggetlenség fogalom azzal tarsul, hogy a két halmaz-
nak halmazelméleti értelemben nincs kéziik egymdashoz, vagyis egymast ki-
zardak. fgy gyakran a két fogalmat — a fiiggetlenséget és a kizarésagot —
Osszetévesztik. FEzért a kovetkez6 tételnek és megjegyzéseknek az a célja,
hogy a koézottilkk fennallé kapcsolatot, illetve kiilonbséget megmutassa.

4.10. TETEL. Ha (9,.A, P) valdszintliségi mez8, A, B € A, tovabba
P(A)P(B) # 0, akkor A és B egymast kizdrésiga esetén A és B nem fiig-
getlenek.

BizONYITAS. P(AB) = P(0) = 0 # P(A)P(B), ami éallitdsunkat iga-
zolja.
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4.11. MEGJEGYZES. (1) A tétel megforditdsa nem igaz. Példaul,
ha egy lapot kihizunk egy kirtyacsomagbdl, és az A esemény jelenti azt,
hogy pirosat vagy ztldet hiztunk, a B esemény jelenti azt, hogy pirosat,
tokot, vagy makkot hiztunk, akkor az AB esemény azt jel6li, hogy pirosat
hiztunk. Igy P(A) = 1/2, P(B) = 3/4, P(AB) = 1/4, amibél lithatd,
hogy P(AB) # P(A)P(B), tehat nem fiiggetlen A és B, de nem is egymdst
kizaréak.

(2) A 4.10. Tételt masképpen is megfogalmazhatjuk. Ha P(A)P(B)#0
esetén A és B fiiggetlenek, akkor A és B nem egymdst kizardak.

Természetesen, igy ennek sem igaz a megforditdsa. Azaz ha A és B nem
egymist kizardak, akkor a fiiggetlenségrol nem tudunk semmit mondani.

Azt, hogy két vagy tobb kisérletet egymdstdl fiiggetleniil végziink el,
azaz t6bb kiilonbo6z8 valészintiségi mezd eseményeinek fiiggetlenségét, a (4.1)
képlettel nem definidlhatjuk. Ezért a kovetkezékben bevezetjiik a fiiggetlen
kisérletek valészintiségi mezdjének a fogalmit, mely az egész kisérletsoroza-
tot egyszerre, egy mezoben irja le. Ekkor mar van lehet6ség a fiiggetlenség
vizsgdlatdban a (4.1) képlet hasznalatara.

4.12. DEFINICIO. Legyen  nem iires halmaz és H részhalmaza az
hatvanyhalmazdnak. Ekkor o(H ) alatt a H &ltal generalt o-algebrat értjiik,
azaz a H-t tartalmazd Osszes olyan o-algebra metszetét, amely részhalmaza
az ) hatvinyhalmazanak.

4.13. DEFINiICIO. Egy kisérletsorozatban n darab kisérletet végziink.
Minden kisérlethez tartozik egy valdsziniiségi mezd,

(le-AhPl)v'"7(Qn7-/4nvpn)-

Legyen
Q=0 x---xXQ,,

A= U({A1 XX Ay Ay € Ajyi = 1,2,...,n}),
tovabbd P : A — R olyan valdsziniiség, melyre
P(Ay x---x A,) = Pi(Ar) - Po(An)

teljesiil minden A; € A;, ¢ = 1,2,...,n esetén. Ekkor a kisérletsorozatot
fiiggetlen kisérletek véges sorozatdnak, az (2, A, P)-t pedig véges sok
fiiggetlen kisérlet valdsziniiségi mez6jének nevezziik.
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hetjiik végtelen sok kisérlet esetére is. Bar ilyen kisérletsorozatot ténylege-
sen nem tudunk elvégezni, mégis sziikségiink lesz rd a kés6bbi hatarérték
tételekben.

4.14. DEFINICIO. Legyen (Q;,.A;, P;), i € Z* valdszintiségi mezdk,
Q=0 X X,
A= a({A1 XX Ayt Aj € Ai=12,... néne z+}),
tovabbd P : A — R olyan valdsziniiség, melyre
P(Ay x---x A,) = Pi(Ar) - Po(An)
teljesiil minden n € ZT, A; € A;,i = 1,2...,n esetén. Ekkor a valszini-
ségi mezSk (2, A;, P;) sorozatat fiiggetlen kisérletek végtelen soroza-

tanak, az (2, A, P)-t pedig végtelen sok fiiggetlen kisérlet valészinii-
ségi mezd jének nevezziik.

4.15. MEGIEGYZES. (1) Az eléz6 definici6kban meghatarozott vals-
szinliségek egyértelmiien léteznek. (Lasd [3] 142. oldal.)

(2) Az, hogy egy véges fiiggetlen kisérletsorozatban a k-adik kisérlet
eredménye Ay € Ay, azt jelenti, hogy bekdvetkezett az

= X X Qg X Ap X Qg X o xQ, €A
esemény, vagyis a tobbi kisérletben barmi el6fordulhat. fgy
Py(Ag)=P(AL) é Ay x---xA,=A7--- A
teljesiil minden Ay € Ay,.... A, € A, esetén. Ebbdl lathatd, hogy ekkor
P(AT -+ A%) = P(AD)- -+ P(A7)

teljesiil, ami a (4.1) képletnek felel meg, azaz tényleg jogos a fiiggetlenség
jelzo.

(3) Fiiggetlen kisérletek valdészintiségi mezGje példaul az tdgynevezett
Bernoulli-féle valésziniiségi mez6, mellyel az 5. fejezet részletesen foglalkozik.
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5. Valészintiségi valtozo

5.1. JELOLES. Legyen £ egy ) eseménytéren értelmezett valds értéki
fiiggvény, tovabba k € R. Vezessiik be a

{{=k}={w:weQ{(w)=Fk}

jelolést. Hasonléan definidlhatjuk a

{5 < k}v {5 > k}v {5 = 77}7 {5 < 77}7 {5 > 77} stb.

halmazokat is, ha 7 szintén az {2-n értelmezett valés értéku fiiggvény.
Ha {£ = k} esemény, akkor annak valdsziniiségét P({f = k}) helyett
P(& = k)-val fogjuk jelSlni.

5.2. DEFINICIO. Legyen (92, A, P) valészinliségi mez6, és £ az Q-n
értelmezett valds értéki fiiggvény. Ha {£ < k} € A minden k € R esetén,
akkor a ¢ fiiggvényt valosziniiségi valtozénak nevezziik.

5.3. MEGJEGYZES. A mértékelméletben a {{ < k} halmazt nivé-
halmaznak nevezik. Ha £ minden nivéhalmaza eleme A-nak, akkor £-t
mérhetd fiiggvénynek nevezziik. Igy a valdszinfiségi valtozé olyan (-n
értelmezett valds értékii fiiggvény, mely mérheto.

5.4. TETEL. Legyen az (Q,.A, P) valdsziniliségi mezében £ és n va-
I6szintiségi véltozck. Ekkor minden k,l € R esetén {{ = k}, {& > k},
{l < £ < k} és{£ < n} halmazok események.

BIZONYITAS. A valészintiségi valtozé definiciéja miatt {£ < k} € A.
Ebbél (S2) miatt

{£=k}={52k}{€§k}={£<k}n{£<k+%}6«4

n=1

teljesiil. Ezt felhasznélva kapjuk, hogy

{E>k={<k={{<k+{{=Fk} €A,

melybdl
{I<t<k}={E>1{E<k}e A



44 Valdszintliségi valtozd

kovetkezik. A {€ < 1} € A kimutatdsdhoz tekintsiink egy olyan (r,) szdm-
sorozatot, melynek az értékkészlete a raciondlis szamok halmaza. Ilyen so-

rozat létezik, mert a racionilis szamok halmazinak szamossiga megszidm-
lilhatéan végtelen. Ekkor

{€<n}= E{f <ruf{n>raf €A,

hiszen a racionilis szamok stirtin helyezkednek el a szamegyenesen, vagyis
w € {{ < n} esetén Ltezik olyan ng € Zt, melyre {(w) < 7,y < nw)
teljesiil. Igy

w e {5 < Tno}{n > Tno} g Z{f < Tn}{n > Tn}v

melybdl mar kévetkezik az el6z6 egyenloség, és ebbdl az allitas.

5.5. TETEL. Ha £ és 1 az (Q,.A, P) valSszintiségi mezében értelmezett
valoszintiségi valtozdk és ¢ € R, akkor a kdvetkezd fiiggvények is valdszinii-
ségi valtozdk.

1) £+, (2) <, (3) I¢€l,
(4) £, (5) %7 ha {{#0} =9, (6) -,

BiZONYITAS. Az dllitds az 5.4. Tétel kovetkezménye, figyelembe véve
a kévetkezoket.

M {+ec<kt={<k—c} € Aminden k € R esetén.
(2)

ha ¢ >0,

ha ¢ <0,
hac=0 é& k>0,
hae=0 é& k<0,

¥
B

oo %

{€<
{c€ < k} = ({f >
0,

0, ha £ <0,
{|€|<k}:{{—k<£<k}, ha k>0 .
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(4)
ha £ <0,

2 .
{5 <k}:{{_ﬂ<§<ﬂ}, ha kb >0.

1 {£ <0}, ha k=0,
{—<k}: {6€>1 4+ {¢<0}, hak >0,

¢ {F<¢<0}, ha k< 0.
6){{—n<k}={{<n+k} e Aminden k € R esetén.
(7) Az dllitas a (2) és (6) pontokbdl kévetkezik.
(8) &n = % ((f + 77)2 o (e 77)2) miatt {{n < k} € A kovetkezik.
9)

5.6. DEFINICIO. A B:= U({(—oo,x): r € R}) halmaz elemeit

Borel-halmazoknak nevezziik.

3|

=¢- %, igy az (5) és (8) pontok miatt {% < k} € A.

5.7. DEFIN{CIO. Legyen B" := o(B x --- X B), (n € Z%), azaz a B
énmagaval n-szer vett direkt szorzata altal generalt o-algebra. Ekkor B”
elemeit n-dimenzios Borel-halmazoknak nevezziik.

5.8. DEFINICIO. Az f: R" — R (n € Z") fiiggvényt Borel-mérhe-
tonek nevezziik, ha {7: ¥ € R", f(Z) < k} € B” minden k € R esetén.

5.9. TETEL. Az f : R" — R (n € Z%) fiiggvény akkor és csak akkor
Borel-mérheté, ha f~}(B) = {&: ¥ € R", f(¥) € B} € B” minden B € B
esetén.

BiZONYITAS. (1) Az f: R" — R fiiggvényre teljesiiljon, hogy minden
B € Besetén f~1(B) € B". Mivel (—o0o, k) € B minden k € R esetén, ezért
I ((—oo,k)) € B. Viszont f! ((—oo,k)) — {Z: 7€ R, f(7) < k), fgy
[ Borel-mérheto.

(2) Megforditva, most f : R" — R fiiggvény legyen Borel-mérheté,
azaz minden k € R esetén f~! ((—oo,k)) € B™. Bebizonyitjuk, hogy a

H:={B:BeB, [}(B)eB"}
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o-algebrat alkot. Ennek érdekében el6szér vegyiik észre, hogy ha A; C R
minden 7 € ZT esetén, akkor

-1 (U Ai) = U (A (5.1)

teljesiil az 1.5. Megjegyzés (13) pontja és a részhalmaz definiciéja miatt.
Ebbdl kévetkezik, hogy

Ry = (fj ) U (o) e 5

hiszen f~! ((—oo,k)) € B", és B" c-algebra. fgy R € H. Madsrészt, ha
B € H, akkor

fTHB)={#:FeR", f(F)e B} ={7:Fc R, () € B} = f~1(B),

ami eleme B"-nek, vagyis B € M. Harmadrészt, ha B; € H minden i € Zt
esetén, akkor (5.1) miatt

- (Go) -rmer

=1

igy | B; € H. Mindezekbdl kovetkezik, hogy H o-algebrat alkot. Emiatt
=1

H tartalmazza a (—oo, k) intervallumok &ltal generdlt o-algebrat, azaz B-t,

hiszen minden & € R esetén (—oco, k) € H teljesiil. Masrészt a H definici-

60jabdl 'H C B, igy 'H = B. Ebbdl kovetkezik, hogy minden B € B esetén

/7Y(B) € B™. Ezzel a tételt bizonyitottuk.

5.10. TETEL. A ¢ : Q@ — R pontosan akkor valSsziniiségi vdltozd az
(2, A, P) valdsziniiségi mezén, ha minden B € B esetén £ 71(B) € A teljesiil.

BiZONYITAS. Az 5.9. Tétel bizonyitdsdban B" helyére A frva, adédik
az allitas.

5.11. MEGJEGYZES. Példdul, ha f : R" — R (n € Z") folytonos,
vagy n = 1 esetén monoton fiiggvény, akkor Borel-mérhets. Ugyanis az
{f: FeR" f(@) < k}, k € R nivéhalmazok folytonos esetben nyiltak,
monoton esetben pedig végtelen intervallumok.
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5.12. TETEL. Ha &,&,,...,¢, az (Q,A, P) valdszintliségi mezén ér-
telmezett valdszintségi véltozdk, és f : R" — R (n € Z*) Borel-mérhetd
fiiggvény, akkor f(£1,&e,...,&,) is valdsziniiségi viltozd.

BiZONYITAS. Legyen B € B tetszbleges. Ekkor az 5.10. Tétel alapjan
1= (6,6, 60) & o= [ (€) jeldléselkel n='(B) = £ (F71(B)) € A,
hiszen az 5.9. Tétel miatt f~!(B) € B".

5.13. MEGJIEGYZES. Az 5.12. Tétel altaldnositdsa az 5.5. Tételnek.
Példaul az abszolit érték fiiggvény folytonos, igy az 5.11. Megjegyzés alap-
jan Borel-mérheto, tehat a £ valdszintiségi valtozd abszolut értéke is vald-
szintiségi valtozd.

5.14. DEFINICIO. Ha egy fiiggetlen véges kisérletsorozat minden kisér-
letéhez ugyanazon (2,.A, P) valésziniiségi mez6 tartozik, ahol Q := {wp,w; }
és A az Q hatvinyhalmaza, akkor azt Bernoulli-féle kisérletsorozat-
nak, tovibba az ehhez tartozd fliggetlen kisérletek valdsziniiségi mezdjét
Bernoulli-féle valésziniiségi mezének nevezziik.

5.15. TETEL. Legyen adott egy Bernoulli-féle valésziniiségi mez6, to-
vabba

o =v._ J 1, had i-edik komponense wy,
G =R, (@)= {0, ha & i-edik komponense wy,

minden i € {1,2,...,n} esetén, ahol n € Z*, és 0, == & + &+ ... + &,
Ekkor a¢;, o, és 0, /n fiiggvények valésziniiségi viltozdk. A o, illetve a p,/n
valSszintiségi valtozdkat az {w;} esemény gyakorisagdanak illetve relativ
gyakorisaganak nevezziik.

BIZONYITAS. A tétel a valdsziniiségi viltozé definicifjabdl és az 5.5.
Tételbol kovetkezik.

5.16. TETEL. Legyen adott egy Bernoulli-féle valésziniiségi mez6. Az
eléz6 tételben definidlt &; és p, valdsziniiségi valtozdk esetén p jelolje a
{&; = 1} esemény valdsziniiségét, tovabbd legyen ¢ := 1 — p. Ekkor minden
ke {0,1,2,...,n} esetén
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BiZONYITAS. A {0, = k} esemény azt jelenti, hogy a kisérletsorozat-
ban k-szor kovetkezett be az {w;} esemény és (n — k)szor az {wo}. Ez
(Z)-féleképpen valésulhat meg, ezért a {0, = k} esemény (Z) darab ele-
mi eseménybol all. Egy elemi esemény valdsziniisége a fiiggetlenség miatt

pFgnk. fgy a véges additivitdsbdl adédik az allitas.

5.17. MEGJEGYZES. (1) Az 5.15. Tételben az a feltétel, hogy & i-edik
komponense wi, azt jelenti, hogy a kisérletsorozatban, az i-edik kisérletben
az {w;} esemény kovetkezett be. Igy o0, azt adja meg, hogy n darab ki-
sérletben, hinyszor kovetkezett be {w;}. Ebbdl kovetkezik, hogy o,/n a
bevezetOben elmondottak szerinti értelemben az {w;} esemény relativ gya-
korisaga.

(2) A Bernoulli-féle valdsziniiségi mezd és a ; definicigjabdl {&; = 1}
eleme A™-nek, vagyis esemény, tovibba minden Q eseménytérhez ugyanaz
a P val6sziniliség tartozik, ezért

Pl =1) =P =1)=-=P¢& =1),
vagyis p és ¢ definicidja korrekt.

5.18. DEFIN{CIO. Az (R, A, P) valdszintiségi mezSben értelmezett &£
valdsziniiségi viltozdt diszkrét valdsziniiségi valtozénak nevezziik, ha a
£ értékkészletének szamossiga megszamlilhato.

5.19. MEGJEGYZES. (1) A gyakorisig és a relativ gyakorisag diszkrét
valészintiségi valtozék. Vannak nem diszkrét valdsziniiségi valtozdk is, de
ezekrél csak késobb esik sz6.

(2) Nézziink egy példat a Bernoulli-féle valésziniiségi mezére. Az {wy }
halmaz reprezentilja azt az eseményt, hogy dobdkockival 6-ost dobunk,
{wo} pedig azt, hogy nem 6-ost dobunk. Legyen Q := {wp,w1} és A az Q
hatvanyhalmaza. fgy egy dobashoz az (2, A, P) valészintiségi mezd tartozik,
ahol P({wo}) = 5/6 és P({w1}) = 1/6. Dobjunk hiromszor egymdstdl
fiiggetleniil a dobdkockdval. Ez egy Bernoulli-féle kisérletsorozat, melyhez
tartoz6 valdsziniségi mezot a kovetkezOképpen irhatjuk le. Az eseménytér

Q3 = {(WO,W(),WO), (w07w07w1)7 (w07w17w0)7 (w07w17w1)7
(w17w07w0)7 (w17w07w1)7 (w17w17w0)7 (wlvwlvwl)}-

Példdul az {(wo,w1,wo)} elemi esemény akkor kovetkezik be, ha a hirom
dobasbdl csak a masodik volt 6-os, annak valdszintisége pedig a fiiggetlenség
miatt

P PDP{wo)PHwn ) =552 ‘
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A kisérletsorozatban az események halmaza az 3 hatvdnyhalmaza. Legyen

a3 -~ . J 1, ha&d i-edik komponense wy,
Lo =R, §(9) = {0, ha & i-edik komponense wy,
ahol ¢ = 1,2,3. FEz azt jelenti, hogy a & étéke 1, ha az ¢-edik dobds a
hirombdl 6-os volt, 0 pedig ha nem. Ekkor a p3 := & +&; +&3 azt az értéket
adja meg, hogy a harom dobasbdl hinyszor kaptunk 6-ost. Ez a gyakorisag.
fgy a 03/3 a relativ gyakorisdgot adja meg. Az 5.16. Tétel szerint annak a
valGszintisége, hogy harom kisérletbdl pontosan egyszer dobjunk 6-ost

3\ 1 /5)\2
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6. Valdsziniiségi valtozot jellemzo fiiggvények
Eloszlas

6.1. DEFINICIO. Ha £ egy (2, A, P) valészintiségi mezdben értelmezett
diszkrét valdszintiségi valtozd, akkor a

<pk> : Rﬁ - [071]7 Pr = P(f = k)
sorozatot a ¢ eloszldasanak nevezziik.

6.2. TETEL. (1) Ha £ egy (2, A, P) valdszintiségi mezSben értelmezett

diszkrét valdszintiségi valtozd és (py) az eloszldsa, akkor > pj = 1.
kERE

(2) Ha H C R nem iires megszamldlhatdé halmaz, (py) : H — [0,1] és

> pr = 1, akkor Iétezik (2, A, P) valdszinliségi mezd és azon £ valSszini-
keH
ségi valtozd, melynek értékkészlete H és eloszldsa (py).

BizoNYITAS. (1) A {{f =k}: ke Rg} teljes eseményrendszert alkot,
ezért

o= Pe=k)=pP Y {c=k]|=PEO) =1

kERE kERE kERE

(2) Legyen Q := H, A az  hatvinyhalmaza, tovibba

P: A—R, P(A)::pr.

wEA

Ekkor az (S1)-(S3) tulajdonsdgok trividlisan teljesiilnek. A (P1) (pi)
értékkészlete miatt igaz, tovidbbd (P2) is fenndll, ugyanis Q@ = H, igy a
feltételbdl és a konstrukciébdl

P) =) p.=1
weH
teljesiil. Végiil (P3) P definiciéjabdl kovetkezik. Igy (Q, A, P) val6szintiségi
mez6. Most legyen

£E:Q =R, {(w):=w.



Eloszldsfiiggvény 51

Ekkor { valdésziniiségi valtozd, tovabba R; = H. Masrészt a P definiciéjabol
az is kovetkezik, hogy £ eloszlasa (py).

6.3. MEGIEGYZES. (1) Az 5.16. Tételben a p,, eloszlasat hatdroztuk
meg, ezért a 6.2. Tétel szerint

~ (n kE n—k

=1
> ()t =1,
k=0
amit a binomidlis tétellel is ellendrizhetiink.

(2) Tekintsiink egy mdasik példat is az eloszldsra. Legyen 15 labda
kozott 9 0j és 6 régi, melyekbdl harmat véletlenszeriien kivilasztunk. A ¢
valdszintiségi valtozé értéke legyen a kihizott 1j labddk szama. Ekkor a &
eloszlasa

POIP@:O)_%:%
9-(5) 135

m=P¢=1)= 15y

(5) 45
ps =P =2)= %235)6 _ %
p3=P(£:3):%:%'

(3) A 6.2. Tétel szerint, ha H C R nem iires megszdmlilhaté halmaz,
akkor egy (pi): H — [0,1] sorozat eloszlds voltdnak sziikséges és elégséges

feltétele, hogy > pip = 1 teljesiiljon.
keH

Eloszlasfiiggvény

6.4. DEFINICIO. Ha £ egy (2, A, P) valészintiségi mezdben értelmezett
valészintiségi valtozo, akkor az

Fe: R—[0,1), Fe(z):=P({<)
fiiggvényt a £ eloszlasfiiggvényének nevezziik.

6.5. MEGJEGYZES. (1) A valdszintiségi viltozé definicidja miatt min-
den valdsziniiségi valtozénak létezik eloszlasfiiggvénye.
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(2) Diszkrét valészintiségi véltozd eloszlasfiiggvényének értékkészlete
megszamldlhaté. Példaul a 6.3. Megjegyzés (2) pontjdban definidlt diszkrét
val6szintiségi valtozé eloszlasfliggvénye

0, ha z <0,
20/455, haO0<a <1,

Fe: R—[0,1], Fe(z) =< 155/455, hal< z <2,
371/455, ha 2 < a <3,
1, ha z > 3,

azaz az I'; értékkészlete 5 elemii.

(3) Az €l6z6 pont megforditdsa nem igaz. Ha F; értékkészlete megszam-
lilhat6, abbdl még nem koévetkezik, hogy & diszkrét valdszintiségi valtozd.
Példdul legyen Q := [0,1] X [0,1] és (©2,.A, P) geometriai valésziniiségi mezs.
Ekkor a

0, hay<1/2,
£E:Q—=R, {z,y)=¢ 2, hay=1/2,
1, hay>1/2,

fiiggvény nem diszkrét valésziniiségi viltozs, masrészt

0, ha 2 <0,
Fe: R —[0,1], Fg(x):{1/2, ha0<a <1,
1, ha z > 1,

vagyis Iy értékkészlete megszdmlalhato.

6.6. TETEL. Ha & egy (2, A, P) valszintiségi mezében értelmezett
val6szintiségi valtozd, akkor

(F1) F; monoton névekvd,

(F2) x]—1>1-|1-1<>o Fe(e) =1,
(F3) lm_Fi(x) =0,
(F4) F; minden pontban balrdl folytonos.

BiZONYITAS. (1) Legyen z1,22 € R és 21 < zo. Ha A = {£ < 21}
és B = {{ < x5}, akkor A C B teljesiil, amibsl P(A) < P(B) kovetkezik.
Mivel P(A) = P({ < 1) = Fe(z1) és P(B) = P (£ < 22) = Fe(zy), ezért
Fe(21) < Fe(z2), ami a tételt bizonyitja.

(2) Legyen az (x,) monoton névekvd, +oo-be divergild sorozat, és
A; = {&<wz;},ahol i € ZT. Igy A; C A;yy teljesiil minden ¢ € Z esetén,
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tovabbd Ag := () jeloléssel az {A; — A;_1: 1 € ZT} teljes eseményrendszer.
Ezért a 2.3. Tétel (6) pontjabdl

]_IP(Q) =P (Al ‘I’i(Az_Az—l)) IP(Al)—I-iO:P(Ai—Ai_l)I

= P(4;)+ lim Z(P(Ai)—P(Ai—l)) =P(A4)+

n— o0

=2
+ lim (P(An)—P(Al)) = lim P(A,) = km Fi(z,)
kovetkezik. Tehdt ha (z,) monoton névekvd, és lim z, = oo, akkor

Lm Fe(z,) =1 teljesiil.
Most legyen az (y,,) tetsz8leges 4+o00-be divergald sorozat és az ¢ adott
pozitiv valés szdm. Ekkor lim Fi(z,) = 1 miatt 1étezik olyan N(c) € Z+

kiisz6bszdm, melyre minden n € Z1,n > N(c) esetén
|Fe(zn)—1] <€ (6.1)

teljesiil. Mdsrészt lLim y,, = oo miatt ko := N(c)+1 esetén z,-hoz Ktezik

m— 00

olyan M(c) € Z* kiisz6bszdm, melyre minden m € ZT,m > M(¢) esetén
Ym > Tk (6.2)
Minden ilyen m-hez 1tezik ng € Z*,no > N(c) + 1, hogy
Ym < Tng (6.3)

hiszen lhm z, = co. Az F; monoton névekedése miatt (6.1), (6.2) és (6.3)

n— o0

egyenlGtlenségek alapjin
L—e < Fewgy) < Fe(ym) < Fe(wn,) <1+e

addédik, amely azt jelenti, hogy |Fe(y.)—1] < ¢ . Igy lim Fe(ym) = 1,
vagyis ]ir_lr_l Fe(z) =1.
(3) Legyen az (x,) monoton csdkkend, —oo-be divergalé sorozat, és
A; = {&<x;},ahol 7 € ZT. Igy A; D A;yy teljesiil minden i € Z* esetén.
Tegyiik fel, hogy [] A; # 0. Ekkor ltezik w € Q, melyre w € A; teljesiil
=1
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minden i € Z" esetén. M4srészt létezik olyan m € ZT , hogy z,, < £(w), hiszen

(x,,) sorozat alulrl nem korldtos. Igy viszont w ¢ A,,, ami ellentmondas.

Tehdt [[ A; = 0. Mivel teljesiilnek a folytonossdgi axiéma feltételei, ezért
i=1

lim P(A,) =0, vagyis lim F¢(z,,) = 0. Innen a (2) ponthoz hasonléan

n— o0

kovetkezik az allitas.

(4) Legyen 29 € R tetszdleges, az (x,) sorozat monoton névekvd, és
konvergéljon zo-hoz. Az A, (n € Z1) események jelsljék a {{ < z,,} hal-
mazokat, a B esemény pedig a {{ < x¢} halmazt. Ekkor

B=A4+ Z(Az — A1),

1=2

ami diszjunkt felbontds. Ezért A; C A;,; miatt

Fg($0) = P(B) = P(A1)+n]l_>n(}ozn:P(Az _Ai—l) = P(Al)—l—

+ lim. i(P(Ai) ~ P(Ain)) = P(Ay) + Tim (P(4,) ~ P(A1)) =
= nh_{%o Z];(An) = nh—{%o Fe(zy,)

teljesiil. Tehdt lim Fe(z,) = Fe(zo). EbbSl a (2) ponthoz hasonléan

n—00
adddik a tétel.

6.7. TETEL. Ha az F' : R — R fiiggvényre teljesiilnek az (F1)-
(F4) tulajdonsdgok, akkor Iétezik (2, A, P) valésziniliségi mezd és azon egy
& valdszintiségi viltozo, melynek eloszlasfiiggvénye F.

BiZONYITAS. Legyen (Q,.A, P) geometriai valészinliségi mezd, ahol
2 =(0,1), tovibba legyen

H@)={yeR:F(y) <z}, z€(0,1).

Be fogjuk bizonyitani, hogy H(z) nem iires és feliilr6l korldtos halmaz
minden z € (0,1) esetén. Tegyiik fel, hogy valamely 2o € (0,1) esetén
H(xo) = 0. Ez azt jelenti, hogy minden y € R esetén F(y) > zo. Eb-
bél kovetkezden y]_{moo F(y) > 29 > 0, ami ellentmond (F3)-nak. Tehat

minden © € (0,1) esetén H(x) # (. Most tegyiik fel, hogy létezik olyan
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zo € (0,1), melyre H(zo) feliilr6l nem korldtos. Ez azt jelenti, hogy min-
den y € R esetén létezik olyan yo € H(zo), melyre y < yo teljesiil. Ebbdl
F monoton névekedése miatt kovetkezik, hogy F(y) < F(yo) < ¢, tehat
lim F(y) < zg <1, ami (F2) miatt ellentmondds. Tehé4t valéban minden

Y— 00
z € (0,1) esetén H(z) nem iires és feliilr6l korlatos halmaz.

fgy az analizisbdl ismert teljességi axiéma alapjin kovetkezik, hogy
H(z)-nek létezik a véges pontos felsé korldtja. Tehat definidlhatunk egy £
fiiggvényt a kovetkezOképpen:

£E:Q—=R, {(2):=sup H().

Megmutatjuk, hogy ekkor ¢ valdszintiségi valtozé és Fy = F. Ennek érde-
kében beldtjuk, hogy minden k € R esetén

{€ <k} C(0, F(k)] (6.4)

(0, F(k)) C{¢ <k} (6.5)

teljesiil. El6szor tegyiik fel, hogy @ € {£ < k}. Ez azt jelenti, hogy £(z) < k,
ahol € (0,1). Ebb&l kovetkezben k ¢ H(z), vagyis F(k) > = > 0, ami
(6.4)-et igazolja.

Most tegyiik fel, hogy (6.5) nem igaz, vagyis valamely k& € R esetén
(0, F(k)) € {£ < k}. Mivel (F1) és (F2) miatt F(k) <1, ezért (0, F(k)) C
(0,1). Igy feltevésiink azt jelenti, hogy 1étezik = € (0, F(k)), melyre £(z) > k
teljesiil. Ekkor az I monoton ndvekedése és balrél valé folytonossiga miatt

F(k) < F(¢(2)) = lim  F(y). (6.6)

- y—§(x)-0

Legyen y < &(z) tetszdleges. Ekkor létezik =z € H(z), melyre y < z teljesiil.

Igy F(y) < F(z) < z, melybél kovetkezik, hogy ]él(IIl) OF(y) < z. Ezt
y—€&(x)—

(6.6)-al osszevetve kapjuk, hogy F'(k) < z, ami ellentmond annak, hogy
x € (0,F(k)). Ezzel (6.5)-6t is bizonyitottuk. A (6.4) és (6.5) relacidk
miatt

{6 <k} =(0,F(k)) vagy {&<k}=(0,F(k)

teljesiil minden k& € R esetén. Ebbdl kovetkezik egyrészt, hogy {£ < k} € A
minden k € R esetén, vagyis £ valdsziniiségi viltoz6, masrészt

Fe(k) = P(€ < k) = F(k) — 0 = F(k).



56 Valészintiségi valtozét jellemzd fiiggvények

Ezzel bizonyitottuk az allitast.

6.8. TETEL. Ha £ egy (Q,.A, P) valdszintiségi mezdn értelmezett valo-
szintiségi valtozd, a,b € R és a < b, akkor

Pla < & < b) = Fe(b) — Fe(a).

BiZONYITAS. Legyen A := {{ < a} é B := {£ < b}. Ekkor A C B,
ezért P(B — A) = P(B) — P(A) teljesiil, ami az allitast bizonyitja.

6.9. TETEL. Ha £ egy (Q,.A, P) valdszintiségi mezdn értelmezett valo-
szintiségi valtozo és a € R, akkor F¢-nek létezik a-ban a jobboldali hatarér-
téke, és

P(§ = a) = Fe(a +0) — Fe(a).

BiZONYITAS. Legyen a (4,,) egy monoton csdkkené nullsorozat. Ekkor
a 6.8. Tétel alapjan minden n € ZT esetén

Pla<é<a+b,)=Fe(a+ 6,)— Fe(a).

Mivel A, :={a <& <a+6,} jeloléssel A, D A, ; minden n € ZT esetén,

tovdbbd [[ A, = {& = a}, ezért a valdsziniiség folytonossidga miatt
n=1

lim Fe(a+6,) = Fe(a) + Im P(A,) = Fe(a) + P(€ = a).

n— o0 n— o0

Ebbdl tetszdleges (6,,) pozitiv tagd nullsorozat esetén, (F2)-hoz hasonléan
bizonyithatd, hogy

lim Fe(a +6,) = Fe(a) + P(€ = a).

n— o0

Ez pedig az éllitassal ekvivalens.

6.10. KOVETKEZMENY. Ha £ egy (Q,.A, P) valdszintiségi mezén értel-
mezett valsziniliségi valtozd, a € R és Fy eloszlastfiiggvény a-ban folytonos,

akkor



Stirtiségfiiggvény 57

6.11. MEGJEGYZES. A 6.10. Kévetkezmény miatt, ha az /' mindeniitt
folytonos, akkor a,b € R, a < b esetén

Fe(b) —Fe(a)=Pla <E<b)=Pla < {<b)=Pla <E<b)=Pla <ELD).
Altalanos esetben ez nem igaz. Erre vonatkozik a kovetkezo tétel.

6.12. TETEL. Ha & egy (Q,.A, P) valdszintliségi mezén értelmezett va-
I6szintiségi valtozd, a,b € R és a < b, akkor

(1) P(a < € < b) = Fy(b) — Fela +0),
(2) Pla <E<b) = Fe(b+0) — Fe(a),
(3) Pla < € < b)= Fe(b+0) — Fea +0).

BIZONYITAS. (1) Pla < £ <b)+ P(£ =a)=Pa <E< D), igy a 6.8.
és a 6.9. Tételek alapjian

Pla <& <b)+ Fe(a +0) — Fe(a) = Fe(b) — Fe(a),

amibdl kapjuk az allitast.
(2) A 6.8. Tétel alapjin

Pla < €< b)= Pla < €< b)+P( = b) = F(b) - Fe(a)+
T Fe(b+0) - Fe(b) = Felb +0) — Fe(a).

(3) Az (1) pontot felhasznalva kapjuk, hogy
Pla<€t<b)=Pla<&<b)+ P =0b)=Fe(b) — Fe(a+ 0)+
+ Fe(b+0) — Fe(b) = Fe(b +0) — Fe(a + 0).
Striuségfiiggvény
6.13. DEFINICIO. Az (Q,.A, P) valdsziniiségi mezén értelmezett £ va-

16szintiségi viltozét abszolut folytonos eloszldsiinak, vagy réviden ab-
szolut folytonosnak nevezziik, ha létezik olyan f: : R — R nemnegativ

fiiggvény, melyre
= [ sear
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teljesiil minden z € R esetén, ahol F; a { eloszlasfiiggvénye. Ekkor az f;
fiiggvényt a ¢ siiriiségfiiggvényének nevezziik.

6.14. MEGIEGYZES. (1) Legyen © := [0,1] x [0,1] és (2,4, P) ge-
ometriai valdsziniiségi mezd, tovabbd £ : @ — R, £(z,y) = 2. Ekkor ¢
valdszintiségi valtozd, tovibba az eloszlisfiiggvénye

0, haz <0,
Fe: R —[0,1], Fg(x):{x, ha0<a <1,
1, hazxz>1

Legyen
‘ _f1, haO<z<1,

Ekkor f; nemmegativ fiiggvény, és minden z € R esetén Fe(z) = [ fe(t)dt,

vagyis f: a { stirtiségfiiggvénye. Tehdt { abszolit folytonos valésziniiségi
valtozd.

(2) Ha ¢ abszolit folytonos valdsziniiségi véltozé slirtiségfiiggvénye fe,

akkor példaul a

, _ [ fela), ha = #0,
g:R—-R, g(x)_{f§(0)+1, ha z = 0

fiiggvény is surtiségfiiggvénye £-nek. Ebbol kovetkezden £-nek végtelen sok
stiruségfiiggvénye van. Bizonyithatd, hogy ezek a fiiggvények csak egy Le-
besgue-szerint nullmértékii halmazon kiillénboznek egymdastdl, azaz majd-
nem mindeniitt megegyeznek. (Lasd [4] 22. oldal.)

A H C R halmazt Lebesgue-szerint nullmértékii halmaznak ne-
vezziik, ha minden ¢ € R esetén létezik olyan {(an,bn) ' nE Z"’} mter-
vallumrendszer, melyre

HC Q(an,bn) és i(bn—an)<£

teljesiil. Példdul a Z1 nullmértékii halmaz, mert

zZt C U (n—e/2"F% n 4 c/271?)
n=1
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o0
minden ¢ € Rt esetén, mastészt >, ¢/2"T1 = ¢/2 < ¢ teljesiil. Hasonléan

n=1
bizonyithaté, hogy minden megszamlilhaté szamossagi H C R halmaz
is nullmértékii. De kontinuum szamossiagi nullmértéki halmaz is 1étezik,
példdul a Cantor-féle triadikus halmaz. (Lésd [3] 70. oldal.)

(3) A Riemann-integralhatésdgra vonatkozé Lebesgue-kritérium szerint
f¢ majdnem mindeniitt folytonos. (Lédsd [1] 76. oldal.)

6.15. TETEL. Ha £ az (2, A, P) valdszintliségi mezén értelmezett ab-
szolit folytonos valdszintliségi valtozd, akkor minden a,b € R, a < b esetén
b
Pla<{<b)= /fg(x)dx
a
BIZONYITAS. A 6.8. Tétel és f; definicidja alapjin

Pla<€<0) = Feb) - Fela) = [ Jelodo— [ fee)do = [ fiopi.

6.16. MEGIJEGYZES. Borel-halmazok segitségével a 6.15. Tétel dltala-
nosithatd, ugyanis belathatd, hogy minden B € 5 esetén

P € B) = [ fele)da.

(Lésd [2] 90. oldal.)

6.17. TETEL. Ha az (R, A, P) valszintiségi mezében értelmezett £ va-
16szintiségi valtozé abszolit folytonos, akkor az eloszlasfiiggvénye folytonos
és majdnem mindeniitt differencidlhatd, nevezetesen ahol a siirtiségfiiggvény
folytonos, tovabbd a differencidlhaté pontokban Fi(v) = fe¢(z) teljesil.

BIZONYITAS. Legyen zo € R, r,¢ € RT tetszélegesen adottak. Ek-
kor zg-nak az r sugarti kérnyezetében f; korldtos, hiszen integrélhaté. Igy
létezik M € R, melyre |fe(2)| < M teljesiil minden = € (zg — r, 2o + 1) ese-

i € . .
tén. Ha 6 = min 1 r, Tk akkor minden olyan x esetén, melyre |zg — 2| < 6

teljesiil, igaz hogy

|Fe(wo) — Fe(x)| = /fg(t)dt < Mzg— 2| < M6 < M% =,
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amibdl kovetkezik, hogy az I; minden pontban folytonos.
Ha az f; folytonos az 29 € R pontban, akkor adott ¢ € R* esetén
létezik olyan § € RT, hogy minden x € R, |z — x| < § esetén

|fe(x) = fe(wo)l < e

teljesiil. Ezért minden 2 € R, |2 — z¢| < ¢ esetén

Fe(z) — F, 1 f
w_ﬁ(wo) =l /fg(t)dt—fg(xo) _
1 T
= (50 - s | <
< #5|x—$0| =
|2 — 20|

teljesiil, ami azt jelenti, hogy az I eloszlésfiiggvény x¢-ban differencialhatd,
és Fi{(xo) = fe(wo) Ebbél és az f; majdnem mindeniitti folytonossdgdbdl
kapjuk az allitast.

6.18. MEGJEGYZES. (1) A 6.17. Tétel értelmében, ha F; nem folyto-
nos, akkor £ nem abszolut folytonos. fgy ha ¢ diszkrét valdsziniiségi valtozd,
akkor nem létezik stiruségfiiggvénye, azaz nem abszolit folytonos. Masrészt,
ha ¢ abszolit folytonos, akkor az I's folytonossdga miatt az Fy értékkészlete
nem megszamlalhatd, tehat nem diszkrét.

(2) Létezik olyan ¢ valészintiségi véaltozd, igynevezett kevert valoszi-
niiségi valtozd, amely nem abszolit folytonos, és nem is diszkrét. Péld4ul
legyen

0, haz <0,
F:R—R, F(z):=X 2, ha0<az<1/2
1, haaz>1/2.

Ekkor F'-re teljesiilnek az (F1)—(F4) tulajdonsigok, igy a 6.7. Tétel alapjin
létezik olyan £ valdszinliségi valtozd, melynek eloszlasfiiggvénye F. Mivel
I értékkészlete nem megszamlilhatd, ezért a 6.5. Megjegyzés (2) pontja
alapjan £ nem lehet diszkrét. Mdsrészt F' az = 1/2 pontban nem folytonos,
tehdt a 6.17. Tétel miatt £ abszolit folytonos sem lehet.

(3) Abszolit folytonos £ valdsziniiségi viltozd esetén a 6.17. Tétel és a
6.10. Kovetkezmény miatt P({ = 2) = 0 minden 2 € R-re.
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6.19. TETEL. Ha & az (2, A, P) valdszintliségi mezén értelmezett ab-

o0
szoliit folytonos valdszintiségi valtozd, akkor [ fe(x)dz = 1.

— 00

00 t
BizONYITAS. [ fe(x)dz = Jim [ fe(z)dx = Jim Fe(t) = 1.

6.20. TETEL. Ha az f : R — R nemnegativ fiiggvényre teljesiil, hogy
o0
[ f(z)dx =1, akkor Iétezik egy valdsziniiségi mez8 és azon egy £ abszohit
— 00
folytonos valdsziniiségi valtozé, melynek siirtiségfiiggvénye f.

BiZONYITAS. A siiriségfiiggvény definiciéja és a 6.7. Tétel miatt, elég
azt bizonyitani, hogy az

F:R—=R, F(z):= /f(t)dt

fiiggvényre teljesiilnek az (F1)-(F4) tulajdonsigok. A definicié korrekt,
ugyanis az f integralhaté R-en, ezért barmely részintervalluman is integral-
haté. Igy F minden z-re értelmezett.

(1) Legyen x1 < x5 valés szamok. Az f nemnegativ, tehét

F(zy) = / F)dt < / F(t)dt + / F)dt = / F)dt = F(a»),

ami azt jelenti, hogy F monoton névekvo.

@) lm F(e)= lm | f(t)dt:_}o F)dt = 1.

r oo e Stoo
(3) Legyen (z,) monoton csbkkend —oo-be divergdlé valés szamsoro-
zat. Ekkor az f nemmegativitdsa miatt 7 f(t)dt monoton csékkend, alul-
16l korlatos sorozat, melynek alsé korlzjmt(i]?a példaul a 0. Ezért létezik a
nh—{%o 7 f(t)dt hatarérték, mely nemnegativ. Jeloljiik ezt a hatarértéket a-
—o0

val. Ekkor ¢ > 0 miatt a/2 < a teljesiil, igy az fn f(t)dt sorozat monoton

— 00
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cstkkenése miatt, minden n € ZT esetén

%g / @yt = tim [ f()dt

teljesiil. Ez azt jelenti, hogy minden n € Z* esetén létezik N(n) € ZT,
melyre m € ZT, m > N(n) esetén § < fn f(t)dt teljesiil. Ebbé&l kovetke-

z8en tehdt minden n € Z*1 esetén létezik N(n) € ZT, hogy

Az (z,) tulajdonsidgai miatt létezik egy olyan (nj) : N — N szigordan
monoton névekvé sorozat, melyre x,, ., < —N(ny) teljesiil minden k € Z*
esetén. fgy

T g1 Tny
k-%g / F(t)dt + / F)dt + ...+ / F(t)dt <
—N(ng) —N(ng-1) —N(n1)

< / f(t)dt < 7f(t)dt=1

—N(ng)

minden k € Zt esetén. Tegyiik fel, hogy a > 0. Ekkor az el6z6 egyenltlen-
ség miatt minden k € ZT esetén k < 2/a, ami ellentmond4s. Tehdt a = 0.
Vagyis monoton csckkend —oo-be divergdlé (z,) valds szdmsorozat esetén

lim fn f(t)dt = 0. Mivel az F monoton n6vekvd, ezért az (F2) bizonyi-
tdsdhoz hasonléan beldthatd, hogy tetszbleges —oo-be divergdld (z,,) valds

szdmsorozat esetén teljesiil, hogy lim fn ft)dt = 0. Tgy

xr

lim F(z) = lim f(t)dt = 0.

— 00

(4) Végiil a 6.17. Tételhez hasonléan bizonyithatd, hogy F folytonos.
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6.21. FELADAT. Legyen

f:R—R, [(z)=

a
R).
4 (e €R)

Milyen a esetén létezik £ abszolit folytonos valdszintiségi valtozd, melynek
[ a stiruségfiiggvénye? Hatarozzuk meg £ eloszlasfiiggvényét.

MEGOLDAS. A 6.20. Tétel alapjan

T a [ 1/2 a o0 am
L ge =t 2 g = Yarctg(e/2 _am_y
/x2—|—4 =3 / @22+ 1" glarctg(e/2)] Z =5 =1

melybdl ¢ = 2/7 teljesiil. Ekkor f nem negativ, ezért ilyen a érték mellett
[ struségfiiggvény. Igy létezik egy olyan & valdszintliségi valtozd, melynek
2

a struségfiiggvénye. Az ehhez tartozd eloszlasfiiggvény definicié szerint

/fg fdt = ﬂ/aéf it =~ [aeetg(1/2)]” =

1 ¢ x 1
=y orete (2) + 2

6.22. TETEL. Legyen £ egy (R, A, P) valdszintliségi mezén értelmezett
abszolit folytonos valdsziniiségi valtozé. Ha egy g : R — R fiiggvény foly-
tonosan differencidlhaté és a differencidlhdnyadosa sehol sem nulla, akkor
n = g () is abszohit folytonos valésziniiségi valtozd, tovabba a stirtiségfiigg-
vénye

fe (g7 (@)
/i R—=R, fn(x) = ‘gl<g_1($))‘ 7
0, ha$¢g(R)7

ha z € g(R),

ahol g1 a ¢ inverzfiiggvénye.

BiZONYITAS. A ¢ fiiggvény differencidlhatd, ezért folytonos. Masrészt
az 5.11. Megjegyzés és az 5.12. Tétel alapjan ¢ (£) valészintiségi véltozd. A
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¢’ folytonos és sehol sem nulla, igy a jeltartds miatt ¢'(x) > 0 vagy ¢'(z) < 0
minden z € R esetén. Ebbol kévetkezik, hogy ¢ szigoriian monoton névekvé
vagy csOkkend, ami azt is jelenti, hogy ¢ invertalhaté fiiggvény. Tegyiik fel,
hogy ¢ szigortian monoton névekvd. Ekkor ¢'(2) > 0 minden 2 € R esetén,
igy ha = € g(R), akkor ¢’ (¢~!(z)) > 0. Ezért azt kell megmutatni, hogy az

f:R—=R, f2)=< ¢'(¢7' ()"’ ha 2 € g(R),
0, ha z ¢ g(R)
fiiggvényre )
- / F(tydt 6.7)

teljesiil minden = € R esetén. Az integral létezik, mert f; majdnem min-
deniitt folytonos, és a ¢ fiiggvény folytonosan differencidlhaté. A ¢ fiigg-
vény folytonossdga és szigori monotonitdsa miatt g(R) = (a,b) alakd, ahol
a,be RU{—00,0}.

(1) Ha a # —o0, akkor legyen x <a. Ekkor z ¢ g(R), igy ff t)dt=0.

Masrészt F,,(z) = P(n < 2) = 0, hiszen R, C g(R), igy (6.7) teljesul.
(2) Ha = € g(R), akkor

_Z f(t)dt:_Z f(t)dt—|—jf(t)dt:_ZOdH—j%dt:
57 ()

/f£ 5 11((;5 dt = y—>a+0_z)fg( u)du = F (g_l(x))—

- Im Fe(g7) = Fe(97 @) - lim Fely) =

y—a+0
= Fe(97(0) = P(€<07(0)) = P(y < 2) = Fy(a).
Tgy (6.7) teljesiil. Az integrélasban u = g~1(t) helyettesitést alkalmaztunk.
(3) Ha b # oo, akkor legyen & > b. Ekkor 2 ¢ ¢g(R), igy a (2) pont

felhasznaldsaval
b

j ()t = / F)dt + / fd = tim / FO)dt + / 0dt =

b
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= lim_Fy(y) = Fy(0) = Py < b) = 1.

y—b—0

Masrészt b, (z) = P(n < z) = 1, igy (6.7) teljesiil. Ezzel szigortian mono-
ton névekvo ¢ fiiggvény esetén bizonyitottuk a tételt. Szigordan monoton
csokkend esetben hasonléan jarhatunk el.

6.23. FELADAT. A 6.21. Feladat megoldasaban lattuk, hogy létezik
olyan ¢ valészintiségi valtozé, melynek f : R — R, f(z) = 2/7(a? + 4)
a strliségfiiggvénye. Hatarozzuk meg az 7 := exp(£) valdsziniiségi valtozd
stiruségfiiggvényét.

MEGOLDAS. Legyen ¢ : R — R, g(z) = exp(z). Ekkor teljesiilnek
a 6.22. Tétel feltételei. fgy az 1 abszolut folytonos valdszintiségi valtozd.
Felhasznélva, hogy g(R) = R*, g7 1(z) = logz és ¢'(z) = exp(z), kapjuk,
hogy
Je(97M (@) _ 2/n(4 +1og” z)

l9'(971 ()| |exp(log z)]
igy
2
—  haz>0
i R—=R, f,(z)=< 7(4+log”z)z
0, ha z <0.

6.24. MEGJEGYZES. Az eloszlasra, eloszldsfiiggvényre és slirliségfiigg-
vényre tovibbi példidkat a 8. és 9. fejezetben taldlhat az olvasé.
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7. Valosziniiségi valtozo paraméterei

Varhato érték

Egy szerencsejitékban 6 forint a nyeremény, ha dobdkockan 6-ost do-
bunk. Minden més esetben annyi forint a veszteség, ahanyast dobtunk.
Kérdés, hogy érdemes-e jatszani ezt a jatékot, azaz hosszd tavon atlag-
ban nagyobb lesz-e a nyereség mint a veszteség? Példaul, ha Otszor jat-
szunk, és a dobdssorozat eredménye (2,6,1,2,3), akkor jatékonként &tlag-
ban (-2 +6 —1—2— 3)/5 = —2/5 forintot ,nyertiink”, azaz 2/5 forintot
veszitettiink. A kés6bbiekben targyalt Bernoulli-féle nagy szamok térvénye
pontosan azt fejezi ki, mint a jegyzet bevezetésében leirt gyakorlati tapasz-
talat, vagyis nagy szamui kisérlet esetén a relativ gyakorisag a valdsziniség
koriil ingadozik. fgy ha ezt a jitékot n-szer jitszottuk, ahol n nagy szdm,
akkor példdul 6-ost koriilbelill n - 1/6-szor dobtunk. Ebbél kovetkezéen n
dobas utdn jatékonként atlagban koriilbeliil

—1-n-%—2-n-%—3-n-%—4n %—5-71-%{—6 n-%:
n
1121?)14151+61_3
6 6 6 6 6 6 2

forint a nyereség, azaz 3/2 forint a veszteség. Vagyis hosszi tdvon ezt nem
érdemes jatszani. Ezt a szdmot a nyeremény varhaté értékének nevezziik.
A nagy szamok gyenge torvénye fogja garantilni azt, hogy nagy szami
fiiggetlen megfigyelés esetén az atlag a varhaté érték koriil ingadozik. Ezért
jogos az elnevezés. A példaban leirtakat a kévetkezd definiciéban foglaljuk
Ossze.

7.1. DEFINICIO. Legyen £ az (Q,.A, P) valészintiségi mez6n értelme-
zett valdsziniiségi valtozd.

1) Ha ¢ diszkrét és Ry = {z1,24,...}, tovadbbd a > p;|x;| < oo, ahol
g
p; = P(€ = z;), akkor az

E¢) = szwz

szdmot a £ varhaté értékének nevezziik. Ha az abszolit konvergencia
nem teljesiil, akkor {-nek nem létezik varhaté értéke.
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(2) Abszolit folytonos £ esetén, ha [ |z| fe(z)dz < oo, akkor az

o0

E¢) = /xfg(x)dac

— 00

szamot a & varhatd értékémek nevezziik. Ellenkezé esetben £-nek nem
létezik varhaté értéke.

7.2. MEGIJEGYZES. (1) A 7.1. Definicié (1) pontjdban az {z1,z2,...}
jelolhet véges, vagy megszamlalhatdéan végtelen halmazt is. Végtelen eset-
o0
ben > p;x; a Y p;x; sordsszeget jeloli. Ha ekkor nem kétnénk ki az ab-
% =1
szolut konvergenciat, akkor nem biztos, hogy a sor egy atrendezésének az
Osszege megegyezne az eredeti sordsszeggel. A sor dtrendezhetGségére azért
van sziikség, mert az z; elemek indexelése 6nkényes, és nem volna értelme
definidlni {-nek egy olyan paraméterét, melynek értéke fiigg a £ értékeinek
sorrendbeallitasatol. .
Véges esetben, azaz ha R = {x1,22,...,2,}, D piZ; a Y, p;x; Ossze-
% =1
get jeloli. Ekkor természetesen ) p;|z;| < oo mindig teljesiil, ezért véges

K3
esetben mindig létezik a varhaté érték.
(2) Abszolit folytonos esetre a diszkrét eset kdzvetleniil nem viheté &t,
mert P(§ = ) = O minden z € R-re. Azonban analdg formulat nyerhetiink,

ha &-t kis intervallumokon egyetlen értékkel, példaul az intervallum alsé
végpontjaval helyettesitjiik. Ekkor

E@) = szP(xz <E<aip) = sz / Je(z)de ~ / z fe(x)de.

Ezt frtuk le a 7.1. Definicié (2) pontjaban.

(3) Az F(&) varhaté érték csak £ eloszlasfiiggvényétél fiigg. Vagyis ha
£ és 1) valésziniiségi viltozdk azonos eloszlastiak — ezalatt azt értjiik, hogy
megegyezik az eloszlisfiiggvényiik —, akkor F(£) = E(n).

(4) A valdszintiségszamitas altaldnos targyaldsidban a varhaté értéket
az E(¢) := [&(w)dP(w) tgynevezett Lebesgue-féle integrallal definidljdk,

Q
fiiggetleniil attdl, hogy & diszkrét, abszolit folytonos vagy kevert valészini-
ségi valtozé. (Lasd [4] 24. oldal és [1] 60. oldal.) Bizonyithatd, hogy diszkrét
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illetve abszolit folytonos valdszintiségi valtozdk esetén a 7.1. Definicié ezzel
ekvivalens. (Ldsd [4] 26. és 34. oldal.) A tovabbiakban mi csak diszkrét
illetve abszolut folytonos valdszintiségi valtozdkrdl beszéliink, és varhatd ér-
téket is csak az ilyen valdsziniiségi valtozékhoz rendeliink.

7.3. FELADAT. Egy gép az inditégomb megnyomadasara 0,05 valdszi-
niiséggel kezd el mitkédni. A gombot annyiszor nyomjuk meg, amig a gép
mitk6désbe nem p. Legyen £ a gomb megnyomadsanak a szima. Hataroz-
zuk meg £ virhaté értékét.

MEGOLDAS. Legyen p:= 0,05és ¢ := 1 —p Feltessziik, hogy az egyes
inditdsok egymadstdl fiiggetlenek. Ekkor x; = i, (1 € ZT) és p; = pgi~!
teljestil. Ebbol

o0 o0 o0 o)
pilzi| = pixi: pqi_l-i:pi (¢") =
i=1 3 ] =1

—p(Zq) —p(%)I:%:m«m

kovetkezik, azaz 1étezik a varhaté érték és E(£) = 20.

7.4. FELADAT. Legyen ¢ : Zt — R, £(k) := 2%, és (py) : R — [0,1],
pr = P(€ = k) := 1/k. Hatdrozzuk meg ¢ varhaté értékét.

MEGOLDAS. A feladatban megadott (pj) eloszlds, ugyanis

1/2
Zpl_zsz:1—1/2:

Madsrészt
o0

sz|$z|—zpzwzzz L 2k

1 = o0,
i=1 i=1

amibdl ké')vetkez1k, hogy nem létezik virhaté érték.

7.5. FELADAT. Legyen f: : R — R, fi(z) = e~I”l/2. Hatdrozzuk
meg £ varhaté értékét.

MEGOLDAS. Az f; nemnegativ és paros fiiggvény, ezért

o0

/ fe(z)de = / ~lel gy = /e‘xdac - {—e—l’};@ —1

— 00 0
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teljesiil, vagyis f; stirtiségfiiggvény. Masrészt

o0 o0 1 o0 o
/ |2| fe(x)da = / |$|-§e_|x|dw = /xe_l’dw = {—e_x(l—l-x)} . = 1< oo,
o —o 0

vagyis ltezik a varhaté érték. Ezért x f¢(z) paratlansidga miatt

o0

E@) = / x - %e_ll’ldx =0.

— 00

7.6. FELADAT. Legyen f: : R — R, f¢(z) := 2/7(2? +4). Hat4rozzuk
meg £ varhaté értékét.

MEGOLDAS. A 6.21. Feladatban mar bizonyitottuk, hogy f; siirtiség-
fiiggvény. Masrészt

o0

Z olfelote = [ A5 =

[ 2 =
=2 [ do = = [log(a? +4)| =,
/ﬂ($2+4)$ - og(z” + )0 o0
0
tehdt {-nek nem létezik a varhato értéke.
7.7. TETEL. Legyen £ az (2, A, P) valdsziniiségi mezén értelmezett
diszkrét valdsziniiségi viltozé és g : R — R Borel-mérhetd fiiggvény. Ha

Re = {1, 22,...}, akkor p; := P(§ = z;) jeloléssel

E@9() = D_piglwi),
feltéve, hogy 3 pilg(xi)| < oc.

BIZONYITAS. A tétel feltételeibél kovetkezik, hogy ¢(€) is diszkrét va-
16szintiségi valtozé. Igy a 7.1. Definiciébdl adddik az Allitas.

7.8. TETEL. Legyen & egy (Q,.A, P) valdsziniiségi mezén értelmezett
abszolit folytonos valdsziniiségi viltozé. Ha egy g : R — R fiiggvény min-
den pontban folytonosan differencidlhatd, tovabba a differencidlhdnyados
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o0
sehol sem nulla, akkor [ |g(2)| fe(z)dz < oo esetén a g(§) valSszintségi
— 00
valtozénak is létezik varhato értéke és
o0

E(g(¢)) = / o) fe ()

— 00

BiZONYITAS. A 6.22. Tétel bizonyitdsdban lattuk, hogy ekkor ¢ szi-
gorian monoton. Legyen példiul g szigorian monoton névekvs. A tétel
feltételeibél a 6.22. Tétel alapjan kovetkezik, hogy 7 := ¢(£) is abszolit
folytonos valdsziniiségi viltozd, és surliségfiiggvénye

fi: R=R, fiz)={ ¢'(¢7 ()’ ha z € g(R),
0, ha z ¢ g(R).

Ekkor g(R) := (a,b) jeloléssel, ahol a,b € R U{—o0,x},

o0 4 _1
/xfn(x)dx: lim lim /xwdx =
z—b—0 \ y—a+0 g’ (g—l (x))
o Y
97'(2) o) o
T . & ! —
= dm | tm [ 0L S0 | = [ oo
97 (y) o0
teljesiil. Hasonléan bizonyithaté, hogy f || f (2 f lg()] fe(?)

melybél adddik az allitds. Az mtegralasnal t=yg 1( ) helyette51test alkal-
maztunk, tovabba felhasznéltuk, hogy

1 _ . 1 _
Jm g7 () =00, & lm g7 (y) = —co.

Ha ¢ szigorian monoton cstkkend, akkor hasonléan bizonyithatjuk a
tételt.

9. MEGJEGYZES. Bizonyithat4, hogy a 7.7. Tétel minden ¢ : R —
R Borel-mérhetd fiiggvény esetén igaz. (Lasd [4] 34. oldal.)
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7.10. TETEL. Legyen £ egy (Q,.A, P) valdszintiségi mezén értelmezett
val6sziniiségi valtozo, melynek létezik a varhato értéke. Ekkor ¢ € R esetén
c&-nek is Iétezik varhaté értéke, tovabba

E(ef) = cE(£),
azaz a varhatd érték homogén.

BiZONYITAS. Ha ¢ = 0, akkor az allitds trividlis. Ha ¢ diszkrét, akkor
c€ is diszkrét, tovabba

Epi|cxi| = |¢| Ep2|$2| < oo és Epi(cxi) = CZPNCZ‘,

igy a 7.7. Tétel alapjan igaz az allitdas. Ha ¢ # 0 és £ abszolit folytonos,
akkor c£ is abszolit folytonos a 6.22. Tétel miatt. Masrészt

7|C$|f§($)d9€<00 és 7(C$)f5($)d$207$f5($)d96,

igy a 7.8. Tétel alapjan E(c) létezik és E(cf) = cL(§).

7.11. TETEL. Legyen £ egy (Q,.A, P) valdszintiségi mezén értelmezett
val6sziniiségi valtozd, melynek létezik a varhaté értéke.

(1) Ha minden w € Q esetén {(w) > 0és E(£) = 0, akkor P (£ = 0) = 1.
(2) Ha ¢ € R esetén P(£ = ¢) = 1 teljesiil, akkor F(£) = c.

BiZONYITAS. (1) Ha ¢ diszkrét valdsziniiségi valtozd, akkor E(£) =
> pix; =0, ami p; > 0 és z; > 0 miatt csak tigy lehet, ha p;2; = 0 minden

t-re. De minden 7 esetén 2; # 0 nem teljesiilhet, mert ekkor p; = 0 miatt
> pi = 1 nem teljesiil. Igy létezik olyan j, melyre z; = 0. Ebb8l ) p; =0
i i#i
kovetkezik, igy 1 = > p; = > p;+p; miatt p; = 1, ami &llitdsunkat igazolja.
i 1#]

Ha ¢ abszolit folytonos, akkor z < 0 esetén Fy(z) = P(£ < z) =
miatt f¢(z) = F{(v) = 0 kévetkezik majdnem mindeniitt. Igy az E(¢)
feltétel miatt

0
0

o0 o0

BE) = [ afe)in = [afe)dr =0

— 00 0
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melybdl fe > 0 miatt kovetkezik, hogy barmely ¢ € RT esetén

o0

o= Jorim -

teljesiil. Mésrészt 1 = [ fe(z)da v)dz miatt létezik ¢¢ € RT,

melyre f Je(z)da > 0 teljesiil, ami ellentmondds. Tehat £ nem lehet abszo-
Lat folytonos valdszintiségi valtozé.

(2) A 6.18. Megjegyzés (3) pontja miatt £ nem abszolit folytonos valé-
sziniiségi vailtozd. Mdasrészt 1étezik a varhatd érték, ezért & diszkrét valdszi-
niiségi valtozé. Ebbdl kovetkezben R := {c,z1,22,...} és p; := P(£ = ;)

jeloléssel
) :1-c—|—zpixi:c—|—20-xi =c
addédik, mert p; = P(€ #¢) =

7.12. TETEL. Legyen ¢ egy (Q,.A, P) valdszintiségi mezén értelmezett
valSsziniiségi valtozd.
(1) Ha & diszkrét vagy abszolit folytonos, tovabba korldtos, azaz létezik

k, K € R, hogy minden w € Q esetén k < £(w) < K, akkor Iétezik a varhaté
értéke, tovabbd k < E(£) < K.

(2) Ha {-nek Iétezik a varhatd értéke és Iétezik k € R, hogy minden
w € Q esetén k < {(w), illetve {(w) < k, akkor rendre k < E(£), illetve
E() < k.

(3) Ha ¢ konstansfiiggvény, azaz létezik olyan ¢ € R, hogy minden
w € Q esetén {(w) = ¢, akkor Iétezik a vdrhatd értéke, tovabba L(£) = ¢
teljesiil.

BizONYITAS. (1) Ha Re = {1, 22,...}, azaz { diszkrét valdsziniiségi
valtozd, akkor k < z; < K minden z; € R esetén. L := max (|k|,|K])
jeloléssel |z;| < L miatt

Z |2i|p; < ZLpi = LZ}% =1,
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hiszen ) p; = 1. Tehdt 1étezik a virhaté érték. M4srészt
i

k= kZPi = Ekpi < Z%‘Pi =E@) < Effpi = szi =K

teljesiil, vagyis ekkor igaz az allitas.

Most legyen £ abszolut folytonos valdszintiségi valtozé. Ha z < k, akkor
Fe(z) = P(€ < 2) =0, illetve ha 2 > K, akkor F¢(z) = P({ < z) = 1.
Ezért a 6.17. Tétel miatt v ¢ (k, K) esetén f¢(v) = F{(z) = 0 majdnem

mindentitt. fgy
K

1= 7 felo)da = [ fea)i.

Ekkor hasonldéan mint az elobb

K

7 2] fe()de < L/fg(w)dw =1L,

k

vagyis létezik a varhaté érték. Emiatt

K K K 0o
k=k | fe(x)de = [ kfe(z)dz < [ zfe(z)de = z fe(z)da =
Jtews [z [osiene |
K K
=FE() < | Kfe(x)de = K | fe(e)dz = K,
o=

ami az allitasunkat igazolja.
(2) Az (1) ponthoz hasonléan bizonyithatd.

(3) Mivel ¢ < £(w) < ¢ teljesiil minden w € Q esetén, igy az (1) pont
miatt ¢ < F(£) < ¢, vagyis E(£) = c¢. A tétel kozvetleniil definicié alapjan
is bizonyithatd.

A virhaté érték tovabbi vizsgdlatdhoz sziikségiink lesz a kévetkezo fo-
galmakra és tételekre.

7.13. DEFINICIO. Legyen £ és n az (2, A, P) val6sziniiségi mezén
értelmezett valdsziniliségi valtozdk.
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(1) Ha £ és n diszkrét valdsziniiségi valtozdk, akkor £ és 7 egyiittes
eloszlasan az

(Prea) s Re X Ry — [0,1],  pryi= P(E=k,n=1)
sorozatot értjiik, ahol {& = k,n =1} = {{ =k}{n=1}.
(2) £ és n egyiittes eloszlasfiiggvényén az
Fep: RP—[0,1), Fe,(z,y) = P(£<z,n<y)

kétviltozds fiiggvényt értjiik, ahol {¢€ < 2, < y} = {{ <z} {n < y}.

(3) € és 1 egyiittes eloszlasat abszolut folytonosnak nevezziik, ha
létezik olyan f;,: R? — R nemnegativ fiiggvény, melyre

Ty
Fey(z.y) = / /fg,n(u,v)dvdu

— 00 — 00

teljesiil minden z,y € R esetén. Az f,, fiiggvényt a { é 7 egyiittes
siirtiségfiiggvényének nevezziik.

7.14. TETEL. Ha az (2, A, P) valdszintiségi mezén értelmezett £ és n

val6sziniiségi valtozok egyiittes eloszldsa abszolit folytonos, akkor £ és 1 is
abszolit folytonos, tovabbd minden z,y € R esetén

fe() = / fenlt )y & foly) = / fen(,y)de.

7.15. DEFINiCIO. Egy (Q,.A, P) valészinliségi mez6n értelmezett £ és
7 valésziniségi viltozdkat fiiggetleneknek nevezziik, ha minden z,y € R
esetén F¢ ,(z,y) = Fe(x)F,(y) teljesiil.

7.16. MEGJEGYZES. Bizonyithaté, hogy az el6zé definicié ekvivalens
azzal, hogy minden B;, By € B esetén

P(£€ Bi,n€ By)=P({€ B1)P(n€ By),

ahol {£ € By,n€ By} :={£ € Bi}{n€ Bsy}.
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7.17. TETEL. Legyen az (2, A, P) valdszintiségi mezén értelmezett £
és 1 valdsziniiségi valtozdk egytittes eloszldsa abszolit folytonos. A £ és 7
akkor és csak akkor fiiggetlen valSsziniiségi valtozdk, ha egy nullmértékii
halmazt kivéve minden z,y € R esetén f¢ ,(z,y) = fe(x)f,(y) teljesil.

Ezeknek a tételeknek a bizonyitdsira és az egyiittes eloszlasok tovabbi
részletesebb vizsgilatara még sor keriil egy 6nall6 fejezetben. Most térjiink
vissza a varhaté érték tovabbi tulajdonsigaihoz.

7.18. TETEL. Legyen & és 1 az (2, A, P) val6sziniiségi mezén értelme-
zett diszkrét valdszintiségi valtozdk és g : R? — R Borel-mérheté fiiggvény.
Ha R; = {z1,22,...} & R, = {vy1,92,...}, akkor p;; == P({ = 24, = y;)

Jjelbléssel
(2%

feltéve, hogy Zpij|g($i73/j)| < 0.
27]

BiZONYITAS. Az 5.12. Tétel miatt ¢(&, ) diszkrét valdsziniiségi valto-
70, igy a tétel a 7.1. Definicié kévetkezménye.

A kovetkezd fontos tételt bizonyitds nélkiil mondjuk ki. (A bizonyités
megtalalhaté [4] 98. oldalédn.)

7.19. TETEL. Legyen az (2, A, P) valészintiségi mezén értelmezett £ és
n valésziniiségi valtozdk egyiittes eloszlasa abszohit folytonos. Ha g:R? — R
Borel-mérheté fiiggvény, akkor

E(g(&n)) = / /g(wvy)fg,n(%y)dwdy,

—0o0 =00
feltéve, hogy az egyenl6ség valamelyik oldaldn levé mennyiség Iétezik.

7.20. TETEL. Legyen az (2, A, P) valdszintliségi mezén értelmezett £
és 1 valdsziniiségi viltozck egyszerre diszkrétek vagy abszolit folytonosak.
Ha £-nek és n-nak Iétezik a varhatd értéke, akkor £ +n-nak is létezik, tovabba

E€+n)=EE)+EM),

azaz a varhatd érték additiv.
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BiZONYITAS. Ha £ és 1 diszkrét valdszintiségi valtozdk, akkor legyen
g:R? = R, g(v,y) := v + y. Ez folytonos, tehat Borel-mérhetd fiiggvény.
Ekkor > {{ =z;} = > {n=y;} = Q miatt

@ J

Zpulg(wi,w)l = Zpiﬂ%‘ +y;l < Zpi]’|$i| + Zpij|@/]’| =
2¥) 2,7 1,7 1,7
S ST
i J
* ZP(Z{5 =T = yj})lyjl =
J 13
- Zp(g = z;)|es] + Zp(n = y)ly;| < =,
! J

hiszen létezik E(£) és E(n). Igy a 7.18. Tétel miatt E (£ + 1) létezik és az
el6z6 levezetéshez hasonléan kapjuk, hogy

E(€+n)= E(g(fm)) = Zpijg(wia@/j) = Zpij(fﬁi +yj) =
=D P =wwi+ ) Pln=y;)y; = EE) + En).

Abszolit folytonos esetben csak akkor bizonyitjuk az allitast, ha létezik
az egylittes slirliségfiiggvény. Ekkor a 7.19. és 7.14. Tételekbdl kivetkezik,

hogy

E(§+n) = 7 7(w+y)fg,n($7y)dwdy= 7 ]wag,n(l‘,y)dwdwr

+ 7 73/f£777($73/)d$d3/: 796 7fg,n($7@/)dy da+
/ / fenlesy)de | dy = 7 o fe(w)da + joyfn(y)dy:
£©)+ E (). - -

(Altaldnos esetben a tétel bizonyitésa megtalalhaté [1] 62. oldalén.)
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7.21. KOVETKEZMENY. Ha az (2, A, P) val6sziniiségi mezén értel-
mezett egyszerre diszkrét vagy abszolit folytonos &1,&,, . .., &, valészintiségi
n

valtozdknak létezik a varhatd értéke, akkor Y ¢;€; valdsziniiségi vdltozénak

=1
is Iétezik a vdrhaté értéke, ahol ¢y, cs,...,c, € R, tovabba
i3 i3
£(3et) - S,
vagyis a varhatd érték linedris.
7.22. TETEL. Ha az (Q,.A, P) valSsziniiségi mezén értelmezett £ va-

I6szintiségi valtozénak Iétezik a varhaté értéke, akkor £ + c-nek is Iétezik a
varhat6 értéke minden ¢ € R esetén, toviabba

E({€+c)=E()+c.

BiZONYITAS. (1) Mivel ¢ tekintheté egy diszkrét valésziniiségi valto-
zénak, ezért ha £ diszkrét, akkor a 7.20. Tételbél és a 7.12. Tétel (3) pontja
alapjan F (£ +¢) = F (&) 4 E(c) = E (&) + ¢ teljesiil.

(2) Ha £ abszolit folytonos, akkor a 7.20. Tétel mar nem alkalmazhaté.
Viszont a 7.8. Tétel feltételei teljesiilnek, igy

/ |2 4 ¢| fe(z)da < / || fe(a)dx + |e| < o0

miatt F(£ + ¢) 1tezik, tovabbd

E(£+0) :/(x + ¢)fe(x)dx :/xfg(w)dx + c/fg(x)dw =FE()+ec.

7.23. TETEL. Legyen & és n az (2, A, P) valdsziniliségi mezén értel-
mezett valdszintliségi valtozék. Ha £-nek és n-nak Iétezik a varhatd értéke,
tovabbad £(w) > n(w) minden w € ) esetén, akkor E(£) > F(n) teljesil.

BIZONYITAS. A tételt csak akkor bizonyitjuk, ha £ és 1 egyszerre diszk-
rétek vagy abszolut folytonosak. Ekkor a varhatd érték linearitasidbdl és a
7.12. Tétel (2) pontja alapjan 0 < {(w) — n(w) miatt 0 < E(§ —n) =
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E(€) — E(n), ami 4litdsunkat igazolja. (Altaldnos esetben a tétel az [1] 54.
oldal A Tételének kovetkezménye.)

7.24. TETEL. Ha az (2, A, P) valdszintiségi mezén értelmezett £ és
1 fiiggetlen valSsziniiségi valtozck egyszerre diszkrétek vagy abszohit foly-
tonosak, tovabba £-nek és n-nak Iétezik a virhaté értéke, akkor £n-nak is
Iétezik, és

E(&n) = EE)EM)-

BiZONYITAS. (1) Ha £ és 1 diszkrét valdsziniiségi valtozdk, akkor le-
gyen g : R? — R, ¢(z,y) := zy. Ez folytonos, tehdt Borel-mérhetd fiigg-
vény. Legyen R¢ := {z1,22,...}, By = {y1,y2,...}, pi == P& = ),
p; = P(n = y;) é pij = P(& = z;,n = y;). Ekkor a fiiggetlenség és a
7.16. Megjegyzés miatt p;; = p;p; teljesiil. Ebbél, tovabba az E(£) és E(n)
1étezésébdl

Epulg ziyj)| = prlwzyyl = szpylwzllyjl =
= Ep2|$2| Epﬂy;l < 0.

Igy a 7.18. Tétel miatt E(&n) létezik, és

&n) = Zpijxiyj = Zpipj$i3/j = (me) (ijyj) = E(6)E(n).

(2) Ha & és 1 abszolit folytonosak, akkor csak abban az esetben bizo-
nyitjuk az allitast, ha létezik az egyiittes stiruségfiiggvény. Ekkor a 7.19. és
7.17. Tételek alapjin

Ewmi//wﬁwyMW—//km )£y (9)dardy =

:/@M@ 7mmm d =

o0 o0

| [es@ac| | [ s ) = E©E0)

— 00 — 00
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teljesiil. (Altaldnos esetben ldsd [4] 88. oldal.)
Szorasnégyzet

Egy szerencsejatékban akkor nyeriink, ha érmével fejet dobunk, ellenke-
76 esetben veszitiink. Bar ekkor a tét nagysdgatdl fliggetleniil a nyeremény
varhat6 értéke mindig 0, ennek ellenére példaul 100 000 forintos tétnél na-
gyon meggondolndnk, hogy jatszuk-e ezt a jatékot. Nyilvan azért, mert
ekkor igaz sokat lehet nyerni, de vesziteni is. Vagyis minél nagyobb a tét,
annil nagyobb a nyeremény eltérése, szérédasa a varhatd értéktdl.

Ebben a részben ezt a szérddast fogjuk jellemezni. De mit vilasszunk
a szérédés mértékének? Elsd ranézésre a szérédésrdl a £ — E(£) varhatd ér-
téke, azaz az F (£ — F(£)) ad felvildgositast. A 7.22. Tétel alapjin azonban
ez mindig 0, vagyis ennek a kifejezésnek nincs informaciétartalma a szérasra
vonatkozdan. Természetesen azért, mert a negativ irdnyu eltérések atlaga
megegyezik a pozitiv irdnyival, igy ezek kiegyenlitik egymast. Ebbdl kivet-
kezden a széras mértékéiil célszerii az F(|{ — E(£)|) értéket valasztani, ami
mar megfelelne, de technikai okok miatt praktikusabb a kovetkez6 definicid.

7.25. DEFINICIO. Legyen £ az (2, A, P) valdsziniiségi mezén értel-
mezett valdsziniségi valtozd, melynek létezik a varhatd értéke. Ekkor ¢

D(€) = VE((§ - E©)?).

szorasnégyzete pedig

D*(¢&) = E (& - E©)"),
feltéve hogy létezik ez a varhatd érték.

7.26. MEGIEGYZES. (1) Definicié szerint véges £ valdszintiségi vélto-
zénak létezik varhaté értéke. Mdsrészt ekkor (& — F(£))? is véges, igy £-nek
a szérasa is 1étezik.

(2) Vérhat6 értékkel rendelkezd valdszintiségi véltozénak nem mindig
van szérasa. Péld4ul legyen Q := ZT U {0}, A az Q hatvdnyhalmaza és
P : A — R olyan valésziniiség, melyre p; = P({i}) := 3/4'T! teljesiil.
Ekkor p; eloszlast hatdroz meg, ugyanis . p; = 5. 3/4'F! = 1. Legyen

=0 =0
2i+1
£:ZTU{0} =R, ((i):=2:= :

- 1.
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Ekkor ¢ az (2, A, P) val6sziniiségi mezdben egy valdszintiségi valtozd, mely-
nek létezik a varhaté értéke. Ugyanis

o0

= 2i+1 3 1 (2 3
Z|$i|Pi: _1‘W:Z+E(3 _1)4PT:
=0 =0 =1
1 /(1 3 I «— 1 & 3
~ 4 Z(2i+1 4i+1):1+22¢+1_z4i+1 =
i=1 i=1 i=1
S SN S NG S
4 1-3F 1-% 4 2 4 2
tehdt a > a;p; sor abszolit konvergens. fgy
0
PO =Y e =3 (5 1) g -
S T
- i+l 4i - L T — %
i=0 2t -5 1-3

melybél (€ —

E(£))? = €2, vagyis £-nek pontosan akkor létezik a szérasnégy-

zete, ha {2-nek van virhaté értéke. Ez viszont nem teljesiil, mert

. 2
Lm a3p;
T— 00

vagyis z?p;

] 2i+1 2 3
- z]l—>nolo ( 3 1) 4T
4 . 4 _ 3 1 1 3 1
=1l 4 — =241} —=1 -4 — ) ==
i (9 3 + ) P R (3 2 + 42+1) 3’

o0
nem nullsorozat, igy > #%p; sor nem konvergens.
0

(3) Az €l6z8 példdban arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy a virhaté
értékkel rendelkezé £-nek pontosan akkor van szérasnégyzete, ha £%-nek

is létezik a
esetben is.

varhaté értéke. Ez természetes ha F({) = 0, mint ebben az
De mi van akkor, ha F(£) # 0 7 Vajon ekkor milyen feltétel

D?*(¢) 1étezéséhez az FE(£?) létezése? Erre ad feleletet a kovetkezd tétel.

7.27. TETEL. Legyen & az (Q,.A, P) valSszintiségi mezé egy vdrhatd
értékkel rendelkezd valdszintiségi valtozdja.
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(1) A £ valdsziniiségi védltozdnak pontosan akkor Ilétezik szérdsa, ha
£%-nek létezik a varhatd értéke, és ekkor

D*(¢) = £ (&%) - E*(9).

(2) Altaldnositva, £-nek pontosan akkor Iétezik szérésa, ha (€ —c)?-nek
Iétezik a varhaté értéke, ahol ¢ € R tetszbleges konstans, és ekkor

2

D) = B((¢ = oF) = (B©) - ).

BiZONYITAS. (1) Eldszor tegyiik fel, hogy létezik E(£2) Ekkor a
varhaté érték linearitdsabdl kovetkezik, hogy

E(€) = B2€) = B (€%) = 2B(€) E(§) + F*(¢) =
= B(€ - %B(©) + FX(¢)) = £ ((5 - E(&))2) = D*(©).

Megforditva, ha £-nek létezik a szordsnégyzete, akkor el6szér be kell
latni, hogy létezik F (52) Ha ¢ diszkrét valészinuiségi valtozé, akkor azt
kell beldtnunk, hogy > (z; — m)?p; < oo-b8l 3 a?p; < o< kdvetkezik, ahol

m = E(£), Re := {x1,29,...} é p; .= P (£ = z;). Tegyiik fel, hogy ez nem
teljesiil, vagyis > 2%p; = oo. Ekkor

Zm2pi =m? é Z —2mx;p; = —2m?
i i

teljesiil. Ebbdl kévetkezik, hogy > (—2ma;p; + m?p;) = —m?. Mivel felte-

vésiink szerint > 2%p; = oo, igy az eléz8ek miatt
i

Z(%‘ —m)’p; = Z (ffpz = 2ma;p; + m2pi) =

= wapz + Z (—2ma;p; + m*p;) = o0,

ami ellentmondaés.
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Folytonos esetben azt kell bizonyitani, hogy [ (z — m)® fe(z)dz <

esetén [ 2% fe(z)de < oo teljesiil. Itt is indirekt dton bizonyitunk. Tegyiik

— 00

fel, hogy [ 22 f¢(z)dz = oo. Ekkor

/ m? fe(z)dz = m*  és / —2mz fe (z)dx = —2m?
teljesiil. Igy ?(—mefg(x) + m2f5(x)) dv = —m?. Ebbél viszont az
kovetkezik, hoé;o
/ (z —m)? fe(z)dz = / (962]‘5(36) —2ma fe(x) + mzfg(x)) de =
= / 2? fe(x)dz + / (—Qmwfg(w) + mzfg(x)) dx = oo,

ami ellentmondés. Tehat D?(¢) létezésébdl kovetkezik E (£?) létezése. Mar
csak az egyenlOséget kell megmutatni, ami pontosan gy térténik mint a
bizonyitas elején.

(2) Hasonléan bizonyithatjuk mint az el6bb, hogy E((£ — ¢)? 1étezésé-
nek sziikséges és elégséges feltétele, hogy F (52) létezzen, ami sziikséges és

elégséges feltétele a D?(£) 1étezésének. fgy mar csak az egyenlGséget kell
megmutatni. Fz viszont teljesiil, mert

B((6 - o)~ (E@© —¢) = B(& ~ 2 + ) ) + 205(6) — & =
= B (€2) = 2cB(€) + ¢ — EX(€) + 26E(€) - ¢ = E (€) - E*(¢) = D*(¢)

a linearitds és az el6z6 pont miatt.

7.28. MEGJEGYZES. A 7.27., 7.7. Tételek és a 7.9. Megjegyzés szerint
£-nek pontosan akkor létezik a szérdsnégyzete, ha {-nek és ¢2-nek létezik a
varhaté értéke, és ekkor D?(¢) a kovetkez6képpen szdmolhaté ki.

D*(€) = EZ:PNC;Z - (sz%)z

vagy
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o0 o0 2

020 = [ e fetoyin =~ | [ afeteyis

— 00 — OO

aszerint, hogy ¢ diszkrét vagy abszolit folytonos.
Példaul szamoljuk ki a 7.3. Feladatban definidlt £ szérasnégyzetét. Az
ottani jelolésekkel

o0 o0 o0 )
D opilaf =) pal =D pgTh i =
i=1 i=1 i=1
NN g \ _2-p
=p g :p( ) = < 00
(Z) o) - 55

vagyis 1étezik F(£2) és egyenld (2 — p)/p?-el. Igy az eléz8ek értelmében
létezik a szérasnégyzet is, és

2
2—p 1 1—0p
D*(¢) = _(_) = = 380.
© p? p p?

7.29. TETEL. Legyen £ az (Q,.A, P) valdsziniiségi mezé egy szérdssal
rendelkezé valésziniiségi valtozéja és ¢ € R tetszlleges konstans. Ekkor

(1) D%(¢) < E((f — 0)2), tovabba egyenlGség pontosan akkor 4ll fenn,
ha ¢ = E(£).

(2) D(&) > 0, tovabba egyenléség pontosan P(f = E(f)) = 1 esetén
all fenn.

BIZONYITAS. A 7.27. Tétel miatt egyrészt I ((5—0)2) 1étezik, masrészt

(- o?) = 02O + (B©) - <) = D(©).

tovabb4 egyenl8ség pontosan (E(£)—c)? = 0 esetén 4ll fenn, ami az llitassal
ekvivalens.

(2) A D(§) > 0 egyenlStlenség kozvetleniil a definiciébdl kovetkezik.
Méstészt 1 := (£ — F(£))? jeléléssel n(w) > 0 minden w € Q esetén, igy
D?*(&) = E(n) = 0 akkor és csak akkor teljesiil a 7.11. Tétel értelmében, ha
P(n =0) =1, mely az &llitdst bizonyitja.
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7.30. TETEL. Legyen £ az (2, A, P) val6sziniiségi mez6 egy szords-
sal rendelkezé valdszintiségi valtozdja és a,b,c € R tetszbleges konstansok.
Ekkor af + b és ¢ valészinitiségi viltozoknak is létezik a szérasuk, tovabbd

(1) DX(a€ +b) = a* DP(€), azaz D(at +b) = |a| D(E) &
(2) D?*(c) = 0, vagyis D(c) = 0.

BiZONYITAS. (1) A virhaté érték linearitisa miatt

*a€ +0) = E( (at +b- E a£+b)))

((
E(( +b—aB(E) - E(b))z):
((

=FE{{a+b—aF() - b)2):

- E(cﬂ (- E(&))2) - a2E((£ - E(&))2) - a2D7(¢).

(2) Definicié szerint D?(c) = E ((c — E(c))?) = E(0) = 0.

A fejezet tovabbi részeiben valdszinuségi valtozék kapcsolatainak a mé-
roszdmaival, nevezetesen a kovariancidval és a korrelacids egyiitthatéval fog-
lalkozunk. Ezek soran a varhatd érték és a szdras tovabbi fontos tulajdon-
sdgait ismerhetjiik meg.

Kovariancia

7.31. DEFINICIO. Az (2, A, P) valészinliségi mezén értelmezett £ és
71 valdsziniiségi valtozék kovariancidja

cov(£,n) = E(({ — E(f)) (77 - E(U)))a

feltéve, hogy ezek a varhatd értékek léteznek.

e s s

7.32. TETEL. Ha az (2, A, P) valdszintiségi mezén értelmezett £ és n
val6szintiségi valtozéknak Iétezik a kovariancigja, akkor

cov(§,n) = cov(1, ),
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azaz a kovariancia szimmetrikus.

7.33. TETEL. Az (Q, A, P) valdszintiségi mezé £ valdszintiségi véltozd-
janak pontosan akkor létezik a szdrdsa, ha létezik az énmagdra vonatkozé
kovariancidja, tovabba ekkor

D*(§) = cov (¢, £)-

7.34. TETEL. Ha az (2, A, P) valdszintiségi mezén értelmezett £ és
1 valdszinitiségi valtozck egyszerre diszkrétek vagy abszolit folytonosak, to-
vabba £-nek, n-nak és £n-nak is létezik a varhaté értéke, akkor létezik £-nek
n-ra vonatkozé kovarianciaja, tovabba

cov(&,m) = E(&n) — E€)E(n).

BiZONYITAS. Az 4llitds a varhatd érték linearitdsa miatt igaz, ugyanis

cov(£,n) = E(({ — E(f)) (77 — E(U))) —

= B(&n— nB(E) - EE0) + BEOE()) = B(En)-
— EM)E) — E© ) + EQF(n) = EEn) - EEE®)

7.35. MEGJEGYZES. A kovarianciit a fiiggetlenség mértékszama-
nak is szoktdk nevezni, ugyanis a 7.34. Tétel szerint altalanos esetben

E(¢n) = E()E(n) + cov(&, 1),

mig ha £ és 1 fiiggetlenek, akkor F(£n) = F(£)F(n) teljesiil. Erre vonatkozik

a kovetkezo tétel.

7.36. TETEL. Ha az (2, A, P) valdszintiségi mezén értelmezett £ és n
fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk egyszerre diszkrétek vagy abszolit folyto-
nosak, tovabba Iétezik a varhaté értékiik, akkor Iétezik a kovariancidjuk is,
és cov(£,n) = 0 teljestil.

BIZONYITAS. A 7.24. Tétel alapjan £n-nak is létezik a varhatd értéke,
tovabba E(£{n) = E(§)E(n), igy a 7.34. Tételbdl létezik a kovariancidjuk is,
melyre cov(§,n) = E(n) — E(§)E(n) = 0 teljesiil.
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7.37. MEGIEGYZES. A tétel megforditdsa nem igaz. Példdul vé-
lasszunk egy 32 lapos kirtyacsomagbdl véletlenszeriien egy lapot. Legyen
& = 0 ha pirosat vagy zbldet, £ = —1 ha tokst, £ = 1 ha makkot hizunk.
Maésrészt legyen 1 = 0 ha tokét vagy makkot, = —1 ha pirosat, = 1 ha
zoldet valasztunk. Ekkor R, = R, := {-1,0,1},

Pe=-1)=7. PE=0=5 PE=1=1
Po=-1)= P@=0=. Ph=1)=

tovdbbd R¢, = {—1,0,1}. Mivel {{n =0} = Q, {{n =1} = {&np= -1} =0,
ezért P(én=—1) =0, P(én =0) =14é P(én = 1) = 0 teljesiil. Tgy

o
=
Il
|
—_
_|_
o
_|_
—_

el i

+
o
N[ =N =

=
=z
Il
|
—_
_|_
—_

és

E€n)=-1-0+0-1+1-0=0.

Mindezekbdl a 7.34. Tétel alapjan létezik a kovariancia, és egyenl6 nulldval.
Masrészt

Fen(0,0) = P(E < 0, < 0) = 0 # 7 - = P(€ < 0)P(5 < 0) = Fz(0)F,(0).

o~

1
4
vagyis £ és 1) nem fliggetlenek.

7.38. TETEL. Ha az (Q, A, P) valdszintliségi mezén értelmezett egy-

szerre diszkrét vagy abszolit folytonos &1.,&s,....&,, M, N2y .., Ny valdszi-

niiségi valtozékra minden i € {1,2,...,n} é j € {1,2,...,m} esetén Iétezik

acov(&,m;), €s ar,ag, ... an,b1,bs,...,b0, € R tetszéleges konstansok, ak-
i3 m

kor ) a;&;-nek Iétezik a ) b;n;-re vonatkozé kovariancidja, tovabba
i=1 j=1

cov Zaifi,Zb]’m :Zzaibjcov(fivnj)v
i=1 j=1

i=1 j=1

azaz a kovariancia bilinearis.
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BIZONYITAS. £ := > a;&; jeloléssel

=1

cov (&, bimi| = E (f—E(f)) > b —E(zbﬂh) =
J=1 J=1 j=1

E (5 - E(f)) ib]’(m - E(m')) =

J=1

B\ Y bi(¢ = B©)(n = £my)) =ibjcov<57m>

J=1

n
adédik, melybe visszairva a £ = > a;¢; alakot, az el6z6h6z hasonlé &tala-

i=1
kitasokkal kapjuk a tételt.

7.39. TETEL. Ha az (Q, A, P) valdszintliségi mezén értelmezett egy-

szerre diszkrét vagy abszolit folytonos &1 ,&,, .. ., &, valsziniliségi valtozékra
i3

minden i, j € {1,2,...,n} esetén Iétezik a cov(¢;, & ), akkor ) &;-nek Iétezik
=1

a szérasnégyzete, tovabba

o(5)- S

i#j

n
BiZONYITAS. A kovariancia bilinearitdsa miatt )  &;-nek 1létezik az
=1
6nmagara vonatkozé kovarianciidja, vagyis a szérasnégyzete, tovabba

? (z@) v [ 366 ) = 3 et -
=1 =1 j=1

i=1 j=1
= Z COV(fi ) 52) + E COV(fi ) 5])7
i=1 i#j
mely a tételt igazolja.

7.40. KOVETKEZMENY. Ha az (Q,.A, P) valdszintiségi mezén ér-
telmezett egyszerre diszkrét vagy abszolit folytonos, paronként fiiggetlen
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£1,&, ..., &, valsziniiségi valtozdknak Iéteznek a szérdsnégyzeteik, akkor a
n

> & valdsziniiségi vdltozénak is van szérdsnégyzete, tovabba
=1

D? (Z@) =D D'(&).

Korrelacids egyiitthato

7.41. DEFINICIO. Legyen ¢ és 1 az (2,.A, P) val6sziniiségi mezén ér-
telmezett valdsziniiségi viltozdk. Ha létezik £ és 1 kovariancidja és szérasaik,
tovabbd D(£)D(n) # 0, akkor £ és 1 korreldcids egyiitthatdja

_ cov( 1)
corr(£,n) = DEOD)

Ha corr(&, ) = 0, akkor £-t és -t korreldlatlanoknak nevezziik.

7.42. MEGJIEGYZES. A korrelacids egyiitthatéval rendelkezé valdszi-
niliségi valtozé parok korében, melyek egyszerre diszkrétek vagy abszolit
folytonosak, a korreldlatlansig altalanosabb fogalom mint a fiiggetlenség.
Ugyanis a fiiggetlenséghdl kovetkezik, hogy corr(£,n) = 0, de megforditva
ez nem igaz. Példaul a 7.37. Megjegyzésben definidlt £ és n valdszinliségi
valtozékrdl kénnyen beldthatja az olvasd, hogy D(§)D(n) = 1/2, igy az
ott bizonyitott cov({,n) = 0 miatt corr(£,n) = 0. M4&srészt viszont azt is
bizonyitottuk, hogy £ és 7 nem fiiggetlenek.

7.43. DEFINICIO. Legyen £ az (2, A, P) valészintiségi mezd egy vals-
szinliségi véltozdéja, melynek létezik a szérasa és D(£) # 0. Ekkor £ stan-
dardizaltjan a

val6szintiségi valtozot értjiik.

7.44. TETEL. Legyen £ az (Q,A, P) valdsziniiségi mezd egy standar-
dizaltal rendelkez6 valdszintiségi valtozdja. Ekkor &-nek Iétezik a viarhaté
értéke és a szordsnégyzete, tovabba F (f) =06 D? (f) =1.
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BIZONYITAS. E ('57) létezése a 7.10. és a 7.22. Tételbél, mig D? ('57)
létezése a 7.30. Tétel (1) pontjabdl kovetkezik. Ugyanezen tételek alapjin

£(6)=r (552 ) = 5 £ - £0) = 5 (26 - £©) 0.

és

D2 (g) — p? (f—Dégf)) _ D21(£)D2 (5_ E(f)) _ D*(€) -1

teljestil.

7.45. TETEL. Legyen £ és n standardizalhatS valdszintiségi valtozdi
az (0, A, P) valdszintliségi mezének. Ha (Eﬁ), corr (&, 1), cov (E, ﬁ) koziil

valamelyik Iétezik, akkor a mdsik ketté is létezik, tovabba
(1) = o (6.1) = cov (£.7).

BiZONYITAS. Egyrészt

B (@) =8 (502 150 -

D(¢) D(n)
E{(&-E@©))(n— E(n)
- (( D(é))D((?7 77)) = eI~ corre,n),
1) D(£)D(n)

masrészt
cov (£,7) = E((E - B©) (i1 - E(ﬁ))) = E(€-0)i-0) = £ (&)
teljestil, melyekbdl kovetkezik az allitas.

7.46. TETEL. Ha az (Q,.A, P) valdsziniiségi mezd £ és 1 egyszerre
diszkrét vagy abszolit folytonos valdsziniiségi valtozdinak Iétezik a korrela-
cids egyiitthatdja, akkor |corr(£,n)| < 1.

BiZONYITAS. A korreldcié 1étezésébdl kovetkezik, hogy & és n stan-
dardizdlhat6 valdsziniiségi valtozdk, igy a 7.39., 7.44. és a T7.45. Tételek
alapjan

0< D? (Ei ﬁ) = D? (E) + D* (7)) £ 2cov (E,’ﬁ) = 2(1 + corr(f,n))
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teljestil, melybdl kovetkezik az allitds.

7.47. KOVETKEZMENY. Ha az (2, A, P) val6sziniiségi mezé £ és 7
egyszerre diszkrét vagy abszolit folytonos valdsziniiségi valtozdinak Iétezik
a korreldcids egyiitthatdja, akkor |cov(£,n)| < D(&)D(n).

7.48. TETEL. Legyen £ egy valdszintiségi valtozé az (2, A, P) valSszi-
miiségi mezén. Ha {-nek létezik a szdrdsa mely nem nulla, és n .= aé + b,
ahol a € R\ {0}, b € R, akkor {-nek létezik az n-ra vonatkozd korreldcids
egytitthatdja, tovabba

17 ha a > 07
corr(£,n) = { -1, haa<0.

B1ZONYITAS. Mivel létezik D(), ezért a 7.30. Tétel (1) pontja miatt
D(n) is 1étezik, tovabba D(£) # 0 és a # 0 miatt D(£)D(n) # 0. Masrészt
kénnyen lathatd, hogy létezik E(n) és F(&n), igy a 7.34. Tételbdl Métezik
cov(&, 7). Mindezekbdl kévetkezik, hogy corr(£, n) is létezik, tovabba

cov(€,1) = B(n) = E(©)E(n) = B(£(a€ +b)) — EE)B(a +b) =
= all (€2) +bE(E) — aB*(€) — bE(E) = o( B (£7) - B*(©)) =
— aD).
Ebb&l D(&)D(n) = D(&)D(a + b) = |a|D?*(€) alapjan kapjuk az allitast.

7.49. TETEL. Ha £ é n olyan valdsziniiségi viltozck az (Q,A, P)
val6sziniiségi mezén, melyeknek IEtezik a korreldcios egytitthatdja, tovabba
|corr(&,n)| = 1, akkor Iéteznek a € R\ {0} és b € R konstansok, melyekre

P(n=af+b)=1.

BiZONYITAS. A feltételek miatt |cov(E,n)| = D(€)D(n) teljesiil, igy
4cov?(&,m) —AD(£)D?(n) = 0. Ebbdl kévetkezik, hogy a

D*(€)2* —2cov(&,m)e + D*(n) = 0
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méasodfokid egyenletnek pontosan egy gydke van, mely D(n) # 0 miatt nul-
14tél kiilonbozik. Jeldljik ezt a gyckot a-val. Ekkor

Ozpq@f_zmﬂgma+0%)_aﬁ(( OY)
(e 110) (=) 5 (- )') -

= (a6 216) - 20(e - £(6) (n- ) (1-#0)") =
:E((dﬁ—E@D—(n—E@D)j

teljesiil. Legyen 1 := (a (f — E(f)) — (77 — E(n))) . Tgy p(w) > 0 minden

w € Q esetén. M4dsrészt F(y) = 0 miatt a 7.11. TételbSl P(y = 0) =
kovetkezik. Ez viszont azt jelenti, hogy

P(a(e- £@) =u-£0) =1,

P(n = at + (E(n) - aE(&))) =1

teljesiil, melybél b := E(n) — a£(£) vélasztassal adédik a tétel.

vagyis

7.50. MEGJEGYZES. Konnyii ellendrizni, hogy ha P(n = aé +b) =1
teljesiil, ahol a # 0, akkor £ és 7 nem fiiggetlenek, azaz fiiggbek. Vagyis
azt kell megmutatnunk, hogy létezik olyan z,y € R, hogy

P <a,n<y)# PE<z)P(n<y).

Tegyiik fel, hogy a,b > 0. Legyen 2 € R olyan, hogy P({ < z) < 1. lyen z
mindig létezik. Ekkor y := az vilasztdssal

P(§<96777<3/)IP(£<x,a£—|—b<ax):P(§<x,§<x_g):

:P(£<x—§)>P(§<x)P(£<x—g):P(£<x)P(n<y).

Az a és b egyéb eseteire hasonléan jarhatunk el.

A 7.48. és a 7.49. Tételekbdl kivetkezben a £ és 1 valdszintiségi valto-
z0k fiiggbsége — pontosabban hogy az egyik a masiknak lineéris fliggvénye
1 valdszintiséggel — és a |corr(£,n)| = 1 feltételek ekvivalensek. Ezért a
korrelaciés egyiitthatot a fiigg6ség mértékszamanak is szoktik nevezni.
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8. Diszkrét Valészfnﬁségi valtozdk nevezetes
eloszlasai

Karakterisztikus eloszlas

8.1. DEFINICIO. Legyen (02, A, P) egy val6sziniiségi mezé. Az A € A
esemény indikatorvaltozdjdnak a

1, haweA,

[(4): Q =R, [(A)w):= {0, ha w ¢ A,

val6szintiségi valtoz6t nevezziik.
8.2. MEGIEGYZES. (1) Az indikdtorvaltozé értéke tehat 1, ha az A
esemény bekovetkezett, ellenkez6 esetben 0.

(2) Kénnyen lathaté, hogy a definicié korrekt, vagyis az indikatorval-
toz6 valéban valdsziniiségi viltozd, ugyanis

@, hak>1,
{I(A)<k}:{A, ha 0 <k <1,
¢, hak <O,

igy minden k € R esetén {I(A) < k} € A.
(3) Az I(A) eloszlasa py = P(A) és p1 = P (A).
8.3. DEFINICIO. Legyen (Q2,.A, P) egy valdsziniiségi mez6, tovibba

I(A) az A € A esemény indikdtorvaltozéja. Ekkor I(A) eloszldsit P(A)
paraméterii karakterisztikus eloszlasnak nevezziik.

8.4. TETEL. Legyen (2, A, P) egy valdsziniiségi mez6, I(A) az A € A
esemény mdikdtorvdltozdja, p = P(A) és ¢ := P(A). Ekkor I(A)-nak

létezik a virhaté értéke és a szdrasnégyzete, tovabba

E(I(A) =p & D(I(A)) = pa.

BiZONYITAS. (1) A vérhatd érték véges esetben létezik, tovabba

E({A)=1-p+0-¢=np.



Binomidlis eloszlds 93

(2) Az I(A) véges, ezért I*(A) is az, igy E (I%(A)) Ktezik, melybdl a
7.27. Tétel alapjan

D*(I(A)) = E (I*(A)) - E* (I(A)) = E (I*(A)) =p" = 1% -p+0"-g—p” = pq.

Binomidlis eloszlas

8.5. DEFINICIO. Legyen £ az (2, A, P) val6sziniiségi mezé egy diszkrét
valészintiségi valtozdja, tovabba R. = {0,1,...,n}, ahol n > 0 rogzitett
egész szam. Ha a & valdszintiségi valtozd eloszlasa

()5 e — 0.1 = Pe=1) = ()

ahol 0 < p < 1és g =1—p, akkor £-t n-ed rendii p paraméterti binomidlis
eloszlasii valdsziniiségi valtozénak nevezziik.

8.6. MEGJEGYZES. (1) A binomidlis eloszlas valéban eloszlds, ugyanis
a binomidlis tétel alapjan

Y=, (Z)pkq”‘k =(p+q=1"=1
k=0

k=0
teljesiil, ami az eloszlas sziikséges és elégséges feltétele.

(2) A gyakorisdg az 5.16. Tétel szerint binomidlis eloszldsi. Példaként
tekintsiik a kovetkezé kisérletet. Legyen egy urnaban 3 darab golyé, egy
piros, egy fekete és egy fehér. Vegytink ki az urnabdl véletlenszeriien egy
goly6t, majd tegyiik vissza. Kzt ismételjilk meg tizszer. Legyen £ azon
esetek szdma, amikor pirosat vettiink ki. Ez az dgynevezett visszatevéses
mintavétel. Ekkor ¢ gyakorisdgot jelol, igy ez 10-ed renddi 1/3 paraméterti
binomidlis eloszldst valésziniiségi valtoz6. Tehat példaul annak a valészini-
sége, hogy a 10 esetbdl pontosan kétszer vilasztottunk piros golySt

perie=n = () (1) (2) ~omn

A visszatavés nélkiili mintavételrol a hipergeometrikus eloszlasnal lesz sz6.

8.7. TETEL. Legyen n € Zt,0 < p < 1 és ¢ = 1 — p, tovdbba legyen
€ az (Q, A, P) val6sziniiségi mezé egy n-ed rendi p paraméterd binomialis
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eloszlasi valdsziniiségi valtozdja. Ekkor £-nek létezik a varhato értéke és a
szérasnégyzete, tovabba

E@) =np é D*(&)=npq.

BiZONYITAS. (1) A virhaté érték véges esetben létezik, tovdbba a
definicié és a binomidlis tétel alapjan

Zk( ) Fgnk Epnkik('?_lli) P =
:pniw—(?)!_(;)ik)!pk it emd (LD

n—1
n—1 u n—l—u n—
:P”Z( . )pq M =pn(p+q)" Tt =pn

teljesiil. A bizonyitds soran az u = k — 1 helyettesitést alkalmaztuk.
(2) A € véges, ezért ¢% is az, fgy F (52) létezik, melybdl a 7.27. Tétel
alapjan

() = 1 (&) Ekz( )it -y =
—E 2 _k+k) (k)p’“q” F—(np)? =

= ;n;k(k - 1)(2)1)%”‘}“ + ;k(k)p’“q” " — (np)
= g;k(k = 1)(2)1)%”"“ +np — (np)* =
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n—2

=pn(n—1)) (n . 2)p“q”‘2‘“ +np = (np)* =

©u=0
=p'n(n = 1)(p+9)" 7 +np — (wp)* = p’n(n — 1) + np — (np)* =
= pn(p(n -)+1- np) = pn(1 —p) = npq
teljesiil. A bizonyitdsban u = k — 2 helyettesitést, az (1) pontot és a binomi-

lis tételt alkalmaztuk. Feltételeztiik még, hogy n > 1, amit megtehetiink,
ugyanis n = 1 esetén

DO = B@) - YO = 31 ()i - =

k=0
vagyis ekkor is igaz a tétel.

8.8. MEGIEGYZES. Az els6rendil binomiglis eloszlds a karakterisztikus
eloszlassal egyezik meg.

Hipergeometrikus eloszlas

8.9. DEFINICIO. Legyen £ az (2, A, P) val6sziniiségi mezé egy diszkrét
valészintiségi valtozdja, tovabba R. = {0,1,...,n}, ahol n > 0 rogzitett
egész szam. Ha a & valdszintiségi valtozd eloszlasa

<pk>: R£_>[071]7 pk:P(f:k)I

ahol M és N pozitiv egész szamokra M < N és n < min(M, N — M) &ll fenn,
akkor £-t hipergeometrikus eloszlasi valdsziniiségi viltozénak nevezziik.

8.10. MEGJEGYZES. (1) A hipergeometrikus eloszlds valéban eloszlés,
vagyis
n (MY (N-M
S L0 _,
N - ?
k=0 (n)

ugyanis a kombindciés szamok Cauchy-féle tulajdonsiga szerint

()-2 (D0
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(2) Legyen N darab termék koézétt 0 < M < N selejtes. Az N termék
koziil valasszunk ki visszatevés nélkiil 0 < n < min(M, N — M) darab termé-
ket. Jelentse £ az n kivilasztott termék kozott taldlhaté selejtes termékek
szamat. Ekkor £ hipergeometrikus eloszlasd valészintségi valtozd.

(3) Ez a modell lehetéséget ad a kombindcids szdmok Cauchy-féle tulaj-
donsiganak bizonyitisara. Ugyanis N termék koziil kivalasztva n darabot,
melyek kozott & darab selejtes, (]\g) (i:y)-féleképpen fordulhat el6. Vi-
szont k lehetséges értékei 0.1,...,n, igy

N M\ (N - M M\ (N - M M\ (N - M
()= G E)0) = (O 0Y)
8.11. TETEL. Legyen & az (2, A, P) valszintiségi mezd egy hipergeo-
metrikus eloszlasu valSszintségi valtozéja N, M és n paraméterekkel. Ekkor
&-nek létezik a vdrhatd értéke és a szérdsnégyzete, tovabbd p := M/N és
q:= 1 — p jeloléssel

N —n
N -1

E@)=np é D) =npq

e s s

mok Cauchy-féle tulaJdonsagabol

B NM) M~ (M-1)!  (N-M\
E(f)‘zk m;(k—m(M—k)l(n—k)‘

n

mE0EE)-

(N-1)!

|
”M
-

M /N-1 W Mn
:_( ) Bk s V1 ) —

N N

(n) n—1 (N —n)! N

kovetkezik. F

(2) Az (1) pont felhasznéldsival és az el6z6 eloszldsok szérdsnégyzetei-
nél leirt indok alapjin

Ekz <N ) (n]sz) _ éM’“ <¥:§2J§:¥) _ ("fvw) _

£) 1étezése hasonléan az eléz8ekhez £ végességébdl addédik.

~—
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n—1 M-1\ (N-1—(M-1) n 2

R = G T s I i T i AW
S R S )

= iy
() - () (2

N

_Mn((M—l)(n—l)_l_l_nM)_Mn‘N2—Nn—MN—|—Mn
N N1 N N NIV - 1)

Mn (N -M)N-n) Mn M\ N —-n N-—n
N NN-1 N (_F)N—1:"WN—1

adodik. A bizonyitasban v = k& — 1 helyettesitést alkalmaztuk.

8.12. TETEL. Legyenek N,M,n € ZT é k € ZT U {0}, melyekre

M < N é k<n<min(M,N — M) teljesiil. Ha p:= M/N éllandé marad
mikézben N — oo és M — oo, akkor ¢ .= 1 — p jelléssel

i L) GZE) (n) kgt

e (M) k

n

BIiZONYITAS. Azonos dtalakitdsokkal kapjuk, hogy

M\ (N-M M (N— M)
(k)( n—k ) KM -k)  (n—k)(N—-M-n+k)!
R
n n!(N—n)!
(N — M)t
n! ‘ M!  (N—M—ntR)T _
E(n — k) (M - k)! —(NJX!H)!
N—M)!
N T
C\k) N(N =1)---(N -k +1) (N—k)!

(N —n)!
_(r\M M-1 M—-k+41 N-MN-M-1
“\kJN N-1 N-k+1 N—-k N-k-1
k darab tényezo

N-—M-n+k+1
N—-—n+1
n — k darab tényez6
Ha ¢ egy tetszbleges N-t6l kiilonb6zo6 konstans, akkor

I

m = hm = =
Nooo N —1¢ N oo L 1-0
M — oo M—co N
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illetve ha ¢ egy tetszbleges N — k-tdl kiilonb6z6 konstans, akkor

N-—M-—t - L 1-p-0
im ——— = lim JZ ];7: P =1-p=gq.
yoe N—k—t M= l-gp-x 1-0-0

Mindezeket felhasznilva adédik a tétel.

8.13. MEGJEGYZES. Ez a tétel azt jelenti, hogy nagy N és M esetén

a p:= M/N paraméterii n-ed rendii binomidlis eloszlds j6l kozeliti hiper-

geometrikus eloszldst. Péld4ul legyen 10000 termék kozott 10% selejt. A

termékek koziil 10 darabot vilasszunk ki véletlenszeriien visszatevés nélkil.

Ha £ a 10 termék kozotti selejtesek szamat jeloli, akkor az a 8.10. Megjegyzés

(2) pontja alapjan N = 10000, M = 1000, n» = 10 paraméterii hipergeomet-

rikus eloszldsi valdsziniségi valtozé. Azaz példdul annak a valdszintisége,
hogy a kivalasztott 10 termék kozott pontosan 3 selejtes van

(1000) ) (9000)
ps = P€=3) = g
(M)

Ezt elég koriilményes lenne kiszamolni, de mivel nagy az N és az M is, ezért
alkalmazhatjuk a binomidlis kozelitést. Tehat

< (M) (MY M (w0 0.1 - 0,97 ~ 0.0574
Ps = k N N — 3 9 9 ~ Y, .

Poisson-eloszlas

8.14. DEFINICIO. Legyen £ az (2, A, P) valészintiségi mez6 egy diszk-
rét valészintiségi valtozdja, tovdbbd R := Z+ U {0}. Ha a £ valdsziniiségi
valtozé eloszlasa

/\k
<pk> : R§ - [071]7 Pr = P(f = k) = He_A7

ahol A pozitiv konstans, akkor £-t A\ paraméteri Poisson-eloszlasa vals-
sziniiségi valtozénak nevezziik.

8.15. MEGJEGYZES. A Poisson-eloszlds valéban eloszlds, ugyanis

E e = E et =1,
! k!

>

I



Poisson-eloszlds 99

8.16. TETEL. Legyen £ az (2, A, P) valdszintiségi mez6 egy A > 0 pa-
ramétertd Poisson-eloszlasu valSsziniiségi valtozéja. Ekkor £ varhaté értéke
és szorasnégyzete is létezik, tovibba

BiZONYITAS. (1) A virhaté érték definicija szerint

= Zkye_ , ha Z |k|ye_ < 0.
k=0 k=0

Mivel £ > 0, ezért elég a Z kar = Cem A sordsszeget vizsgalni. fgy

> k > /\k—l

AR _
zkye e A/\E .
k=0 k:l(

teljesiilése miatt igaz a tétel.

—)\ Z —)\A)\ A

(2) A szérasnégyzet létezésének bizonyitdsdhoz a 7.27. Tétel alapjin
elég az E(£2) létezését vizsgdlni. Ehhez a > k2%6_>‘ sortsszeget kell

k=0
kiszamitani. Tehat
AR A\ = AR >
Zk“’ye :Z(k(k—1)+k)—e
k=0 k=1 k=2

o0

AP
—A —A\2 —A 2
A e AS A A

vagyis F (52) = A2+ )\. A levezetésben az u = k — 2 é v = k — 1 helyette-
sitéseket vezettiik be. fgy

DHE) = B (€) — B = M+ A - X2 = ),
ami allitasunkat igazolja.

8.17. TETEL. Legyen n € ZT,0< p<1,q:=1—p, 0 < k < n egész
és A := np. Ha a A értéke dllandé marad, mikézben n — oo és p — 0, akkor

: kE n—k _ ¥ -
Jl—‘_EI(}o (k>p q kle )

p—0
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BIZONYITAS.
k n—k
: L n\ (A A _
i ()= (1) (3) (1) =
k

e (03) (053) -
oy M =D — k1) -&(1—5)n(1_5)_k:

n—co nk !

ML (=1 (n =k 41) (1_§)n(1_5)_k:ﬁe—&

8.18. MEGIEGYZES. (1) Ezen tétel szerint nagy n és kis p esetén
A = np vilasztassal a Poisson-eloszlas jél kozeliti a binomidlis eloszldst.
Példaul, ha n = 1000 16vést adunk le egy célra, és minden 16vés egymastdl
fiiggetleniil p = 0,004 valdsziniliséggel taldl, akkor mi annak a valészintisége,
hogy pontosan k = 3-szor taldlunk célba? A taldlatok szdma binomidlis
eloszlasu, igy

1000
m:(3)0m£an?

Ezt elég koriillményes kiszdmolni, de most hasznilhatjuk a Poisson-eloszlas-
sal val6 kozelitést. Mivel A = np = 4, ezért

3
P~ gre * ~0,1954.

(2) Ha az el6z6 példdban n = 1000, p = 0,996 é k = 997, akkor
mar nem alkalmazhaté a A = np paraméterti Poisson-eloszlasi kozelités,
hiszen p kozel 1. A 8.17. Tétel azonban ilyenkor is alkalmazhaté, ugyanis
az, hogy 997-szer taldlunk, azt jelenti, hogy 3-szor elhibaztuk a célt. A
hibazas valészinisége minden 16vésnél 1 — p = 0,004, ami mar kicsi, igy
alkalmazhatjuk a A = n(l — p) = 4 paraméterii Poisson-kozelitést. Tehat
n-val jel6lve a hibizasok szamit,

3

1000 42
Poor = (997) 10,0067 - 0,004° = Py = 8) & e ~ 0,1954

teljestil.
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Geometrial eloszlas

8.19. DEFINICIO. Legyen £ az (2, A, P) valészintiségi mez6 egy diszk-
rét valészintiségi valtozdja, tovdbbd R := Z+ U {0}. Ha a £ valdsziniiségi
valtozé eloszlasa

ahol 0 < p < 1és g =1— p, akkor £-t p paraméterii geometriai eloszlasi
valdszintiségi valtozénak nevezziik.

8.20. MEGJEGYZES. A geometriai eloszlds valéban eloszlds, ugyanis

Zpkq:qZp’“:q%: -1,
k=0 k=0 p

q

8.21. TETEL. Legyen £ az (Q,.A, P) valdszintiségi mezd egy 0 < p < 1
paramétert geometriai eloszlasu valészintiségi viltozéja. Ekkor £-nek Iétezik
a varhat¢ értéke és a szdrasnégyzete, tovabba q := 1 — p jelbléssel

E€) =2 & D)=L

[
[

BiZONYITAS. (1) A virhaté érték definicija szerint
o0 o0
=> kpfq, ha ) |klpfg < .

o0
Mivel & > 0, igy elég a > kp*q sorsszeget vizsgalni. Ezért
k=0

Ekp q—qzkp —qukp’“ 1—qu (Ep)

:wi(J;):phjiﬁzﬁzﬂ
dp Q-pP ¢ ¢

teljesiilése miatt igaz az dllitds. A bizonyitasban felhasznaltuk, hogy a
Z p”* hatvanysor konvergenciasugara 1, igy p lehetséges értékei esetén Z p"

k=1
osszegfuggveny végtelen sokszor differencidlhatd.
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(2) A szérasnégyzet létezésének bizonyitdsdhoz a 7.27. Tétel alapjin

elég az F (52) létezését vizsgilni. Ehhez a > k2p¥q sordsszeget kell kisza-
k=0
mitani. Tehat

g =¢> KpF=qpd Kptt = qp% (E kp’“) =
k=0 k=1 k=1 k=1

d(#)_:qp(l—pYJr?p(l—p):

~ P \ T L -p)
o o l-p+2p p(ltp) PP tp
vagyis
2
_I_
E (52> =2 e £

A levezetésben felhasznaltuk, hogy az el6z6 pont bizonyitasabdl kovetkezen
o0

o0
S kpt = q% teljesiil, masrészt hogy a > kp* hatvanysor konvergenciasu-
k=1 1

gara 1. fgy

D) = E (€2) — EX(€) = rPtp P _p

27

ami allitasunkat igazolja.
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9. Folytonos valdsziniiségi valtozdk nevezetes
eloszlasai

Egyenletes eloszlas

9.1. DEFINICIO. Legyen £ az (f2,.A, P) valészintiségi mezd egy ab-
szolut folytonos valésziniiségi valtozdja, tovabba a < b valés szamok. Ha £
stiruségfiiggvénye

, haa<ax<hb,
fg:R—>R, fg($)2 b—a

0 egyébként,

akkor £-t egyenletes eloszldsu valdsziniiségi valtozénak nevezzik az (a,b)
intervallumon. (Lé4sd 6. 4bra.)

Yy
1
b — a/ Cn O fg
a b x
6. dbra

9.2. MEGIEGYZES. Ez valéban stiriségfiiggvény, hiszen f¢(z) > 0
minden = € R esetén, tovidbba

00 b
1 b—a
/fg(ac)x /b—ax b—a

9.3. TETEL. Legyen a < b valds szdmok és £ az (2, A, P) valdszintiségi
mezd egy egyenletes eloszldsu valszintiségi valtozdja az (a,b) intervallumon.
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Ekkor & eloszlistiiggvénye

0, ha z < a,
r—a
Fﬁ:R%[Ovl]v Fﬁ(x): b , haa <z <),
—a
1, ha z > b.
(Lasd 7. 4bra.)
C)
1 Fe
a b x
7. dbra

BizONY{TAS. Ha ¢ < a, akkor F(z) = [ 0dt = 0 teljesiil. Ha
a < z < b, akkor )

T
r—a

1 1 ..,
Fg($)—/b_adt— b_a[t]a_ b_av

a

igy ekkor is igaz az allitds. Végiil ha = > b, akkor

b
1 b—a
e(@) /b—a b—a

a

9.4. TETEL. Legyen a < b valds szdmok és £ az (2, A, P) valdszintségi
mezd egy egyenletes eloszldsu valszintiségi valtozdja az (a,b) intervallumon.
Ekkor £-nek létezik a varhaté értéke és a szdrasnégyzete, tovabba

BE) =0 & o=




Exponencidlis eloszlds 105

BiZONYITAS. (1) A varhaté érték létezik, mivel

0 b b
1 1
/|x|f5(x)dw_/|w|b_adx_ b_a/|x|d96<oo

teljestil. fgy

[e%s) b

1 1 [221" 82—a®  a+4b
E(g):/xfg(x)dw:/xb—adxzb—a[?LIQ(I’—“): 2

— 00 a

(2) A szérdsnégyzet létezéséhez elég megmutatni, hogy F (£?) létezik.
Ez viszont teljestil, mert

[o%] b
1 o I
d - —_— =
/'x e = [ (e / = !
b —a®
melybdl az is lathatd, hogy P (52) = 30— q) Igy

D2(f) — E<f2) _ E2(f) _ ?i)(b—_aa) _ (a—|2—b) _

_b2—|—ab—|—a2 (12—|—2ab—|—b2_(b—a)2
N 3 4 12

Exponencialis eloszlas

9.5. DEFINICIO. Legyen £ az (f2,.A, P) valészintiségi mezd egy ab-
szolut folytonos valdsziniiségi viltozdja, tovibba A > 0 valds szam. Ha £
stiruségfiiggvénye

0, ha z <0,
fer R—R. fe(r) = {/\e_m, ha = > 0,

akkor £-t A paraméterii exponencidlis eloszlasi valdsziniiségi valtozénak
nevezziik. (Lasd 8. dbra.)
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Je

8. dbra

9.6. MEGIEGYZES. Ez valéban siiriségfiiggvény, hiszen f¢(z) > 0
minden = € R esetén, tovidbba

0 [ N . ‘ 1
/fg(x)dx:/AeAdx:—[eA]O:—(wh_{%oe%—l)zl.
—0co 0

9.7. TETEL. Legyen A > 0 valds szdm és & az (Q, A, P) valdszini-
ségi mezb egy A paraméterd exponencialis eloszlasu valészintiségi valtozdja.
Ekkor & eloszlistiiggvénye

0, ha » <0,
Fe: R —[0,1), Fe(x)= {1_6—M’ ha z > 0.

(Léasd 9. dbra.)

9. dbra



Exponencidlis eloszlds 107

BiZzoNYiTAs. Ha = < 0, akkor F¢(x f fe(t)dt = [ 0dt = 0

teljesiil, masrészt ha o > 0, akkor

Fe(z) = / fe(®) //\e‘“dt =\ [ __j\t]: -

= - [e_M]O = - (e_M - 1) =1—¢"

9.8. TETEL. Legyen A > 0 valds szdm és & az (Q, A, P) valdszini-
ségi mezb egy A paraméterd exponencialis eloszlasu valészintiségi valtozdja.
Ekkor £-nek létezik a varhaté értéke és a szdrasnégyzete, tovabba

BiZONYITAS. (1) El6szér megmutatjuk, hogy létezik a virhaté érték.
Behelyettesitve a konkrét suriiségfiiggvényt az integralba, azt kapjuk, hogy

o0

/ || fe(x / e Mdz = /\/xe_mdx.
0

0

Ezt az improprius integralt a parcidlis integralds médszerével fogjuk kisza-
molni. Legyen

Ekkor L
Fle)=1 & gfe)=—1e,
igy
/\/xe_m’dx = A {—Ee_mro — /\/ —le_mdx =
A 0 A
0 0
T 1 P
_ —Ax _ _
__x]LI%oeTJr/e dx__xlinio,\emJ“[_,\]o -
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teljesiil. Ebbé&l mar kovetkezik, hogy E(f) létezik, s6t az is lathatd, hogy
E@) = i, ami az allitds volt. A lim - hatarértéket a L’Hospital-szabély

r—00

segitségével szamoltuk ki.

(2) A szérdsnégyzet létezésének megmutatdsshoz az E (£2) létezését
kell megmutatni. Tehit

/ 22| fe(2) / e Ndr = /\/$26_>\$d$,
0 0

melyet szintén parcidlis integraldssal hatirozhatunk meg. Legyen
f(x) =22 é& g'(z):=e .

Ekkor

teljesiil, igy

o0

2 o i 1
/\/$26_>\wd$ =A [—%6_”] - /\/—Qxxe_mdx = — lim x——l—
0
0

0
7 20 2 2 2 2 2
—A\z _ : _ _
#2 fre e = = = =0 =
0

all fenn. A levezetésben a lim ; hatarértéket a L’Hospital-szabaly két-

r—00

szeri alkalmazasdval szémoltuk ki, tovdbba az [ ze Mdr = 1/\? egyenld-

0
ség az (1) pont bizonyitdsidbdl ldthaté. Mindezek alapjan E (52) létezik és
E (52) = 2/)\%. Ebbél pedig kapjuk, hogy

2 1 1

D) = E (&) - B*(¢) = e e

9.9. MEGJEGYZES. Vizsgédljuk egy olyan alkatrész élettartamdt, mely
barmikor meghibasodhat fiiggetleniil attdl, hogy milyen régen allitottuk -
zembe. Példiul ilyenek lehetnek a véletlen torések. A £ valdsziniiségi val-
toz6 jelentse az alkatrész élettartamat. Megmutatjuk, hogy £ exponenciilis
eloszlasi. Legyen

G:R—=R, G):=P¢>z)=1- Fz).
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Vizsgaljuk meg annak a valdszintiségét, hogy x élettartam utdn az alkatrész
még tovabbi legaldbb y ideig miikdSképes. Ez a valésziniiség egyrészt G/(y)-
al egyenld, hiszen az 6regedést nem vettiik figyelembe. Masrészt, ahhoz hogy
ez teljesiiljon, feltétel hogy x ideig j6 legyen az alkatrész. Vagyis

Gly) = P({€> v +y}fie > 2}). (9.1)
A szorzas tételt alkalmazva
P> 0)P({E > v+ 9}|{E > 0}) = PE 20+ )
adédik, melybél (9.1) és G definiciéja alapjin
G(2)G(y) = Gz +y) (9-2)

teljesiil, mely egy fajtdja az dgynevezett Cauchy-féle fiiggvényegyenletek-
nek. A megoldédsndl feltessziik, hogy G differencidlhaté. Elészor (9.2)-t
dtalakitjuk a feltételek melletti ekvivalens differencidlegyenletbe. Parcidli-
san derivdlva (9.2) mindkét oldaldt y szerint

dG(z + y)
dy

0G(y)
dy

= G(z)

adédik. Ebbe az egyenletbe y = 0 helyettesitve

dG(z +y) — fim Gz +y)— G(z 4+ 0) - im Gz +y) - G(w):G'(x)
8y y=0 y—0 Yy — 0 y—0
miatt

G'(w) = G(2)A'(0)
teljesiil. Vezessiik be a A := —G’(0) jelolést. Ekkor

G'(z) = —\G(z)

all fenn. Tegyiik fel, hogy létezik olyan 2o € R, hogy G/(z¢) = 0. Ekkor
x = ¢ helyettesitve (9.2)-be G/(z¢ + y) = 0 addédik, ami azt jelenti, hogy
G konstans nulla fiiggvény. Ez viszont nem lehet, mert ekkor F¢(z) =1 ha
x>0, mig x <0 esetén a ¢ jelentése miatt Fy(z) = P(£ < z) = 0, melybdl
P(¢€ = 0) =1 kovetkezik, ami nem lehet. Igy egyenletiinket
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mdédon alakithatjuk tovibb, ami mar egy szeparalt differencidlegyenlet. En-
nek megolddsandl vegyiik figyelembe, hogy F¢(0) = P({ < 0) = 0 miatt
G(0) = 1 teljesiil. gy a differencislegyenlet megoldasa

ahol A > 0. Ugyanis A = 0 esetén G(z) = 1, vagyis Fe(z) = 0, ami el-
lentmond4s, hiszen lim F¢(2) = 1. Masrészt ha A < 0, akkor (& szigordan

r—00
monoton névekvo, melybdl Fy szigordan monoton csékkend lenne, ami szin-

tén ellentmondds. A A > 0 eset viszont megfelel, mert ekkor &' szigorian
monoton csékken, vagyis F; szigortian monoton né, és G'(z) = —Ae
miatt —G'(0) = A, ami szintén k&vetelmény volt.

Végiil vegyiik figyelembe, hogy a GG-re kapott megoldés, valdjaban csak
x > 0 esetben megoldds, hiszen z idétartamot jelsl. Tehdt ha x > 0, akkor
Fe(z) = 1—e~ ™ mig # < O esetén Fe(z) = P(£ < 0) = 0, ami feltevésiinket
igazolja.

Cauchy-eloszlas

9.10. DEFINICIO. Legyen £ az (2,4, P) valdsziniiségi mezd egy ab-
szolut folytonos valdsziniiségi viltozéja. Ha £ sturtiségfiiggvénye

1
ff R — :B.,7 fg(w) = m,

akkor -t Cauchy-eloszldstd valdsziniiségi valtozénak nevezziik. (Lasd 10.
dbra.)

—-

Je

10. dbra

9.11. MEGIEGYZES. Ez valéban stirtiségfiiggvény, ugyanis fe(z) > 0
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minden = € R esetén, tovidbba

[ st = [ iayie = et =1 (54 5) =

9.12. TETEL. Ha £ az (2, A, P) valSsziniiségi mezé egy Cauchy-elosz-
14s1 valdsziniiségi valtozéja, akkor az eloszlasfiiggvénye

1
B R—(01), File) = —arctg(e) +

N | =

(Lésd 11. dbra.)

7

11. dbra

[ EV4

/fg t)dt = /mdtzi[ﬂctg(t)ﬁmz

= % (a.rctg(x) + g) = la;rctg(ac) +

Fe(x)

1
T 2
9.13. TETEL. A Cauchy-eloszldsu valdszinliségi valtozéknak nem Iéte-
zik varhaté értéke.

o0
BiZONYITAS. A tétel bizonyitdsa érdekében vizsgdljuk az [ |z f¢(2)da
— 00

integralt. Ekkor kapjuk, hogy

T oo 1 o
/lefg dw‘/W /1+xzd$:;[1°g (1+2%)], =
0

= %(]jm log (1 + 2?) —log(l)) = %(oo -0)=o

Tr—00
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azaz F(£) valéban nem létezik.

9.14. MEGJEGYZES. Természetesen ezen tétel alapjan Cauchy-elosz-
lasti valdszintiségi valtozdnak szérdasnégyzete sem létezik.

Normalis eloszlas

9.15. DEFINICIO. Legyen £ az (2,4, P) valdsziniiségi mez& egy ab-
szolit folytonos valdsziniiségi valtozdja, tovabbd m € R és 0 € RT. Ha ¢
stiruségfiiggvénye

1 _(w—m)?
€ 252

fg R — R, f5($) =

b
oV 2w

akkor £-t m és o paraméterti normalis eloszlasi valdsziniiségi valtozénak
nevezziik. (Lasd 12. 4bra.)

_/

12. dbra

9.16. MEGJIEGYZES. (1) A normélis eloszldsd £ valszintiségi valtozd
eloszlasfiiggvénye

1 [ (—m)?
F: R—=R, Fe(z)= e~ 2027 (t.
g 5( ) U\/ﬁ/

(Lésd 13. dbra.)
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Y
1 777777777777777777
05—~
|
"] 1
m T
13. dbra

(2) A 9.15. Definici6 korrekt, azaz az ott definidlt fiiggvény valéban sii-
riiségfiiggvény. Ennek beldtdsa érdekében szamoljuk ki a W := [ e~ da

integral értékét. Mivel

w? = /e‘xzdx / e_yzdy:/ /e‘xz_yzdxdy,

igy © .= rcosw és y:= rsinw (0 < r < o0, 0 < w < 21) helyettesitéssel

kapjuk, hogy

27 00 o)
2 —r2 2 1_200
W+ = re " drdw =27 | re " dr = 2r —56 r =T.
0 0 0 0

A helyettesités soran felhasznaltuk, hogy a Jacobi-determinans

9z oz cosw —rsinw

g; gz‘j =1 =rcos’w+rsin’w=r.
R sinw rcosw

ar Ow

Mivel ¢=¢° > 0 minden » € R esetén, ezért W is pozitiv. Ebbsl W? = r
alapjan kapjuk, hogy W = /7. Most szdmoljuk ki az | e~ 2y integral

— 00

értékét. Alkalmazzunk u := x/x/ﬁ helyettesitést. Ekkor g—i = /2 miatt

/e%dwz /ﬁe_“zdu:\/iW:\/Qﬂ.

— 00
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Ebbdl mar megmutathatjuk, hogy a normalis eloszlds valéban eloszlds. Egy-
részt fe(2) > 0 minden z € R esetén, mésrészt

—Vor =

(z m)2 1 2
dz = — T2t =
/fg($) U\/27T de 2T /e V2T

melyet a ¢t := (¢ — m)/o helyettesitéssel szdmoltunk ki.
(3) A 12. dbrdn lithaté gorbe az tgynevezett Gauss-féle harang-
gorbe.

9.17. TETEL. Legyen m € R, 0 € RT és € az (Q, A, P) valdszintiségi
mezb egy m és o paraméteri normalis eloszldsi valdszintiségi viltozdja.
Ekkor minden x € R esetén

(1) felm — 2) = felm + ) &
(2) Fe(m —2) =1— F¢(m + ) éll fenn, tovabba
(3) F¢ szigordan monoton névekeds, mig

(4) fe a(—o00, m] intervallumon szigorian monoton névekedd, az [m, cc)
intervallumon pedig szigorian monoton csékkené fiiggvény.

BiZONYITAS. (1) Az &llitdst behelyettesitéssel ellenérizhetjiik.

2) Az el6z6 pont miatt
( p

m—4x

(m— x(/ﬁ m_/ﬁ mk/ﬁ mi/ﬁ v)de=1-Fe(m+z).

m—4x

(3 ) A definiciébdl f¢(t) > 0 minden ¢ € R esetén. Ezért ha 21 < 29,
akkor ffg t)dt > 0. Ebbél pedig

T1

Fg($1)2 /fg(t)dt< /fg(t)dt—l—/fg(t)dtz /fg(t)dtIFg($2).

(4) Az dllitds a természetes alapi exponenciilis fiiggvény szigordan
monoton novekedésébdl kévetkezik.
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9.18. DEFINICIO. Az (Q,.A, P) valészintiségi mezd egy m = 0és 0 = 1
paraméterii normalis eloszldst valészintiségi viltozdjit standard normalis
eloszlasii valdsziniiségi viltozénak nevezziik, melynek siiriiségfiiggvényét -
vel, az eloszlasfiiggvényét pedig ®-vel jeldljiik. Tehit

1 2

—z_
2

, N
p(z) = \/ﬁe és  P(x) ::E/e 7 dt.

9.19. TETEL. Ha £ az (2, A, P) valdszintiségi mezd egy standard nor-
malis eloszlasi valdszintiségi valtozdja, akkor az eloszlasfiiggvényére illetve
a strtségfiiggvényére minden = € R esetén

(1) p(=2) = p(z) és

(2) ®(—2z) =1 — ®(x) &ll fenn, tovabba

(3) @ szigorian monoton névekedd, mig

(4) ¢ az R™ -on szigordan monoton névekedd, az R -on pedig szigordan
monoton csbkkené fiiggvény.

BIZONYITAS. A 9.17. Tétel specidlis esete.

9.20. MEGJEGYZES. (1) A 9.19. Tétel (3) és (4) pontjai lehetévé te-
szik, hogy ® és ¢ értékeit tablizatba rendezziik. Az (1) és (2) pont pedig
azért hasznos, mert igy a tiblidzatban elég a pozitiv z-ek helyettesitési ér-
tékeit feltiintetni.

(2) A tétel szerint ¢ péros, mig ® — 1/2 paratlan fiiggvény.
9.21. TETEL. Legyen m € R, 0 € RT és € az (Q, A, P) valdszintiségi

mezb egy m és o paraméteri normalis eloszldsi valdszintiségi viltozdja.
Ekkor minden x € R esetén

(1) fe(2) = 5o (557) &
(2) Fe(z) = ® (£=2) teljesiil.

[

BiZONYITAS. (1) ¢ definiciéjdbdl

1 (w—m)
S _
c c

1 _@-m?

me 207 = fe(2).

S



116 Folytonos valésziniiségi valtozdk nevezetes eloszldsai

(2) Az u = (t — m)/o helyettesitéssel kapjuk, hogy

1 r (t=m)? 1 7 W2 _
Fﬁ(w)zg\/ﬁ/e_ 202 dt:ﬁ / €_Tdu2@($ O_m).

9.22. MEGJEGYZES. A 9.21. Tétel felhaszndlasdval a 9.20. Megjegy-
zésben emlitett tdblazat tetszdleges normadlis eloszlasra alkalmazhatd.

9.23. TETEL. Az (R, A, P) valdszintliségi mezd n valdszintiségi valto-
z6ja pontosan akkor standard normdlis eloszlasid, ha a £ .= on+ m valdszi-
niiségi vdltozd (o € R, m € R) m és o paraméterdi normdlis eloszldsu.

BiZONYITAS. Az 5.5. Tétel miatt £ és 7 valdsziniiségi viltozdk. Ha 7
standard normélis eloszldsi valészintiségi valtozd, akkor ¢ € RT miatt

g

Fg(x)IP(£<x):P(an+m<x):P(n<x;m):q)(x_m)

teljesiil, melybdl a 9.21. Tétel (2) pontja alapjan a £ valésziniiségi valtozd
m és o paraméterli normadlis eloszldsu.

Megforditva, ha a £ valdsziniiségi viltozé m és o paraméteri normaélis
eloszldst, akkor ismét a o € Rt és a 9.21. Tétel (2) pontja alapjin

r—1m

Fn(x):P(77<x):P( <x) =P <ox+m)=F¢(ox +m)=2(z)

kovetkezik, azaz az 1 standard normadlis eloszldsi valészintuségi valtozd.

9.24. TETEL. Legyen m € R, 0 € RT és € az (Q, A, P) valdszintiségi
mezb egy m és o paraméteri normalis eloszldsi valdszintiségi viltozdja.
Ekkor £-nek létezik a varhaté értéke és a szdrasnégyzete, tovabba

E()=m é D) =0

BiZONYITAS. (1) Legyen 7 standard normaélis eloszldsi valdsziniiségi
valtozé. Ekkor F(n) létezik, mert

! [o01 . 2 [ .
/ |z|p(z)de = / || e” 2dx = —/xe_wa =
V2 2
e o T T
2 Ez
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—z? /2

Az integralasban felhasznaltuk, hogy ze paros. fgy a varhaté érték az
o0

vp(z) paratlansdga miatt E(n) = [ zp(z)dz = 0. A 9.23. Tétel szerint,
— 00

ha a ¢ valdszintiségi valtozd m és o paraméterii normalis eloszlasi, akkor

felithat6 £ = on+ m alakban, ahol 7 standard normalis eloszlasu valészini-

ségi valtozé. Ezért a virhaté érték linearitdsabdl F(€) létezik, tovdbba az

el6z6 eredménybdl kovetkezik, hogy

E€) = E(on+ m) = oE(n) + m = m.

(2) Most ismét legyen 7 standard normalis eloszlasti valdszintiségi vél-

tozd. Legyen f(z) = @ & ¢'(z) = ze==" /2, Fkkor parcidlis integraldssal
kapjuk, hogy
00 00 0 o L ) e
/ |$2|g0($)dx = / $299($)d$ = —/$26_7d$ = — {—xe_T} _
2 27 0
o ke )
2 i 2 2 . 9 o0 )
- — —e 2 dr = ———— Iim +—/€_Td$:
2 V2m e o5 27
0 0
2 1 1 7 2
- ].lm —I— 6__d$ — 1
V2m #=eo xeé v 2

Ezért E(n?) ltezik, és F(n?) = 1. Ebb8l D?(n) = E(n?)— E?(n) = 1. Ha a
¢ valésziniiségi valtozé m és ¢ paraméterii normélis eloszlisi, akkor az (1)
ponthoz hasonléan kapjuk, hogy D?(¢) létezik, és

D*(¢) = D*(o€ +m) = 0.

9.25. FELADAT. Egy gydr izzékat készit. Ezek élettartama normaélis
eloszlasu valdszintiségi valtozd, 1170 éra varhatd értékkel és 100 Sra széd-
rassal. A gydr az izzdkra garancidt vallal. Hiny 6ras mikddésre széljon a
garancia, ha a gyar legfeljebb 5% garanciaigényt kivan kielégiteni?

MEGOLDAS. Ha t érara véllalnak garanciat, akkor a feladat szerint

P(€ < 1) < 0,05
Fe(t) < 0,05
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t—11
3 (J) < 0,05

100
1170 — ¢
1-&( ———) <0,05
( 100 )—’
1170 — ¢
0,05 <@ L70=1Y
100

Ebbdl ® kolesonosen egyértelmiisége és (1,64) ~ 0,95 alapjan

1170 — ¢
1,64 < 170 —t
100

t < 1006.

Tehat legfeljebb 1006 érara széljon a garancia.
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10. Tobbdimenzios eloszlasok

A gyakorlatban sok olyan esettel taldlkozhatunk, amikor tébb valé-
sziniiségi valtoz6 egyiittes viselkedését kell figyelembe venni. Azonban a
val6szintiségi valtozdk kiillon—kiilén vett eloszldsa ezt nem hatirozza meg.
Ezért vezetjiik be az egyiittes eloszlasfiiggvény fogalmat.

Ehhez a fejezethez tartozé fogalmakkal és néhany tétellel — bizonyi-
tas nélkill — mar talalkoztunk a 7. fejezetben. Ezeket az attekinthetOség
kedvéért itt ismét leirjuk altaldnositott formaban.

Egyiittes eloszlasfiiggvény
10.1. DEFINTCIO. Legyen &1,¢&s,. .., &, az (2, A, P) valésziniiségi me-
76 val6szinliségi valtozoi.

(1) A £= (&1,&s, ..., &) vektort n-dimenziés valdsziniiségi vektor-
valtozénak nevezziik.

(2) A &,&,...,&, valésziniségi viltozék egyiittes eloszlasfiiggvé-
nyén, illetve a £ valészintiségi vektorvaltozé eloszlasfiiggvényén az

Fe: R" — R, Fg(xl,x%...,xn) = P& <21,6 <xe,...,6, < xy,)

n-valtozds valds értéki fiiggvényt értjiik.
(3) Az F;, (i = 1,2,...,n) fiiggvényeket a £ valésziniiségi vektorvaltozd

perem-eloszlasfiiggvényeinek nevezziik.

10.2. MEGJEGYZES. (1) Az egyiittes eloszlasfiiggvény definiciéjaban
P& <a1,6<ag,.., 6 <) =P (H{& < 962}) :
=1

(2) Fz helyett szoktak Fy, . ¢, -et is frni.

10.3. TETEL. Legyen £ az (Q,.A, P) val6szintiségi mez8 n-dimenziés
val6sziniiségi vektorvaltozdja. Ekkor a perem-eloszldsfiiggvényekre fenndll
az

i £k



120 Tobbdimenzids eloszlasok

Osszefiiggés minden k € {1,2,...,n} és x; € R esetén.
BiZONYITAS. Mivel {{; < o0} biztos esemény, ezért
{& < ar} [[ {6 < o0} = {& < i}
i#k

fgy a val6sziniiség folytonossaga miatt

z]iiLnOO Fg(xl, ceny@n)=P | {& < zi} H {& < o0} | =P (& < zi)=F, (21).
i #k 12k

10.4. TETEL. Az I' : R" — R fliggvény akkor és csak akkor el-
oszlasfiiggvénye valamely n-dimenzids £ valészintiségi vektorvaltozdnak, ha
egyszerre teljesiilnek a kovetkezé tulajdonsagok.

(1) F minden viltozéjiban monoton névekedd,

2 Im  F(zy,...,2,) =1,

L1,y By —00

3

lim F(zy,...,2,) =0 minden ¢ € {1,2,...,n} esetén,

(2)
( ) Ty——

(4) F minden vidltozdjiban balrdl folytonos,
(5) minden a; < by,...,a, <b, esetén

2=
Y (-1)=t Fereaenonen) >0

teljestil, ahol az Gsszegzés a0 és 1 szamokbdl all6 bsszes lehetséges €1, ...,¢6,
véges sorozatra kiterjed, tovabba

P a;, ha g, = ]_,
e bi, ha & =0.

Specialisan, ha n=2, akkor
F(bl,b2) — F(bl,a2) — F(al,b2) —I—F(al,a2) >0

B1zoNYITAS. (Lasd [6] 139. oldal.) Az (1)-(4) tulajdonsagok sziiksé-
gessége kovetkezik a 6.6. Tételbdl. Az (5) sziikségességét csak n = 2 esetén
latjuk be. Ehhez azt fogjuk megmutatni, hogy

Pay <& <biyay <& <by) = F(b1,by)—F(br,a2)— F(ay,bs)+F(a1,az),
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ami valéban nem lehet negativ. A bizonyitishoz definidljuk az

A= {& <bij{& < b2},
B = {&6 < b1} {& < as},
C={& <ar}{& < b2},
D= {& < a1}{& < as},
E={ay <& <bi}{ag <& < by}

halmazokat. (Lasd 14. dbra.)

14. dbra
Ekkor A = F + B+ (C — D), mely diszjunkt felbontas, igy

P(A) = P(F)+ P(B)+ P(C - D).
Ebbdl D C ' alapjan
P(E)= P(A) - P(B) - P(C)+ P(D)

kovetkezik, ami ekvivalens az allitassal. Tetszbleges n esetén be lehet bizo-
nyitani, hogy

2 e
P(al Sfl <b17"'7an§£n<bn):Z(_]—)i:1 F(Clvc27"'7cn)

teljesiil, amib8l kovetkezik az &llits. (TetszOleges n € ZT esetén a bizonyi-
tast lasd [4] 48. oldal.)

Megforditva, most teljesiiljonek az (1)-(5) tulajdonsidgok. Ekkor legyen
Q:=R"” é A := B", tovibba

P([al,bl) X - X [an,bn)) = z(—l)z:l ‘F(cl,c2,...,cn).
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Ekkor beldthatd, hogy (2, A, P) valésziniiségi mezd, tovibba hogy a
&L RY—=R, &zy,...,zn)=2; (1=1,2,...,n)
valészintiségi valtozdk egyiittes eloszlasfiiggvénye F. (Lasd [5] 55. oldal.)
Egyiittes stirtiségfiiggvény

10.5. DEFINICIO. Az (Q,.A, P) valészinliségi mezd egy £= (&1,-.-,&0)
valdsziniiségi vektorvdltozdjit abszoliut folytonosnak, illetve a &;,..., ¢,
valdszintiségi valtozdk egyiittes eloszlasat abszolit folytonosnak nevezziik,
ha létezik olyan fg: R — R nemmnegativ fliggvény, melyre

Ty L

Fg(xl,...,xn) = // fg(tl,...,tn)dtl ceedty
— o0 — o0
teljesiil minden z4,...,2, € R esetén. Ekkor az fg fiiggvényt a gvalészfnﬁ-
ségi vektorviltozd siliriiségfiiggvényének, illetve a £, . .., £, valésziniiségi

véltozék egyiittes siiriiségfiiggvényének nevezziik.
Az fe, (1 = 1,2,...,n) figgvényeket a { valésziniiségi vektorvéltozd
perem-siiriiségfiiggvényeinek nevezziik.

10.6. TETEL. Legyen £ az (Q, A, P) valészintiségi mezd egy n-dimen-
zi6s abszohit folytonos valészintiségi vektorvaltozéja. Ekkor £; valészintiségi
valtozd is abszolit folytonos minden i € {1,2,...,n} esetén, vagyis léteznek
a perem-stirtuségfiiggvények, tovabba fenndll az

o0 o0

Jeo(zr) = / . / fe(ae, .o en)day - dogpordaggy - day,
Osszefiiggés minden k € {1,2,...,n} és x; € R esetén.

BIZONYITAS. A val6sziniiség folytonossdga miatt

Fe(ox) = P& <ar) = P& <21, Q) = P [{& < an} [[{& < o} | =
itk
= z]iiLnOO P& <a1,....86, <x,) = z]iiLnOO Fe(ar,. . 2,) =
£k £k
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—00  —o0o
T 0o 00

I/ / : '/fg(ﬂﬁla---7$k—17t79€k+17---7$n)d9€1' cdrp_ydrggy - -day|dt,

— 00

-0 =00

ami a &, suruségfiiggvényének definiciéja szerint pontosan az allitassal ek-
vivalens.

10.7. MEGJEGYZES. Hasonléan az egydimenzids esethez, itt is teljesiil
minden B € B™ esetén, hogy

P(gE B) :/---/f{(xl,...,wn)dxl---dxn.
B

10.8. TETEL. Az f : R" — R nemnegativ integrdlhatd fiiggvény
akkor és csak akkor striiségfiiggvénye valamely n-dimenzids £ valészintiségi
vektorvaltozénak, ha

o0

// flzr, .. en)dey - - day, = 1

o0

BiZONYITAS. A feltétel sziikségessége a 10.6. Tételbdl kovetkezik, hi-

szen o - -
// f($1,,$n)d$1d$n2 /fgl($1)d$12]_

Megforditva, ha f rendelkezik ezzel a tulajdonsiggal, akkor legyen € := R"
tovabbd A := B", valamint

P: A—R, P(B):/---/f(xl,...,xn)dxl---dxn.
B

Ekkor kénnyen beldthatd, hogy (Q,.A, P) valészintiségi mezd, tovabba hogy
a
&L RY—=R, &zy,...,zn)=2; (1=1,2,...,n)

valdszintiségi valtozok egyiittes stirtiségfiiggvénye f.
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Feltételes stirtiségfiiggvény

10.9. DEFINICIO. Legyen £ és 1 az (Q,.A, P) valdszintiségi mezd vald-
szintiségi véltozdi, és H := {y : y e R é f,(y) # 0}. Ha £ és ) egyiittes
eloszlasa abszolit folytonos, akkor az

f:RxH—=R, f(z,y)= fg;(())

fiiggvényt a & valdsziniiségi valtozé {n = y} feltételre vonatkozé feltételes
stiriiségfiiggvényének nevezziik, tovabbd az elébbi hanyadost fe|,(z|y)
médon jeloljiik.

10.10. TETEL. (Teljes valésziniiség tétele folytonos esetre.) Ha
az (Q,A, P) valdsziniliségi mezében a £ és n valdszintliségi valtozck, és &-
nek létezik az {n = y} feltételre vonatkozd feltételes siirtiségfiiggvénye egy
nullmértéki halmazt kivéve minden y € R esetén, akkor

)= [ Fanfel)f0)ay

teljestil minden = € R esetén.

BIZONYITAS. A feltételes stirtiségfiiggvény definicidja és a 10.6. Tétel
alapjan

/fgm zy) foy d@/—/fg f77 dy—/fg,nwydy—fg()

10.11. TETEL. (Bayes tétele folytonos esetre.) Ha az (Q,A, P)
val6sziniiségi mezében a £ és n valdszintlségi valtozdk, és &-nek majdnem
mindeniitt létezik az {n = y} (y € R) feltételre vonatkozd feltételes stiri-
ségfiiggvénye, tovabbd egy x € R esetén f¢(z) # 0, akkor n-nak is Iétezik a
{€ = 2} feltételre vonatkozd feltételes siirliségfiiggvénye, és

fem(@ly) fr(y)
 Senl@ly) fa(9)dy

fnlﬁ(y|$) =
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BIZONYITAS. Az f,¢(y|z) létezése a definiciébdl kovetkezik, igy elég
az egyenloséget bizonyitani. Mivel definici6 szerint

fen(@.y) = Fepn @) fr(y) & feu(e.y) = Frie(yle) fe(e),

igy
Foie(le) fe (@) = Fen(zly)faly)
adédik. Ebbol azt kapjuk, hogy

fnlﬁ(@/|95) = W)

melybe az €l6z6 tételbdl f¢(z)-et beirva kapjuk az allitést.
Valo6szintiségi valtozdok fiiggetlensége

10.12. DEFIN{CIO. Egy (2, A4, P) valészinliségi mezén értelmezett
& = (&,...,&,) valdsziniiségi vektorvéltozé komponenseit teljesen fiig-
getleneknek, vagy roviden fiiggetleneknek nevezziik, ha

Fe(er, .. wn) = Fey(wr) - Fe, (wn)

teljesiil minden zq,...,2, € R esetén. A & ...., £, valdsziniliségi viltozdk
paronként fiiggetlenek, ha koziiliikk barmely ketté fiiggetlen.

10.13. MEGIJEGYZES. Ez a definicié ekvivalens azzal, hogy minden
Bi,..., B, € B esetén

P& € Biy....8n € By) = P(& € By)-- P (& € By)

teljesiil. (Lasd [4] 84. oldal és 90. oldal.)

10.14. TETEL. Legyen £= (&1,...,&n) az (R, A, P) val6sziniiségi mezé
egy abszolit folytonos valészintiségi vektorvaltozdja. Ekkor £ komponensei

akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha
f{(xlv .. '7xn) = f£1 ($1) s fﬁn (xn)
teljesiil egy nullmértéki halmazt kivéve, minden (x4, ...,2,) € R™ pontban.

BiZONYITAS. Lasd [4] 95. oldal.
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10.15. TETEL. Legyenek az (2, .A, P) val6sziniiségi mezd &, &2, ..., &,
val6szintiségi valtozdi fiiggetlenek. Ha g; : R — R Borel-mérheté fliggvé-
nyek, akkor a ¢1 (&1),92(&2), ..., gn (€,) valdsziniiségi vdltozdk is fiiggetle-
nek.

BiZONYITAS. Elészér is megjegyezziik, hogy a g, (&;) fiiggvények az
5.12. Tétel alapjin valéban valdszintiségi valtozdk.

Tekintsiik a valés szamok halmazanak By, B, ..., B, tetszblegesen rog-
zitett Borel-halmazait. Ekkor az 5.9. Tétel alapjan ¢; ! (B;) is Borel-halmaz,

minden i € {1,2,...,n} esetén. Igy
{9:(&) € By = {& € 97" (B)}

miatt és a 10.13. Megjegyzés alapjan
P (H {9:(6) € Bi}) =P (H {&eg (Bi)}) =
=1 =1
= HP(& €g;t (Bz‘)) = HP(gi (&) € Bi)
i=1

=1
teljestil, amibol kovetkezik az &llitas.

10.16. MEGIJEGYZES. Ha ¢1(z) = 2 és g2(2) = ¢, ahol ¢ € R egy
konstans, tovibba £ és 5 fiiggetlen valészintuségi valtozdk, akkor az el6z6
tétel értelmében gy (€) = £ fiiggetlen a g5 () = ¢ valdszintiségi valtozétdl.
Vagyis egy konstans minden valészinliségi valtozétdl fiiggetlen.

10.17. TETEL. Legyenek az (2, A, P) val6sziniiségi mezd &, s, ..., &,
valészintiségi valtozdi fiiggetlenek. Ha g : R¥ — R Borel-mérhets fiigg-
vény, ahol k < n, akkor a g (&1,...,&k),&kt1, - - -, &, valSsziniiségi védltozdk
is fiiggetlenek.

BIZONYITAS. Az el6z6 tétel bizonyitdsdhoz hasonléan jarhatunk el.
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11. A nagy szamok torvényei

11.1. TETEL. (Markov-egyenl6tlenség.) Ha ¢ az (2, A, P) vals-
szintiségi mezé egy varhaté értékkel rendelkezé nemnegativ valdszintségi
valtozdja, akkor minden ¢ € Rt esetén

P(£>0) E)

C

B1ZONYITAS. (1) Legyen ¢ diszkrét, és R := {z1,2,...}, ahol telje-
siil, hogy 0 < @1 < 23 < ---, tovdbbd p; := P({ = ;). Ha ¢ < 24, akkor
P(§ > c)=1=>p; teljesiil, igy

E@€) =) wipi > ZCPiICZPi =cP(€ > )

i

miatt igaz a tétel. Ha létezik olyan iy index, melyre z;, < ¢ < z;,41 teljesiil,

akkor

E() = E%‘Pi > Z%‘Pi > Ecpi = Czpi =cP({ > ¢,
; >0 i>io >0

igy ekkor is igaz a tétel. Végiil, ha minden w € Q esetén ¢ > £{(w), akkor

Pezo=0< 28

hiszen nemnegativ £ valdsziniiségi valtozd esetén F(£) > 0 teljesiil.

(2) Ha £ abszolit folytonos valdsziniiségi valtozd, akkor z < 0 esetén
Fe(2) =0, igy fe(z) = 0 egy nullmértékii halmazt kivéve. Ezért

o0 o0 o0 o0

E(¢) = / o fe(@)da = /xfg(x)dac > /xfg(x)dac > /cfg(ac)dac -

0 c c

= c/fg(x)dw =cP(£>0),

ami az allitast igazolja.
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11.2. TETEL. (Csebisev-egyenl6tlenség.) Ha ¢ az (2, A, P) vals-
szintiségi mezd egy szorassal rendelkezé valdszintiségi valtozdja, akkor min-
den ¢ € RT esetén

D*(&)

P(le-B©) > <) < 5
BIZONYITAS. Legyen ¢ := ¢? és n:= (£ — E(£))?. Ekkor cre és n-ra
teljesiilnek a Markov-egyenl6tlenség feltételei. Igy

By _ D)

P(‘f—E(f)‘Zé):P(nzgz)é -5

11.3. FELADAT. Egy gyarban apré szogeket készitenek, melyeket egy
automata gép csomagol. Egy csomagban a szgek szdmanak virhaté értéke
1000, szérdsa 10. A szogek szdmanak eloszldsat nem ismerjiik. Legfeljebb
mekkora a valésziniisége annak, hogy egy csomagban a szégek szdma a vir-
haté értéktdl 20-al vagy annal tobbel tér el?

MEGOLDAS. A Csebisev-egyenltlenség alapjan

102 1
P(l¢ -1 >20)< — ==

ahol £ a sz6gek szamiat jeloli.

11.4. DEFINICIO. Legyenek £, &1,&,, ... valdszintiségi viltozék. Ha
minden ¢ € RT esetén

lim P(|¢, —¢|>2) =0

n— o0

teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy ¢, sztochasztikusan konvergal £-hez.

11.5. TETEL. (Bernoulli-féle nagy szamok térvénye.) Legyen
adott egy Bernoulli-féle valdsziniiségi mezé az Q = {wg,w; } eseménytérrel,
tovabbd p :== P({w1}) és ¢ := 1 — p. Ha p,,/n az {w, } relativ gyakorisaga,
akkor minden ¢ € RT esetén

P(‘Q—n—p >e) < 2L (11.1)
n ne
amibdl kdvetkezik, hogy a relativ gyakorisdg sztochasztikusan konvergdl a
val6sziniiséghez.
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BIZONYITAS. Legyen ¢ € Rt adott. Ekkor a Csebisev-egyenlStlenség
feltételeit ne és p,, teljesitik, igy

D*(0,)
n2€2

P(lew = E(ea)| = ne) <

teljesiil. Mdsrészt a 8.6. Megjegyzés (1) pontjabdl tudjuk, hogy g, binomi-
alis eloszldsy, igy F (0,) = np é D%*(0,) = npq. Ezeket beirva

g _ pg
nZe?  npe?

Oélfmn—mﬂZM)zP(Eﬁ—Aze)é
n

adédik. Ebbdl lim L4 = 0 miatt kovetkezik, hogy a relativ gyakorisag

sztochasztikusan konvergil a valésziniséghez.
11.6. MEGJEGYZES. (1) A Bernoulli-féle nagy szdmok tdrvényében

akkor is tudunk fels6 becslést adni, ha p értéke nem ismert. Ugyanis az
mindig teljesiil, hogy pq < 1/4, igy

On
PQ—_ >)< .
n p|=¢ = 4ne?

(2) A feladatokban gyakran haszndlhaté a kovetkezd becslés, ami ekvi-
valens a (11.1) formuléval:

On Pq 1
PQ—u- )>1_—— >1-— .
n pp<e)= ne? \ T Anel

(3) A Bernoulli-féle nagy szdmok torvényének jelentdsége, hogy a be-
vezetésben leirt tapasztalatot fejezi ki. Vagyis a valdszinliségszamitasban
mint a véletlen tomegjelenségeket leiré modellben, a valdsziniiség és a rela-
tiv gyakorisag hasonlé kapcsolatban van, mint amit a gyakorlati axiémank
feltételez.

Vigyazat, a tétel sztohasztikus konvergenciat allit! Tehat nem arrdl van
sz6, hogy a relativ gyakorisdg konvergdl a valésziniséghez, hanem hogy a
ennek a két szdmnak a tdvolsdga egy tetszbleges pozitiv értéknél nagyobbat
nulldhoz konvergilé valdszintiséggel vehet fel.

11.7. FELADAT. Hany dobést kell végezniink egy szabilyos kockaval,
hogy a 6-os dobés valdszinliségét a 6-os relativ gyakorisaga legalabb 0,9 va-
16szintiséggel 0,01-nél kisebb hibaval megkozelitse? Oldjuk meg a feladatot
akkor is, ha a kocka cinkelt, azaz a 6-os dobasdnak a valdsziniiségét nem
ismerjiik.
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MEGOLDAS. Szabilyos kocka esetén a 6-os dobdsdnak valésziniisége
p = 1/6. Igy a Bernoulli-féle nagy szdmok toérvénye és a 11.6. Megjegyzés
(2) pontja alapjin
1

5
On 6 6
P (|2 s] <om) 31 b
n P - n - 0,012

> 0,9

teljesiil. Ebbdl kivetkezben n > 13 889, azaz legalabb 13 889-szer kell dobni.
Ha a kocka cinkelt, akkor hasznidljuk a pg < 1/4 egyenlStlenséget. Igy

On 1
P2y <oom)21- L g

p P <00 2o 2 09
melybdl n > 25000 adbdik.

11.8. TETEL. (A nagy szamok gyenge torvénye.) Legyen az
(Q,A, P) valésziniliségi mezében &;,&,, ... szérdssal rendelkezd azonos el-
oszlasd és paronként fiiggetlen valdsziniiségi vdltozdk, tovabbd

Sn ::fl ‘|’£2‘|"|’£n

Ekkor m = F(£;) és 0 := D(£) jeloléssel minden ¢ € R esetén
2
P ( LI N 5) <2

n ne?
teljesiil, melybdl kovetkezik, hogy S, /n sztochasztikusan konvergdl m-hez.

BIZONYITAS. Az m és o definicidja korrekt az azonos eloszlds miatt.
Az S, /n valdsziniiségi viltozéra teljesiilnek a Csebisev-egyenlStlenség felté-

telei, ezért
D? (e
P ()] < 2

n n g2
S, 1 - 1 — 1 1

i=1

teljestil. Masrészt

és a paronkénti fiiggetlenség miatt

n

2 n 2 E E 2 E 2 2

i=1
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melybdl kapjuk a tételben szereplé egyenlStlenséget. Mivel lim % =0,

n—00
ezért ebbdl kovetkezik, hogy 5, /n sztochasztikusan konvergdl m-hez.

11.9. MEGJEGYZES. (1) Ennek a tételnek specidlis eseteként kapjuk a
Bernoulli-féle nagy szamok torvényét, ugyanis a Bernoulli-féle valészinuségi
mezSben m = p és o? = pq.

(2) A tételben a szérds létezése helyett elég csak a varhatd érték léte-
zését feltételezni, melyet eloszor A. Hincsin bizonyitott.

A hipergeometrikus eloszlds bizonyos feltételek mellett konvergal a bi-
nomidlis eloszlashoz. A binomidlis eloszlds a Poisson-eloszlashoz konvergal.
Az tgynevezett centrilis hatareloszlasi tételek is ilyen jellegii allitasok, de
specidlisan a normadlis eloszlasra vonatkoznak. Ezek a tételek ravilagitanak
a normadlis eloszlds kézponti jelentGségére, tovabba arra, hogy miért lehet
bizonyos feltételek esetén egy ismeretlen eloszlist normalis eloszlassal kozeli-
teni. Ezen allitasok koziil egyet mutatunk be, amely a legegyszeriibbek kzé
tartozik, ennek ellenére nem fogjuk bizonyitani, ugyanis ez a karakteriszti-
kus fiiggvények elméletére tamaszkodik, mely tdlmutat e jegyzet keretein.
(A bizonyitdst 1ldsd példdul [2] 148. oldal.)

11.10. TETEL. (Centrdlis hatdreloszldsi tétel.) Ha az (Q,A, P)
val6sziniiségi mezében £1,&,, ... nemnulla szdrassal rendelkezs, azonos el-
oszlasu és fiiggetlen valSsziniiségi valtozdk, tovabba

Sy = 51 ‘|’£2‘|"|’£n7
akkor az 5, standardizaltjanak hatareloszliasa standard normadlis, vagyis

lm Fy (z) = ®(z).

n— o0 Sn

11.11. MEGJEGYZES. (1) Az azonos eloszlds miatt az m és o defini-
ciéja korrekt.

(2) Ha a &; valészintiségi valtozdk kozos eloszldsa a p paraméterii karak-
terisztikus eloszlds, azaz 5, minden n-re n-edrendii p paraméteri binomiéalis
eloszlasu valésziniiségi valtozd, akkor a centralis hatareloszldsi tételbdl spe-
cidlisan a Moivre-Laplace-tételt kapjuk. Ezek szerint tehdt

Tim P (% < x) = 3(a). (11.2)
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(3) A Moivre-Laplace-tétel p = 1/2 esetben kisérletileg is igazolhaté az
ugynevezett Galton-deszkaval. (Lasd [5] 143. oldal.)

(4) A (11.2) formula ekvivalens azzal, hogy

. L —np
hmPSn<$:@( )
n— 00 ( ) /npq

Azaz nagy n esetén a binomidlis eloszlast jol kozeliti a normaélis eloszlés.
Példaul, ha n = 1000 16vést adunk le egy célra, és minden 16vés egymastdl
fiiggetleniil p = 0,11 valdsziniiséggel taldl, akkor mi annak a valdszintisége,
hogy 100-nél kevesebbszer taldlunk célba?

A taldlatok szamat jeloljik &-vel, mely binomidlis eloszlasi. Ebbol
kovetkezben

99
1000
P(¢ < 100) = Y ( k ) [0,11% - 0891000k
k=0

amit kiszamolni elég nehéz lenne. Viszont alkalmazhatjuk a normélis elosz-
lassal valé kozelitést. Eszerint

100 — 110

P <100) ~ & | ———
(€ ) (w/ino 0,89

) ~ ®(—1,01) = 1 — &(1,01) ~ 0,1562.
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Jelolések

ACBHB A részhalmaza B-nek;
A maga utin vonja B-t

ACB ACBé& A#£B

A+ B=AUB A és B halmazok egyesitése;
A vagy B kovetkezik be

AB=ANBEH A és B halmazok metszete;
A és B is bekovetkezik

A A komplementere;
A nem kovetkezik be

A-B=A\B=AB A és B halmazok kiilonbsége;
A bekovetkezik, de B nem

0 iireshalmaz; lehetetlen esemény

Q alaphalmaz; eseménytér; biztos ese-
mény

A az események halmaza; o-algebra

o(H) a H halmazrendszer &ltal generalt
o-algebra

R a val6s szdmok halmaza

Rt a pozitiv valés szdmok halmaza

R- a negativ valés szdmok halmaza

Z az egész szamok halmaza

Z+ a pozitiv egész szdmok halmaza
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(Q,A,P)

valdszintiségi mezo
a Borel-halmazok halmaza

az n-dimenzids Borel-halmazok
halmaza

az A esemény valdsziniisége

A-nak B-re vonatkozé feltételes vald-
sziniisége

az [ fliggvény, melynek értelmezési
tartomanya A és értékkészlete rész-
halmaza B-nek

az [ fliggvény értékkészlete

a ¢ illetve 5 eloszlasfiiggvénye

£ és 1 egyiittes eloszlasfiiggvénye

a £ illetve 5 stiruségfiiggvénye

£ és 1 egyiittes slirtiségfiiggvénye
feltételes stirliségfiiggvény

f-nek zy-beli jobboldali hatarértéke

f-nek xy-beli baloldali hatarértéke
valés szdmsor

sorosszeg
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> AL U A az a halmaz, melynek minden eleme
=1 =1

valamelyik A;-nek is eleme

IT 4, N A az a halmaz, melynek minden eleme
=1 =1

minden A;-nek is eleme

E©) ¢ varhaté értéke

D(&), D%(¢) a ¢ szérasa illetve szérasnégyzete

cov(&, n) kovariancia

corr(£, ) korreldcids egyiitthaté

E a ¢ standardizaltja

o, P standard normdlis slirtiség és elosz-
lasfiiggvény

1(4) az A esemény indikatorvéltozdja





