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ElO6sz6

Az operaciokutatas az alkalmazott matematika egyik legdinamikusabban fej-
16d6 aga. A gyakorlatban felmerdilproblémak Gjabb és Gjabb megoldasi mod-
szerek kidolgozasat igénylik. Jelen jegyzetben a készletgazdalkodasra és a sor-
banallasi problémakra koncentralva a legfontosabbnak itélt eljarasokat és meg-
kozelitéseket targyaljuk. A 2 fejezetbe 0sszagtitt modellek nem igényelnek
kilondsebb matematikai @épzettséget. Probalunk betekintést nydjtani a mo-
dellalkotasba és az eredmények kiértékelésébe.

A targyalt anyag &z operaciokutatas elemerciml, a Kossuth Egyetemi Kiado
altal tdbb izben megjelentetett egyetemi jegyzet Il és IV fejezete kisebb javitasok-
kal és modositasokkal. A kulénbdzsorbandllasi rendszerek jelleditzkdnnyen

ki tudjuk szamitani az erre a célra irt Java appletek segitségével, mel@siaa
korlati sorbanallasi elIméletelektronikus oktatasi segédlet szerves részeét alkotjak
és megtalalhatok a szérhonlapjan.

Jelen jegyzetet hatékonyan hasznalhatjak matematikus, alkalmazott matematikus,
programozd, programtervématematikus, informatika tanarszakos, valamint koz-
gazdéasz hallgatok, akiket a gyakorlatbadfetdul6 ilyen irdnyu problémak mate-
matikai modellezése érdekel. A kdnnyebb érfiség veégett igyekeztiink példak-
kal szemléltetni a targyalt modelleket és feladatokatjigytlink 6ssze az egyéni
begyakorlas segitésére.

Kdszonetet mondok Dr. Fazekas Gabor egyetemi docensnek hasznos észrevé-
teleiért és tanacsaiért, aki az emlitett jegyzetet lektoralta. A Latex szerkesztésben
sok segitséket kaptam Kdsa Mark és Roszik Janos kollegaktdl, akiknek ezuton is
szeretném kifejezni halamat.

Az eldforduld hibdkra vonatkozé észrevételeket és mindenfajta javitd szan-
déku megjegyzést 6rommel veszek az alabbi cimen:

jsztrik@nf.unideb. hu
http://irh.inf.unideb. hu/user/jsztrik/index.htm

Debrecen, 2004.

A Szerzb
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1. Készletgazdalkodasi modellek

1.1. Bevezetés

Készleteket rendszerint azért tartunk, hogy valamely sziikségletet, igényt kielégit-
stink. A szoban forg6 anyag, cikk iranti igény, kereslet a készlet fogyasat idézheti
eld6. Gondoskodnunk kell tehatdtben a raktarkészlet potlasardl, feltolté&gén
megrendelés feladasatél a megrendelt mennyiség raktarba érkezéséig @itelt id
utanpotlasi idének vagy révidenpétlasi idének nevezik. Az utanpotlasi idl alatt

is torténhet kivétel a raktarbol, a megrendelédpdntokat tehat ugy kell megva-
lasztani, hogy a raktarkészlet az utanpotlasiadhtt is fedezze a sziikségletet.

Az arubeérkezes és az arukivét, mas szoval a bearamlas és a kiaramlas egyuit-
tesen meghatarozzak a raktarkészlébieli alakulasat, amelyet egy koordinata
rendszerben is abrazolhatunk.

A vizszintes tengelyen azad, a fliggleges tengelyen pedig a raktarkészlet
y(t) szerepel (abban az egységben kifejezve, amely a vizsgalt arucikk természe-
téldl kdvetkezik).

A készlettartas, a készlet pétlasa, a beszerzésidebgek mérlegelésedeés
koltségigényes, de ugyanugy gazdasagi konzekvenciai vannak az igények ki nem
elégitésének is. A készletgazdalkodassal kapcsolatos a kéltségeégelratepet
jatszanak a készletmodellekben.

Harom alapvei csoportba oszthatok

a, Az utanpotlassal, a raktarfeltdltéssel kapcsolatos koltségek, ezeklaee Un.
szerzés, illetve elGallitasi koltsegek,

b, A raktar fenntartasdnak a koltsége, a raktarkészletben lekotott eszk6zok
koltsége, kamat, eszkdzlekotési jarulék, a készlet elévilésével, romlasaval
egylttjard veszteségek sth. melyeketgyriévenraktarozasi koltségnek
nevezink,

c, Araktarhiany okoztatermeléskiesés, pétldlagos beszerzéssel egydittjaré tobb-
letkbltség, vagy a hiany miatti nyereségkiesés sthjtgynéven anianykolt-
Ség.

E koltségek szamsaenagysaganak, figgvényalakjanak a meghatarozasa nem
egyszeu'feladat, tény azonban, hogy e meggondolasok hianyaban optimalis kész-
letezési eljarasrol csak nagyon kivételes ésukiett esetekben beszélhetlink. A
figyelembe veendl kdltségeket az is meghatarozza, hogy milyen gazdasagi célt,
gazdasagi eredményt kivanunk megvalésitani a készletezéséébrdtilhat pl.,
hogy mindenképpen 100%-0s szukségletkielégitést kell elérnink. Nyilvanvalo,
hogy ebben az esetben nem kell foglalkoznunk sem a hianykéltség szamszer”
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nagysagaval, sem azzal, hogy a raktarkészfgiedl alakulasaval ez milyen fligg-
vényszen kapcsolatban all. Bar meggondolasainkban a hianykoéltség ekkor lat-
szoOlag nem szerepel, mégis latni fogjuk, hogy bizonyos modellekben valdjaban
nagysagrendileg nagyobb minden mas tekintetbe vett kdltségfajtanal .

A beszerzési koltségek két egyszeipusa a tétehagysagatol figgetien, s
a tételnagysagaval egyenes aranyban lévo koltség. Az ebbbire példa a tétel at-
vizsgalasi koltsége, sorozatgyartasnal a sorozat beinditasi kbltsége stb. Az utdbbi
lehet pl. egy termék anyagkdltsége vagy az aru egy egységének beszerzési ara. A
raktarozasi koltséget tobbnyire a készlet raktaron eltdltott idejével aranyos kolt-
ségkent definialjuk, mégpedig a készlet egységnyi mennyisége vagy egysegnyi
értéke idegységre €skoltségét adjuk meg. Ekkor egy, 7] idbintervallum (pl.
negyedeév, félév) raktarozasi koltségét ugy szamoljuk ki, hogy a raktarkészlet (il-
letve annak értéke) @beli alakuldséat reprezentald gorbe és d@radgely(0, 7]
intervalluma altal meghatarozott teriletet kiszamitjuk és megszorozzuk asid
aruegyseégre (il és értékegységre) @saktarozasi koltséggel. Ez a kdvetkez
képpen lathato be:

A vizsgalt|0, 7] idotartam alatti raktarozasi @ megkapjuk, ha a készlet (il-
letve értéke) minden egysé@émegallapitjuk, mennyi ideig tartdzkodott a raktar-
ban, azaz megallapitjuk, hogy mennybitelt el a raktarba érkezésedigontjatol
a T idopontig, illetve a kivét idpontjaig. Ezeket az fitartamokat 6sszegezve
megkapjuk az 6sszes raktarozaitidEnnél az eljaradsnél azonban célsibéra
kdvetkeDképpen okoskodnunk. Osszuk be agtehgelyt egységekre és nézzik
meg, hogy mindegyik idegység alatt mennyi aru volt a raktaron. E mennyiségek-
nek az idegységgel valé szorzata megadja azdlleibegységre ésraktarozasi
idot, s ezek dsszedk idpontig a raktarozasi @. Ha az idtengely felbontasat
minden hataron tul finomitjuk, ®(¢) jelenti a raktarkészlet pillanatnyi nagysagat,
akkor a7 idoszakra &8 0sszes raktarozasiGchem mas, minngTy(t)dt, azaz a
raktarkészlet gorbének azdaebngellyel bezart terlleta T idbpontig. Hasonlé-
képpen hatarozhaté meg a hianykdltség is, ha ez az egységnyi h@gysegre
ed koltségként van megadva. Valbjaban tehat folytatnunk kellene a raktarkészlet
gorbét akkor is, midn a készlet kifogyott, tehat a ,hiany gorbéjét”, a ,tulkereslet
gorbéjét” kell felvenniink, mégpedig azdiengelyt reprezentald vizszintes alatt.

A készletgbrbe negativ aganak abteingellyel bezart teriilete szorozva a hiany-
koltség id- és aruegységre @grtékével adja a hianykdltséget.

A raktarozas targyat képézanyag, cikk iranti kereslet, sziikséglet, tehat az
output folyamata, valamint az elérerfiicél — pl. teljes igénykielégités, csak rész-
leges igénykielégités — s az utanpotlasi, feltoltési I6bégek, tehat amput fo-
lyamata egyittesen hatarozzak meg a készletaramlas lehetséges alakulasait.
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A készletdramlas széba joylehetséges alakulasaitkészetezési modellek
irjak le. A készletezési modellek alapjan — aukidtt cél szem éitt tartdsaval
— meghozzuk azokat a dontéseket, amelyek a lehetskégetezés politikak,
készletezes eljarasok (pl. mikor és mennyit rendeljink) kozul azt a készletezeési
eljarast politikat alakitjak ki, melyek a tekintetbe vett korialmények kozott a célt
legjobban megvaldsitja. Ezt az eljaréptimalis készetezés eljarasnak fogjuk
nevezni.

A készletezési modellek osztalyozasi szempontjai igen kilciddiz Egyik
alapveb osztalyozasi elv az, hogy mind a bearamlassal, mind a kidramlassal, va-
lamint a koltségekkel kapcsolatos minden informacié megadhatore tdljes bi-
zonyossaggal, vagy pedig ezek kdzott szerepelnek-e olyanok is, amelyekre csupan
statisztikai torvényszeségek allnak fenn. Az ébbi esetben ugyanis Gnleter-
minisztikus modellel van dolgunk, mig az utébbi esetben az (gatochasztikus
modellel.

A véletlen (sztochasztikus) jelenségekre vonatkozé ismereteink, itéleteink csu-
pan valoszinéégi jellegiek; nagyszamu megfigyelés, kisérleti tapastztakaki-
sérleteknek a matematikai statisztika és a valasggSzamitas torvényein ala-
pulo értékelése teszi leliate torvényszerségeinek megismerését, feltarasat. Va-
|6sziniségi itéleten, kovetkeztetésen azt értjik, hogy allitasunk nem logikai bizo-
nyossaggal, csak valéstiseqgi biztonsaggal, azaz legfeljebb igen nagy valdszin™
séggel érvényes. Ha példaul egy véletlen menny@égaldsziniségi valtozorol
azt allitjuk, hogy 0.95 valoszirséggel esik 100 és 150 kdzé, akkor ez azt jelenti,
hogy a jelenségre vonatkoz6 megfigyeléseinket, méréseinket egymastal fuggetle-
nil sokszor megismételve, a szoban forgo véletlen mennyiség ezen megfigyelések
kb. 95% -ban fog az emlitett hatarok k6zé esni.

Az osztalyozas masik szempontja az, hogy az optimalis készletezési politika
egy vagy tobb iészakasz egymasutanjara vonatkozik-e. Az e@gzdkaszt at-
fogd modelltstatikus modellnek, a dontés egymasutanjaira vonatkozé modellt pe-
dig dinamikus modelInek nevezzik.

Szokasos osztalyozasi elv még az is, amely aszerint tesz kilonbséget az egyes
modellek kézott, hogy az i illetve dontési valtozé (amely rendszerint a raktar-
készlettel kapcsolatof)lytonosvagydiszkrét értéket vesz-e fel. llyen értelemben
beszélnekolytonos idoparaméteri diszkrét, folytonos iddparaméter(i folytonos
készletmodelleldl, illetve diszkrét idéparaméter (i folytonos ésdiszkrét iddpara-
méter (i diszkrét modellekol.

Sok més osztalyozasi elv is ismeretes a szakirodalomban, ilyen pl. a kéltség-
tipusok szerinti megkilonboztetés, tovabba a hiany kezelése szerinti kiidnboz
ségek. Készlethiany esetén ugyanis két eljaras lehetséges. Az egyiknél a korabbi

hianyt pétoljdk a beérkérkészletldl, a masiknal a kielégitetlen kereslet elvész,
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tehat a tervezettnél nagyobb zarokészlettel kell szamoilni.

A készletezési modellek sok fajtaja és tipusa alakult ki, mar csak a dellép
véletlen torvényszeisegek sokféleségeét tekintve is, nem beszélve a gyakorlati
élet bonyolult szituacioirdl, a kéltségek, célok kulénbéggeidl stb. A készlet-
gazdalkodasi modell - mint altalaban minden modell - a sokvétésagnak csak
néhany jelleméjét ragadhatja meg, hogy azutdn matematikai moédszerek és logi-
kai kdvetkeztetések utjan olyan mennyiségi 6sszeflggeseket tarjon fel, amelyek
elemzése, értékelése alapjan a dontésre sor kerl.

A kovetked részekben néhany alapbetgyszen”statikus és sztochasztikus
modellt mutatunk be, melyek segitségével megadunk néhany optimalis eljarast.

1.2. Determinisztikus modellek
1.2.1. Optimalis tételnagysag (sorozatnagysag) modellje

Valamely arucikkiél, anyagbél egy” id6szak alatt 6sszeséhegységre van szik-
ség, mégpedig itegységenként mindigegységre. A kivét, a raktarbdél valé kia-
ramlas tehat idben egyenletes, hiany nem engedett meg.

A kovetked koltségeket vessziik figyelembe:

a, Egy tétel beszerzésének -bHdlithsanak — tételben foglalt mennyisgégt
fuggetlen koltsége, jeldlje;; (¢, Ft)

b, A szbéban forgd anyag, cikk egy egységénebemlységre ésraktarozasi
koltsége, jeldljes (co Ft/db/idd)

Célunk olyan raktarozasi politika kialakitasa, amely egiifblztositja az id-
egységenként r arumennyiség meglétét, maktebeszerzéssel és raktarozassal
kapcsolatos koltségeket minimalizalja.

Induljunk ki abbdl, hogy a feltdltések szabalytaladkézonként, szabalytalan
mennyiségben térténnek. Tegyuk fel, hdgyd6 alattm feltoltés térténik. Ak-
kor a rendelési koltség - ¢;. Ehhez adodik hozza a raktarozasi koltség, amely
egyenb az 6sszraktarozasidd:,. A 0 idépontbany, készlet all rendelkezésre, to-
vabbam — 1 alkalommaly,, -, ..., y,—1 készlet érkezik a raktarba. A rendelések
érkezésekor raktaron lévmennyiségek legyenek, ..., S,,_1. A készletszintet
egy ,flrészfoggorbe” jelzi. A raktarozasiatl a ,flrészfoggorbe” alatti terilet
adja meg. Az egyenesek meredeksége allang&@i egységnyi id alatt elvitt
mennyiseget jelent. (Lasd az alabbi abrat.)

A gorbe alatti tertiletet Ugy kapjuk meg, hogyaz- .S;, yijsi befogdkkal ren-
delke®d derékszog'haromszogek teriletébkivonjuk az S+, Sir“ befogdkkal
rendelked derékszogharomszdg teriletét=0,...,m — 1,
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készlet

So =0, S,, = 0. Kobnnwi latni, hogy a teljes terilet

_ y_(2] o S_% + (Sl +y1)2 . 5_22 + + (Smfl +ym71)2
2r  2r 2r or 7 o

m— m

1 , 1=
2—Zyi+— SiYi.
1

i=0 i=

<

igy a teljes koltség:

KT(yD;yl; e Ym—1; Sl, cees Sm—l) =m-C +t- Cy =

m—1 m—1
1 9 1
—> g +e-> Sy
mcey +6227“ 2 Y; _'_CQT 2 Y

Nyilvan ez a koltség csokken hg = 0, 1 =1,...,m— 1, ami azt jelenti,
hogy akkor torténik szallitas, ha az arukészlet elfogyott, vagyis nincs maradék
raktarkészlet. Kérdés, hogy a

1 '«
Ko (Yo, Y15 s Ym—1) = m - ¢ + 025 ZO Y;

fuggvény mikor lesz minimalis. Vizsgaljuk meg a

fuggvenyt. Mellékfeltételkent
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ami a beszerzeridkészlet nagysaga. Az értékek matematikai kozepe, vagy
atlagaZ.
Legyenz; =y, — £ igyy; = 2; + £, tovabba

Z%ZZ@H’%)ZZ%‘FR:R,

vagyisy  x; = 0.
Ezt felhasznalva

Zyz Z +xZ)2_mE+_Z$z+Z$ ——2—|—Zx?.

Létszik hogy_ %2 akkor minimalis, hdy~ 2? = 0, ebldl 2; = 0 kdvetkezik. igy
Y = m, 1=0,...m—1.

Jeldlje ezt az allandé tételnagysagot %. Konnyi latni, hogy a készletgbrbe
szabalyosifészfoggorbe ugrasokkal, az idkoz 2. Ekkor

co R?
Kr(m) = mey + ﬁa

Meg kell hatarozni<,(m) minimumat!

d
—Kp(m) = ¢ — —R2 :
dm r(m) = a m?
melynek zérushelye
(&)
=R, ——
o c12r’
02R2 Co
K// _ Kl/ R a4 > 0
T(mo) rm3 T( 0127“) = Y,
ezért a minimumhely am, = R,/-%- ¢ = & = /%%, gy az optimalis

tételnagysag, = /<.

c2



12 1. KESZLETGAZDALKODASI MODELLEK

Méas megoldas:
A szamtani és mértani kozép kdzott fennallé eg@pderhség miatt

2me; + 22 R2
Kr(m) = ST vm > 4/ 2mey - Qv _ =R 9201 = \/2c1coRT

AT Cgff2
Kr(m) minimalis < 2mc; = )
rm
lgy
C2
=R,/—.
o 2rcy

o , T
Ebdl mg = R 2 esqy = ! ;1 = 27“2.
2rcy = Co

igy az optimalis tételnagysag = \/ﬂ ’

Cc2

melyet szokasVilson-formula, Andler-formula, négyzetgyok-térvénynekis
nevezni.
Ebbdl az optimalis rendelési @hoz

mig a minimalis koltség
= \/QRT01 cCy = \/27“th01 - Cy.

Osszefoglalva eddigi eredményeinket megallapithatjuk, hogy ha

(i) Ismert egy7” idotartam 0sszszikséglete,

(i) Az igénykielégités konstans intenzitasuq,
(i) Két koltségtényebdt veszink figyelembe (beszerzés, raktarozas),
(iv) A bearamléasi folyamat determinisztikus,

akkor az optimalis a raktarfeltoltési eljaras az hogy, szabalybksozibnként az
optimalis tételnagysagra toltjuk a készletet.

Az optimalis eljaras megkeresése az esetek tulnyomo részében nem ilyen egy-
szel és sokszor csak kozdlinlgoritmussal hatarozhaté meg. A kozglibeg-
oldasok is hasznosak, de Iényegesen mélyebb matematikai médszereket és meg-
gondolasokat igényelnek, mint a most bemutatott. Mégis az itt kdvetett eljaras

sok szempontbdl jellegzetes. Nevezetesen:
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(i) Meg kell ismerkedni a bearamlas és a kiaramlas sajatossagaival, a vizsga-
latba vonhat6 koltségekkel,

(i) Meg kell hataroznunk az elérni kivant célt vagy célokat,

(ii) Matematikai 6sszefiiggések segitsegevel felirjuk a feltételeket és az cél-
fuggveényt,

(iv) A lehetséges eljarasok kozul kivalasztjuk az optimalisat,

(v) Meghatarozzuk az optimalis eljaras azon paramétereit, amelyek az ezen el-
jarashoz tartozo célfiggvényt optimalizaljak.

A készletgazdalkodasi modellek az esetek tulnyomé részében valamely opti-
mumszamitasi feladatra vezetnek, gyakran linearis és nem linearis programozasi
feladatra.

Vegyik észre, hogy ha a beszerzési koltgeg ¢; alaku, ahob Ft/db dimen-
zioju koltség, akkor a koltségfuggvédy* = K + b - R, ahol K az ebz6 modell
kéltségfiiggvénye. gy az optimalis beszerzési politika valtozatlan marad. Vagyis
ha egy db aru eladasi ataFt, akkor lathato, hogy a teljes mennyiség eladasi ara
K - h. Igy a nyereség
K-h—K*

vagyis a nyereség akkor maximalis, ha a kiadas minimalis.
Példak

1. 5 hénap alatt 100 db arucikk sziikséges, a fogyaszto rendelése egyenletes,
havonta 20 db-ot igényel. Egy tétel rendelési kdltsége 400 Ft, havi raktaro-
zasi koltsége 10 Ft. Mi a minimalis koltséggel jaro politika?

Megoldas:

100 400
o[22 22 4o db,
% 5 10

4 .
to = —O = 2 havonként,
20

Ky =+v/2-100-5 - 400 - 10 = 20000 Ft.
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2. Eléallitand6é 12000 db alkatrész 1 év alatt folyamatosan, sorozatgyartas-

sal. Egy-egy sorozat legyartasaval kapcsolatos allandé koéltség — a soro-
zatnagysagtol fuggetlenil — 20000 Ft, raktarozasi koltség 30 fillér/db na-
ponta. Meghatarozandé az optimalis sorozatnagysag!

Megoldas: Vegylk észre, hogy a gyartasi folyamat a rendelési folyamat
forditottja, ezért ugyanazok érvényesek. igy

= 662 db,

B 12000 20000
P = 365 0,3

365 2000
= ]2 ——. =20,14n
fo \/ 12000 0,3 0,14 nap,

Ky = \/2 - 365 - 12000 - 2000 - 0, 3 = 72498, 28 Ft.

. Elkészitendk egy arucikknél az utanrendelésdld ha az utanpotlasi @

tartam 30 nap, marcius Bitnapi 20 egység fogyasztast kell ellatni, egy
tétel rendelési koltsége (tételmennyis@diiggetlendl) 500 Ft, a raktarozasi
koltség 0,5 Ft.

Megoldas: (r = 20,¢; = 500,¢o = 0,5) go = 200 db,t, = 10, mivel

a rendeléstl szamitott 30 nap mulva érkezik az aru, ezért &z@®R00 té-

telt 30 nappal, a masodikat 20 nappal, a harmadikat 10 nappal marcius 1-e
elétt rendeljik meg. Méarcius 1-én éttkezdve 10 naponként egy-egy tételt
rendellnk.
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1.2.2. Optimalis tételnagysag modell az dnkoltségi beszerzési arral aranyos
raktarozasi koltséggel

Feltételek:
e A [0,T]id6szakban dsszszlkségléte

e Minden idbegységben pontosaregység aramlik ki a raktarbadl,

Egyy tétel beszerzési (@éllitasi koltségedy + ¢1, aholb a tétel egy egysé-
gének beszerzési ara@sa tételben foglalt mennyisédjtfliggetlen koltség,

A raktarozasi koltség), a raktarkészlet 1Ft értékének egpédyységre €5
koltsége (Ft/Ft/id),

e Arendelési és utanrendelési politikaiink fligg.

Az a korulmény, hogy egy adott@ihtervallum minden idegységében egy-
ség aramlik ki a raktarbdl, meghatarozza a kidramlo gorbéjét. Most a fuggve-
nyértékek nem mennyiseget, hanem Forintban kifejezett pénzdsszeget jelentenek.
Nem nehéz belatni, hogy az optimalis készletezési eljaras most is az, hogy szaba-
lyos id6kdzonként mindig ugyanarra a szintre toltjik fel a raktarkészletet. Ehhez
az optimalis eljarashoz tartoZ6,(q) 6sszkoltség kiszamitasi modja jelen esetben
egy kicsit médosul. A raktarozasi koltségténgemost ugyanis nem aru- €soid
egységre, hanem a beszerzési koltség egy egysegéretkygbgre @ésrészeként
van megadva. Egy tétel beszerzése; + ¢, Ft, s minthogy idegységenként
egység hagyja el raktarunkdtidé mulva ennek a tételneékaz értéke. Ehhez a té-
telnagysaghoz tartozo atlagos lekotott forintérték, téﬁ@%ﬂ, amelyetf idovel
szorozva megkapjuk a raktarkészlet atlagos értékét, s emszlerese adja a rak-
tarozasi koltséget. Abban az esetbenyhalkalommal keril sor raktarfeltéltésre,
tehatk = mgq, az optimalis eljarashoz tartozo 6sszkoltség

bg + ¢
KT(q):mcl—Fm(g- q2 !

A b - R tag fuggetlen attol, hogw: ill. ¢ mekkora értéket vesz fel. Az = %
helyettesités utah-vel osztva az egyenlet mindkét oldalat, megkapjuk &egy-

ségre e8 koltséget:
1 1
k(q) T g + §bwq + FaW + br.

Nem nehéz megmutatni, hogykdq) fliggvény akkor veszi fel minimuméat, ha
q = /2r, illetve ¢y = |/2£<- Ennek megfelden

Jw + bR.

_ KT(Q) _ra

T C1
2——.
Rbw
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Innenk(qo) = /2rbcyw + br + 3ciw.
A T ido alatti 6sszkoltséget megkapjuk, ha mindkét oldaitel megszorozzuk.

igy K7(q0) = V2RTbciw + bR + %clw. Konnyi észrevenni, hogy @, to-nal az
el6z6 feladatbelic; szerepét & - w mennyiség vette at.

1.2.3. Az optimalis tételnagysag modell arengedménnyel

Ismét tételezziik fel, hogy B id6 alatti 6sszsziikséglét, amelyetr = £ idéegy-
ségre e8 intenzitassal elégitlink ki az egéBzd6tartam folyaman. Jeldlj@ azt a
mennyiséget, amely felett arengedményt adnak, vagyis kapunk. Tegyuk fel, hogy
egyy tétel beszerzése a kovetkezltséggel jar:

b1y+cla hao<y<@7
b2y+017 haQSya bl >b2-

A készlettartas idre és forintra s kdltsége legyen isméi.

Hatarozzuk meg az optimalis beszerzési politikat.

A kovetkedképpen kell eljarnunk: Mintmar az@d modelleknél is megallapi-
tottuk, hogy az adott feltételek mellett az optimalis eljaras az, ha szabaljks-id
z6nkénty, tétel raktarba érkezés#rgondoskodunk. Tudjuk tovabba, hogy ezen
eljarashoz tartozé 6sszkoltséget a

T
Kr(q) = \/2RTbwey + bR + Eclw

0sszefliggés adja meg. Hatarozzuk meg ezérteggységarhoz tartozé optimalis
tételnagysagot, jeldlje ezt. Ekkorg, = /2r;°.
Két eset lehetséges:

a, ¢ > (), ekkorg, optimalis tételnagysag,

b, 2 < Q.

Ez esetben, nem lehet az optimalis tételnagysag, hiszer< @ tételnagysagot
b, egysegaron nem vasarolhatunk. Ki kell szamitani tetatahoz tartozo tétel-

nagysagot. Ez; = ,/2r;. Nyilvanvald, hogy hag, mar kisebbnek bizonyult
()-ndl, akkor ab; > b, relacio miatt

Q> q = 2L > QTi:ql.
bQ’LU bl’LU
A mar ismert képletek alapjan €s( tételnagysaghoz tartozdéGdgységre jutd
Osszkoltségek

rc 1 1
l{(ql) = q—ll + §C1’LU + éblwa + b17" R
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kE(Q) = % + %clw + %waQ + byr.
A by > by, 1 < g2 < Q relacio miatt
zéil > 3231, byr > bor,
de -
%Mwm§%%wQ

relaciok barmelyike fennallhat.
igy ismét két esetet kell megkilénboztetniink:

() k(q) = k(Q),
(i) k(q1) < k(Q).

Tekintettel arra, hogy kéltségminimumra térekszunk, az (i) esetban optima-
lis tételnagysag, (i) esetben pedig Igy az érkezési ibkdzoket is a megfeldl
tételnagysag alapjan hatarozzuk meg.

Példak

1. Valamely cikklbl 6sszesen 2400 db-ra van szikség 12 hénap dlati2
hénap,k=2400,c,;=350 Ft,w=0,02(Ft/Ft/id),

by =10 Ft, hal < ¢ <500 _
b2:9ﬂ5FLquZ5M)} @ = 500.

igy

2400 350
qf:VQ ~ 870.
12 9,25-0,02

Tehatq, > @, az optimalis tételnagysag 870 db. Ezzel az értékkel mar
tovabbszamolhaté az optimalisikibz és a minimalis kdltségfiiggvény.

2. Az el® példa adatai kdzll egyediila=100 Ft adatot valtoztassuk meg.

Ekkor
2400 100
_ /9 ~ 465 < Q = 500.
© \/ 12 9.25-0,02 <@

Ezért meg kell hatarozmi -et is

2400 100
=./2 ~ 447.
N \/ 12 9.25-0.02 AT
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Hasonlitsuk 6ssze B1(q;) és K(Q) értékeket!

Kr(q) = Kr(447) = /22400 - 12 - 10 - 100 - 0, 02+

1
+2400 + 5100 120,02 = 25085,
mig
100 - 2400

1
Kr(500) = R0 + 9,25 - 2400 + 5100 -12-0,024

1
+§9, 25-12-0,02 - 500 = 23247.

Azt kaptuk, hogyK(500) < K7(447) igy az optimalis tételnagység=500.
Ebbdl szamolhat6 ki az optimalis @koz is.

— 500 _ 5 K4
to = 550 = 5 hénap.

3. Az el® példa adataival dolgozunk kivéve
e =100, Q = 3000.

Ezért ¢ = 465 < 3000, ¢ = 447, K(447) = 25085,
K(3000) = 25622, K (447) < K (3000).
Az optimalis tételnagysag 44% .= 55T hénap.
Megjegyzes:
Harom esetben kdvetkezzen be mennyiségi korlattéldlaygngedmény, mégpe-
dig
by, ha0<qg< @,
by, ha Q1 < ¢ < @2, b1 > by > b3,
bs, ha Q2 < q.
A kovetend eljards most a kovetkéz

a, Kiszamitjukgs-t, azaz ab; egységarhoz tartozé optimalis tételnagysagot.
Hags > ()2, akkorgs a keresett optimalis nagysag.

b, Hags < ., akkor kiszamitjuk az,-t. Minthogy bs < bs, igy ¢ < gs3.
Ennek kdvetkeztébem, < Q vagy @ < ¢ < Q2. Hags < (Q €s
Q1 < ¢a < @4, akkor a helyzet ugyanaz, mint a mar targyafizél eset-
ben, vagyis 6ssze kell hasonlitanig¢,) koltségeit ak (Q2) koltséggel,
elddontend, hogy ag, vagy aQ), a keresett optimalis tételnagysag.

c, Hags < Q; ésqy < O, akkor ki kell szamitani a, -t, amire sziikségképpen
igazq; < g2 < 1. Ebben a helyzetbeh (¢, )-et kell 6sszehasonlitani
K(Q1)-el, és eldonteni melyik a keresett optimalis tételnagysag.
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1.2.4. Az optimalis tételnagysag modell hiany esetén

Tekintsuk ismét az 1.2.1 részben targyalt feladatot, azzal a kilonbséggel, hogy
most nem toreksziink a2 = r - T' szikségletef” id0 alatti teljes, hanem csak
részbeni kielégitésére. A raktarhiany tehat megengedett, és jeldljik a hiany aru és
id6egységre @skoltségéts-mal. (c3 Ft/db/idd)

Foglaljuk 6ssze az adott feltételeket:
e A [0,T]idbszakasz 8ssz-szukségléte

e Minden idbegység alatt pontosan r egységre van szikség,

¢ Ft a tételben foglalt egységéktiiggetlentl, allandé beszerzési koltség,

A készlet egységénekdegységre ésraktarozasi koltsége Ft
(¢ Ft/db/idd),

e A hidany idbegységre s raktarozasi koltsége (karax; Ft
(c3 Ft/db/idb),

Az a korulmény, hogy ha rendelkeziink készlettel, ezegl/ségként egy-
ségnyi intenzitassal aramlik ki a raktarunkbdl, ismét determindalja a kiaramlasi
gorbét. Az idtengely alatti gorbeteriletnekea kbltségtényedvel valé szorzata
adja a hianykoltséget. A készlet mennyisége ndedna beérkezés torténik, de ha
a hianyt ekkor sem elégitjuk ki, elvész. Az 1.2.1 részben kdvetett gondolatmenet
alapjan nem nehéz belatni, hogy az optimalis készletezési eljards most is a szaba-
lyos flirészfog-gorbével abrazolhato raktarfeltbltési politika, csakhogy most nem
az egeész? igényt elégitjuk ki, hanem annak egy részét. Nyilvanvald, hogy az
tengely alatt elhelyezkédderékszogharomszog terlilete a hiannyal kapcsolatos
raktarozasi id. Az optimalis készletezési eljaras tehat most is az, hogy egyenl
id6kdzonként ugyanarra a szintre toltjuk fel raktarkészletinket, csakhogy most
nemgq, hanem valamely-nal kisebbS mennyiséget szerziink b&.esq aranya a
kdltségtényeitk egymashoz val6 aranyatdl figg.

Meghatarozand®' ésq azon mennyisége (jeloljuk ez, go-val) amely mel-
lett az 6sszkdltseég mint e két mennyiség fiiggvénye minimalis. A koltségfligg-
vényt a kdvetked mdédon szamolhatjuk ki. Ha egységet szerziink be, akkor
1 idé')kdzbnként% szamu beszerzéssel a teljes igényt ki tudjuk elégiteni. Most
azonban! idokozonként csupafl < ¢ mennyiséget szerzunk be, ézideig fe-
dezi a szlkségletet. EBbnyilvanvalo, hogy készlet a2 idotartam felett, hianyt
pediga? — 2 = # id6szak alatt jelentkezik. Az ébbiek figyelembevételével
konnyen felirhatjuk az 6sszkoltseget

rT S? (q—95)?

K(q,5)=— — -
(¢,9) p Cl+27“02+ o C3
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Az analizis ismert médszereivel megoldva ezen minimalizalasi feladatot a mini-
mumhelyekre a kovetkézértékek adodnak:

\/ C1 \/CQ + c3
qo = 2r— ’
Cy C3

illetve azr = % helyettesitéssel
. \/2 R01 Co + C3
qo = TCQ Cs )
Sy = \/QTﬁ . \/ ‘s 7
Co Co2 + C3
| R
SO - 2 a . “ .
Tcy \ ca+c3
Ezeket az értékeket az

0K(q,S) STc, T(q—S)

illetve

oS q q ¢ =0,
K T 2 20(q — S) — (¢ — S)?
0K(¢,8) _1Ter  8°Ter  29(a—8) — (@ =57 _
dq q? 2¢* 2¢>

egyenletrendszer megoldasaikent kaptunk. Raktarfeltolfésa®kozonkent ke-
rul sor, jeldlje ezt (qo, So), ekkor

201 Co + C3
to(Qoaso):\/r—CQ\/ —

Tc co+c
to(CIO,SO):\/QR—C;\/ 263 iy

Az 0sszkoltség az egésdichrtamra

K(qO, S()) =\ 2RT0102 o == T\/ 27”0102 “ .
\/ Co + C3 V Co + C3

Tehat az optimalis eljaras az, hogyqo, So) idokdzonként a raktarkészlets
mennyiséggel toltjik fel, ekkor a minimalis 6sszkoltgég;,, So) Ft lesz.

illetve
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Megjegyzeés:

Jeloljuk go masodik tényedjének a gyokjel alatt szerefj)lcgi—i:3 mennyiséget
o-val (o < 1 altalaban) Ho ~ 1 akkoré ~ 1. Ebben az esetben a 1.2.1 részben
szerepb képletek megegyeznek az itt szetegEpletek megfeléivel. A o ~ 1
akkor all fenn, haz, < ¢3, azaz a hianykdéltség nagyon nagy a raktarozasi kolt-
séghez képest. Ekkor hianyt nem szabad megengedniink, igy ez a modell valoban
a fenn emlitett modelinek felel meg. igy az 1.2.1 rész ezen modell speciélis esete
c3 = oo helyettesitéssel. Ekkdfy, = qo, amely az optimalis feltdltési egység. Az
Osszefliggésekdleolvashatd, hogy

\/ 2RT0102 = K(qO) 2 K(qO, So) = \/ 2RT6102 “

)
Cy + C3

azaz az itt kovetett optimalis eljaras mindig kisebb dsszkoltséget ad. Egpgenl
csak ap = 1 esetben all fenn.

Konnwi latni, hogy ha a beszerzési koltségr bq alaka, akkor a koltsegfligg-
vény

SQ - 2

m [Cl + —Co + a )

2r

03+Sb},

majdm = 7 bevezetésével

R s> (¢=8)
K(q’S)_E[Cl_'_Q_Tcz—i_ o Cg"‘Sb]

oy 0K RS R
%:E@—J(q—s)&ﬁrl):@
K R S?2 (g—S)? R
a—q__?(01+2_7°62+ o Cg"‘Sb)‘i‘g ”

Ezen egyenletrendszer megoldasa

\/27“01(02 + c3) — r2b?
qo = )

CoC3

Cc2

\/03 2rcy(catc3)—r2b2 br

Co + C3
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Példa:

El6allitandd 12000 db alkatrész 1 év alatt folyamatosan, sorozatgyartassal. Egy-
egy sorozat legyartasaval kapcsolatos koliség sorozatnagysagtol fliggetlenul
2000 Ft. Raktarozasi koltseg = 0.3 Ft/db/nap, hianykoltség, = 0.1 Ft/db/nap.
Meghatarozando az optimalis sorozatnagysag, és 0sszkoltség.

Megoldas: Az 6sszefliggések alapjan

12000-2000 /0.3 5 0.1
qo:\/2 \/ 9.1 1324db,

365 - 0,30 0.1
120002000 [ 0,1
Sy = \/2 \/ '~ ~ 331db,
365-0,30 \0,340,1
365-2000 [0,340,1
Hao, %) = \/2120000 3\/ 01~ Aonap,
0,1

K(qo, So) = \/2 - 365 - 12000 - 2000 - 0, 30 ~ 36249Ft.

0,34+0,1
Tehat a kovetkez eljarast kovetjuk: Kb 40 naponként a sz6banforgdé mennyi-
ségtdl eldallitunk 331 db-ot, 1324-331=993 db hiannyal, de az 6sszkdltség fele
annak, mint amikor a teljes sziikséglet kielégitésére torekszink. Ezt az 1.2.1 rész
el példajaként kaptuk mely (¢o) = 72498 Ft.
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1.3. Sztochasztikus készletgazdalkodasi modellek

A készletezeési probléemak tulnyomo tobbsége sztochasztikus modellre vezet. A ki-
aramlasi folyamat sok esetben a kereslet fliggvénye, a kereslet pedig a vé@letlent
fugg. Az alkatrészek tartalékolasi problémadi is kulonbdaldszinségszamitasi
meggondolasokat igényelnek. A szallitasi késedelmek és maga ad Gsmal-

litAsos rendszer, amikor a megrendelt cikk egy meghatarozofhiitervallumon

belil meg nem adott ipontokban és résznagysagokban érkezik be, sztochasz-
tikus torvényszar§égeket kbvet. Tévedés azonban azt gondolni, hogy minden
jelenség, amelynek j@beli alakulasat nem tudjuk, valésmségszamitasi mod-
szerekkel becsulh@t A val6sziniségelmélet €s a matematikai statisztika nagy se-
gitséget nyujt olyan esetekben, amikor valojaban sem kisérletre, sem t6bbsz6rds
megfigyelésre nincs lehitég, de a vizsgalt jelenségekkel azonos tipusu jelen-
ségekkel kapcsolatosan mar toérténtek ilyen megfigyelések. Sztochasztikus mo-
dellekkel gyakran bonyolult, bar alapjaban véve determinisztikus jelenségek is
modellezhdik. Egy nagy kikéd hajoforgalmat — noha szigori menetrend sze-
rint bonyolddik le — igen jol lehet Poisson-folyamatokkal leirni. Talan ez a tény
megnyugtatja azokat a valéjdban értiext aggodalmaskoddkat, akik a sztochasz-
tikus modellek gyakorlati alkalmazhatésagaban kételkednek, mondvan, hogy soha
sincsen elég tapasztalatunk, a jelenségek sohasem isméketheyy szamtalan
sokszor ugyanolyan kortlmények kdzoétt, miért mindig csak azzal a néhany va-
l6sziniségeloszlassal dolgozunk, amelyek meglében egyszeen kezelheik,

holott a valésagban sokkal bonyolultabbak. A mérési adatok esetében pontosabb
és pontosabb oszerekkel Ujabb és Ujabb pontatlansdgok mutathatok ki. A gya-
korlat azonban igen jol boldogul a ,durvabb” mérési adatokkal is. Az elkdvetett
hiba becsiilhét, s ez gyakorlatilag kielédit A sztochasztikus modellek felépi-
tése, logikaja a legtdbb esetben ugyanaz, mint a determinisztikusoké. Meg kell
ismerkedniink a bedramlas és a kiaramlas torvénysegeivel, meg kell hataroz-
nunk azt a célt vagy célokat, amelyeket elérni kivanunk, s ha kdltségoptimumra
vagy nyereségoptimumra téreksziink, akkor a megiatéltségtényeit is meg

kell adnunk. A bearamlasi és kiaramlasi folyamatokban féliégletlen tényeik
valosziniségeloszlasainak meghatarozasa a megfigyelési adatok alapjan matema-
tikai statisztikai modszerek alapjan torténik. Ebben a fejezetben a leggyakrabban
eléfordul6 sztochasztikus modellekkel foglalkozunk, tigyelve a valos&gsza-
mitasi moédszerek és tételek alkalmazhat6sagara.
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1.3.1. Egyszem”megbizhat6sagi tipusu statisztikai sztochasztikus készlet-
modellek

Ezeknél a készletmodelleknél nem szerepelnek kdltségtéhyegupan egy éfe
adott biztonsag, s a kiulonbdxéletlen jelenségek valdsziségi torvényeinek is-
meretében olyan raktarfeltoltési eljarast kell kdvetniink, amely &z eldott biz-
tonsaggal kielégiti az igényt, szikségletet.

1.3.1.1. modell

A ,B” vallalat napi felhasznalasa valamely anyaghdégység. EQy0, 77 ido-
szak, pl. negyedév Osszikseégletét,rdz = R mennyiséget rendeli meg egy
LA Vallalattol. Az A’ vallalat ezt a mennyiséget valamikor [@, 7] id6szakon
belul egyszerre széllitja. A szallitasi, beérkezéspinht valdszinségi valtozo,
amelyl feltesszik, hogy a megfigyelések alapjan ismerjik az eloszlasfliggvé-
nyét, jeldlje eztF'(x), F(T) ~ 1. F(x) ismeretében meghatarozhatunk égy
kezdkészletet oly médon, hogly— ¢ valdsziniséggel az egéesz idGintervallum

alatti iddegységre jutd kivételt biztositani tudjuk. A feladat nem mas, mint az

M, M,
F (—O> =P (f < —0) =1—c¢ (konfidenciaszint)
r r

egyenlet megoldas#/-re. My-et ugyanis ugy kell meghatarozni, hogyzalli-
tasi iddpontl — e valésziniséggel kovetkezzék be. (Ha ugyanis 6pdntbanl/,
készletiink van, akkor -napifelhasznélast tételezve fel- a7, készlet% ideig
elég.) igy mire elfogy a kedikészlet a szallitas nagy valosagéfgel megtorténik
(P(er < Mp) = P (¢ < 22) = F (52)).
Példak:

1. Atermelést nyersanyaggal kell ellatnunk, a sziikséges 6sszmenhyseq

nap alattR=400 db. Ebzetes tapasztalat alapjan a nyersanyag szallitasok

beérkezésiideje egyenletes eloszlasu. 95%-0s biztonsaggal biztositani akar-
juk a napi egyenletes felhasznalast. Mekkora legyehgkezdkészlet?

Megoldas:
R
T = 4 db/nap,

My
F(=2) =0,95.
(7)o

Mivel egyenletes eloszlasrdl van szf0aT'| intervallumon, ezért

Mo

1 —0.95.
100

r =
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Ekkor M;=380 db.
2. T=30 nap alattR=60 kg egyenletes felhasznaldshoz mekkbfakezd-

készletet kell fenntartanunk, ha 95%-0s biztonsaggal fenn akarjuk tartani a

termelést? A megfigyelések alapjan a beérkezé&sekponencialis elosz-
lasu, 5 napos atlaggal.

Megoldas:
1 1 60
5 = — = — = 2
7 r 30 )
M) _ 1 e02¥ — g 05
2 - - Y
—0,1Mo __ -3
e =0,05, FB0)=1-¢"5 ~1
fgy M,=30 kg.

3. Bizonyitsuk be, hogy ha ) paramétar’exponencialis eloszlasu valoszi-

nliségi valtozo, akkor
r.o 1 T
Molen—, hal'(T)~1, e =0.
S

Megjegyzeés:

A ,B” véllalat szerepét vegye at a raktar, igy a raktarnak agyenletes kiaram-
l4st biztositania kell g0, T'] id6intervallumban. A kérdés mikor, milyen kezd
raktarkészletnél rendeljen, hogy a kiaramlast biztositani tudja.

1.3.1.2. modell

Az A véllalat a B vallalattal olyan szedzlést kot, hogy a megrendelf’ mennyi-
séget d0, T iddintervallumon belll egy fix ére meghatérozott; idépontban
fogja széllitani. Tegylk fel, hogy [@, T'] idészakaszon belul mindig egy adett

idépontban kdvetkezik be a megrendelt mennyiség szallitasa. Mégis szamolnunk

kell azzal, hogy ére nem lathato véletlen okok kovetkeztébedfeldulhat az,
hogyt; + ¢ idopontban érkezik meg a szallitmany. Legyevalosziniségi val-
tozo eloszlasfuggvényg(x), ekkor meghatarozhato a kiinduld, raktarkész-
letnek az a része, mely csak a véletlen okozta késés fedezésére szolgal.
termelés folyamatossaght- ¢ biztonsaggal akarjuk biztositani, akkbf jelolje
azt a készletet, amelyta idopontban & lépés fedezésére szolgalpahységnyi
r intenzitast feltételezve.

P(r§<M):P(§<¥>=F(¥):1—5

Ha a
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A kiindulo készlet
My =rt1 + M, haF(T—tl) ~ 1.

1.3.1.3. modell

Tegyuk fel, hogy 40, T'] id6kdzn szamul egyeid hosszu olyan résziihterval-

lumra tagozodik, amelyek mindegyikében a megrendElt= R mennyiség-
edrésze biztosan megérkezik, csupan az bizonytalan, hogy a részintervallumon
belll melyik napon érkezik a szallitas. A szallitAsokpdntjai egymastdl flg-
getlen azonos eloszlasu valésmsigi valtozok. Tegyuk fel tehat, hogy[@ 7'

0, L [Z,2Z] L [(k — DI EL], L [(n — 1)L, T részintervallumaiban torténik

a szdllitas. Ezt leirja minden olyan nemnegativ értellosziniSégi valtozo,
amelyreF'(L) ~ 1. llyen pl. a[0, £]-n egyenletes eloszlasu val6sz$égi val-

t0z0. Jelblje isméd/, azt a kezdeti készletet amely may mldpontban a fennallé
bizonytalansagok okozta esetleges termelési kieséseket hivatott adott biztonsaggal
fedezni. Nyilvanvaléan barmely= 1, ..., n-re

-1 e
gholgk jeldli a k-adik intervallumban az aru érkezési idejét.
lgy & < My, k=1, ...,n-re. Feltétellink

P(&r < My, k=1,..,n)<1—¢.
Mivel a &,k fuggetlenek, azonos eloszlasasuak, ezert az

r<(k‘—1)§+M0, R =T,

relaciot kapjuk, melybl

M,
F (—O> =Vl-¢
T
a, Ha F(x) egyenletes eloszlés@a%]-n, akkor
Mo
% =v1l—¢,
R, —
M() = —+/1—c.
n
b, HaF(z) =1 — e F(L) ~ 1, akkor
1— e = YT—¢
1
My = =1

P I
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274

1.3.2. A véletlen Gtemezésfész-szallitmanyok modellje

A hazai tapasztalat az bizonyitja, hogy a cikkek, anyagok jéferészének a meg-
rendelés teljesitésére az teldszallitdsos rendszer jellemzb, azaz a megrendelt

R mennyiség egy" id6intervallum belll kizarolag a megrendelést teljgdtl-

tol flggd, ebre meg nem hatarozhatddpontokban és részletekben érkezik be,
ugy azonban, hogy' idépontig az egész megrendéltmennyiség beérkezik. Ha

a tobb évi tapasztalat azt mutatja, hogy a megrendelt mennyiségskaikkol-
id6szakra tobbnyire: (n > 2) alkalommal és nagyjabol egyéntészletekben
érkeznek be, akkor ennek az utanpétlasi rendszernek a leirdsara a véletlen titeme-
zési (Prékopa-Ziermann) modell alkalmas.

Miel6tt ratérnénk a modell ismertetésére szikségink van néhany valoszin™
ségszamitasi tételre. Legyeén ..., &, a ¢ valészinségi valtozora vonatkozd
elemi’ minta, azaz egymastol fliggetlen, azonos eloszlasu valssxinValto-
z6k, melyeknek eloszlasfiggvégye aloszlasfiggvényével azonos. Jeldljik ezt
F(x)-el.

Jelolje &y, ..., & az ebbbi mintabol szarmazdé rendezett mintat. Ekkor a ta-
pasztalati eloszlasfiiggvény:

0, hazr <&,
Foz)=q £ hag <o <&, k=1,2,..,n—1,
1, haz > ¢

Az F,(z) tapasztalati eloszlasfiggvény é&z:) elméleti eloszlasfiiggvényre
a kovetked alapved tételek ismertek:

Glivenko-tétel:

lim P (sup |F\(2) — F(z)| = o) —1.

n—oo xeR

Szmirnov-tétel:

n—oo xeR

i 2 (Vasup(F, () < Fe) <) =

L [ 1—e® hay>0
= lim P (sup|F(m) F.(z)| < y) = { 0. hay < 0

n—~oo xeR

Kolmogorov-tétel:

lim P (sup |Fo(x) — F(x)| < y) = Z (—1)ie*2¢2y2’ y>0.

n—oo reR
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1.3.2.1. A véletlen Utemezésimodell egyend nagysagu rész-szallitasok ese-
tén

(Prékopa-Ziermann modell, 1962)

Tekintslink egy[0, 7] intervallumot, amelyre véletlenszeari radobunk: szamu
pontot. E pontok barmely lehetséges elhelyezkedését ugy tekintjuk,, mifit
szamu szallitasi idpont egy lehetséges realizaciojat, mégpedig e@gmbalo-
szini realizacigjat, ami azt jelenti, hogy a pontok egyenletes eloszlast kdvetnek a
[0, T id6szakaszon. Tehat a beérkezégpidntok egymastol flggetlen egyenletes
eloszlasu valoszirségi valtozok, amelyeket nagysag szerint rendezve jeldljink
t1, ..., to-nel. Ezekben az ipontokban a megrendelt mennyiségd része érke-

zik be a raktarba. Mekkora az a legkiselly kezd raktarkészlet amely az egész
idétartam minden egységében (pl. naponta&gység raktarkészlet-felhasznalast
(az. un. kivétet) — ¢ valésziniSéggel biztositja?

Jeldljuk [0, T']-vel a vizsgalt idtartamot,M,(n, €)-nal pedig a keresett kez-
dokészletet. Minthogy idegységenként (pl. naponta, hetentegység felhasz-
nalasat tételezzik fel, ezérf” a [0, 7] idotartam alatti felhasznalask = rT
mennyiséget rendeliink a rendelési szokasoknak megfelélel korabban &
kezdbpont ebtt. Jelbljey; at idOpontig 6sszesen a raktarba érkezett anyag, cikk
mennyiségeét; at idépontig 6sszesen felhasznalt, illetve a raktarbdl kivett anya-
got, cikket. A feltételezések értelmébgn= r - t, azaz a felhasznéalast az origon
atmerd r irAnytangens ‘egyenes reprezentélja. Ezzel szembep, &gy Iépcds
fuggvény, amelynek ugrasaita ..., t,, idopontokban vannak. Tegyuk fel, hogy a
kezdpontban\/, raktarkészlet van. Ha tehat

M0+yt27“t

egyenbtlenség minden T idpontban legaldbb—« valdsziniséggel teljesul, akkor
az idbegységenkéntifelhasznalas, raktéari kivét az egégzr"| idbintervallumban
¢ kockazattal biztositva van. A fenti egyétienség nyilvan ekvivalens az

rt — Yy < MO
relacioval. Mi még ennél is tdbbet kivanunk meg, nevezetesen

sup {rt —y:} < M.

0<t<T
igy a
P(sup (rt —y;) < Mp)=1—¢
0<t<T
relaciobol

Prt—y, < My) >1—¢
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kdvetkezik.

Tétel:
Han elég nagy(n > 20), akkor az egésip, T'| idotartam alatti idegységre
ed r konstans felhasznalést- ¢ szinten biztosito kezikészlet

/1 1
Mo(n,é)%TT %lng
Bizonyitas:

t Yt Mo)
P sup (rt — <My)|=P| sup(=—H)<—|=1-—c¢.
(O<t£T( yt) O) (O<t£T(T TT) rT

Bevezetve az’,(t) = 2 jelolest

P ( sup (i — F,(t) < %78) = 1 — e-t kapjuk

o<t<r T’ r
Nyilvanvalo, hogy

07 OStStla
=14 Lt <t<tpy k=1,..,n-1,

T, t,<t<T.
Ekkor az uj jel6lésekkel

07 OStStly
E,()=< £ th<t<tyy, k=1,..,n—1,
1, t,<t<T.

Ez nem mas, mint #, 7] egyenletes eloszlas tapasztalati eloszlasfliggvénye, a
érték a valddi eloszlasfuggvény. Ekkor a Szmirnov-féle hatareloszlas-tétel értel-

mében
t _ 2y
limP<\/ﬁsup (__Fn(t))<y):{1 eV, y>0,

n—00 0<¢<T T 07 Yy S 0.

Az y = /nk helyettesitéssel

2
My

t M, _on Mo
P su —— )| <—|x=1—e 0D x1—c¢.
(0<th (T ( >> TT)

2
M,
—92n—0_

T2
e (T)’

Ebol

Q

3
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M
Ine ~ —2n " T)
1 1
My~7rTy/—1In—.
2n €

Ezt a kozelid megoldast Prékopa Andras és Zieman Margit adta 1962-ben. Az
My(m, ) egzakt értékeket Szmirnov &se fuggetlenul Birnbaum és Tingey ha-
taroztak meg. Bizonyitas nélkul kozoljuk a kdvetkdgtelt.

Tétel:
Ha0 < % < 1, akkor az adott értékhez tartoz6 kenkészlet (/,) a kovet-
kezb 6sszefliggési hatarozhatd meg.

[n(1-20]

My n My G\"7(My 5\
£=— 11— — == — + = ,
rT J rl n rl  n

Jj=0

ahol[z] az egészrész fuggvény. AQ% értékek tabldzatban adottak meghatarozott
n, ¢ értékekre. Ezt a tablazatot a fiiggelékben talalhatjuk meg.

igy pl. n = 5 esetben az = 0,05 kockazathoz tartoz’ érték 0,50945. A tab-
lazatban kiolvashat6 értéket’-vel szorozva kapjuk a keresétf, kezdbkészletet.

Ha tehéat valamely0, T'] id6szakban 5 egyedl(vagy kdzel egyeid) részletekben
érkezik berT mennyiség, akkor az @szak kezdpontjdban 0.509457" kezd-
készletnek, azaz az 6sszfelhasznalas 50,945% raktaron kell lennie ahhoz, hogy az
idoegységre ésr felhasznélast 95%-o0s biztonsaggal az egédzadk alatt bizto-

sitani tudjuk. Az*o < 1 feltétel azt jelenti, hogy biztosan torténik szallitas.
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1.3.2.2. Véletlen itemezésmodell véletlen nagysagu rész-szallitasok esetén

(Prékopa-Ziermann modell, 1973)

A megdfigyelt anyagok, cikkek egy jelerg részénél azonban nem teljesil az a fel-
tétel, hogy a véletlen ipontokban beérkézrészmennyiségek kdzel allanddak,
egyenbek. A tapasztalat inkabb azt mutatja, hogy a résszallitmanyok nagysaga
is jelents ingadozast mutat. Tegyuk fel, hogy az egy-egy alkalommal be&rkez
mennyiségek kozott hatarozottan megallapithatd egy olyan legkisebb mennyiség
-jeldljuk ezt a-val - amelyet, ha szallitas torténik, biztosan széllitanak. okbs

latni fogjuk, hogy ez a megkdotes feloldhatd, amennyiber= 0 is lehet, ami

azt jelenti, hogy nincs semmilyen biztos informacionk a résszallitasok nagysaga-
rél, azok teljes egésziikben a véletf@drftiggnek. Mint minden véletleit fliggd
mennyiség esetében, Ugy mostis vagy empirikus Gton, vagy a vizsgalt jelenség ter-
mészetébl adodod elméleti hipotézisok alapjan feltevéssel kell élniink a vizsgalt
jelenséget generdlo, azt leird torvényssegekre. A gyakorlattal 6sszhangban

az alabbi modell irja le azt az esetet, amikor az utanpaotlasi rendszer olyan, hogy
egy idkozon beldl , n” szamua véletlen ingadozasnak alavetett résszallitmanyok
érkeznek a raktarba véletlerdigontokban, de a résszallitmanyok 6sszege adott.

Tétel:
Hae, o, n adott és

(i) A raktarfeltdltési iddpontok barmely lehetséges realizacibjal’] interval-
lumon belll egyeriien valoszin,

(i) Az egy-egy alkalommal beérkézlegkisebb mennyiség, amikor is
0< o<t

(i) A biztosan szallitottnae mennyiség feletti'T" — na mennyiség barmely;
részre tortéa véletlen felosztasa az szallitasi idpontra egyerden valo-
szinj,
akkor

lné

2n

az a legkisebb kezikészlet, amely —e val6sziniséggel az egédziddszak
alattir intenzittasu raktari kivétet biztositja, ahol

M()%T'T

Kn(()[),

Ko(a) = \/1 +(1 —n%)z.
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Bizonyitas:

Tegyuk fel, hogy0 < na < T = R ami a (ii) feltétel. A (iii) ekvivalens

a kovetkep feltétellel: a megmarad® — na mennyiség barmely lehetséges
részre tortéa felbontdsa egyedén valoszin.” Feltessziik tovabba, hogy a beér-
kezési idpontok lehetséges elrendeigsei(t,, ..., t,) a [0, 7]-n figgetlenek az

R — na mennyiségek lehetséges felosztasaitol. VezessUk;@e—a a jelolést,

0 < X\ < 1. Ekkor a feltétel értelmében azdslzallitdsok nagysaga ugy alakul,
hogy A% mennyiséget minden alkalommal szallitanak biztosan, a megmaradé
(1 — \)rT mennyiséget pedig elosztjak azl6szallitas kozott. Az elosztas mo-
dellje olyan, hogy az1 — \)rT hosszusagu szakaszt- 1 véletlen és fliggetlen
ponttaln részre osztjuk fel. A kapott részintervallum hosszakat, amelyeket je-
I6lje 5;(¢ = 1,...,n) rendre hozzdadjuk az = /\% mennyiségekhez. Az egyes
beérkebd mennyiségek tehat

T T T
P L N Vi
n n n

Jeldlje marmost
0< << . .<Tha<rl

a [0,rT] intervallumon egyenletes eloszlasbol szarmazé 1 elemi rendezett
minta elemeit. Ekkor

Bi=1=N(r—7i_1),(i=1,..n,70=0,7, = rT),

és ezért az etsk szalliths 6sszege
k
—MT+(1-N1, , k=1,.,n.
n

igy a beérkezett a&ru mennyisége

O, Ogtgtla
=14 EXT+ (1= N7, te <t <tps,
rT, t, <t<T.

A zavartalan kiaramlast akkor tudja a raktar biztositani, ha
M() + Yy > TT,

ami nyilvan ekvivalens a
' —y, < My

relacioval. Nyilvan ez kovetkezik a

sup (rt —y;) < My
0<t<T
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relaciobol. igy feladatunk a/, meghatarozésa a

P(sup (rt—yt)<Mo) =1-—c¢

0<t<T

dsszefliiggési, mert eblbl
P(rt —y, < My) >1—¢

kovetkezik. Az ebz6 példahoz hasonl6an

t 1
P(sup <———yt<M0))Zl—€
0<t<T T rt

egyenlet irhato fel, ami viszont dz,(\, t) = % jeldlés bevezetésével a

Yt
rT

t M,
Pl su ——F M <—)=1-—¢
(O<t£T (T ( ) TT)

alakba irhat6 at.

A sup (% — FL.(\, t)) sztochasztikus folyamatra vonatkozéan Prékopa Andras (1973)
bebizonyitotta a kovetkézhatareloszlas-tételt:

n t
lim P ——5 Ssu = — (A1) ) < -
n—00 < 1+ (1-))7° OStST (T ( )) y)
1—e 2" y>0,
0, y <0.

Lathatd, hogy\ = 1 esetén a Szmirnov-tételt kapjuk vissza. A@z8l modellhez

hasonléan az
. MO n

ST\ 14 (1= 0
helyettesités elég nagyesetén

t M, _o(Moy2___n
P ( sup (_ —Fn(A,t)) < —0) o1 TGS 21

0<t<T rT

Y

Ebbol

M,
~ 203 o
exl—c Ha-N7

1.1
MO ~rl %lng\/l‘i‘(l —A)2



34 1. KESZLETGAZDALKODASI MODELLEK

A K,(a) = /1+ (1 - %)? bevezetesevel

1 1
kezdbértéket kapjuk.

Lathatd, hogy = 0 eseténlM, ~ /2M;, ahol M, az egyerdh rész-szallitasok
kezdbértéke. igy altalanos esetre, vagyis a véletlen szallitasra a

Mi(n,e) < My(n,e) < V2M;(n,¢)

korlatok adddnak.

Abban az esetben, ha nem a beétkesz-szallitmanyok, hanem csak akidzok
egyenbek, amelyben véletlen résznagysagu teljesités torténik szintén alkalmaz-
hat6 a modell, mert matematikai szempontbdél csupan egyseergelytranszfor-
maciorol van sz0. Ha tehai” a rendelt mennyiség, amelyetlkalommal, még-

pedig egyerd idokozonként széllitanak, de oly moédon, hogyrdz mennyiség
barmelyn részre tortéd felosztasa egyedén valdszin,'s egy-eqgy ilyen felosztas

a raktarkészlet feltoltésének egy-egy lehetséges realizacidja akkor is a meghata-
rozott My(n,c) a minimalis kezdkészlet, hisz végul is ugyanazt a mennyiséget
széllitjak elT iddtartam alatt.

A veéletlen Gtemezésinodell gyakorlati alkalmazasakor kiderilt, hogy még
olyan esetben is j6 kdzelitését adja a minimalig-nak, amikor a feltételek mas
készletmodell felallitasat indokoljak. Egy ilyen pl. hogy a beérkezé&didd ok és
a beérkezési tételek egymastél fliggetlenek.

Megjegyzesek:

1. Abban az esetben, ha = % akkor K,(«) = 1 igy visszakapjuk az
egyenb szallitasok kezbertékét.

2. Véges: értékre az
sup (t - Fn(ta )‘))

0<t<1

altalanositott Kolmogorov-Szmirnov statisztika eloszlaséssbr LaszIo
Zoltan hatarozta meg.

Ugyard foglalkozik aA = 0 vagy a = 0 esettel, ami annak felel meg,
hogy nincs olyan mennyiség, amelyet biztosan szallitananak, azaz teljesen
véletlen a szdlliths. Ez az egeljesen véletlen Utemezésii szallitds néven
ismert.
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A szerd bebizonyitotta, hogy = 1 esetén

P ( sup (t — F,(t,0)) < M*) _

0<t<1

(1= (1= M)A+ ML had < M* <1,
- 0, haM* < 0.

Innen azl — (1 — M*)"(1 + M*)"~! =1 — ¢ egyenlet megoldasaval, azaz
e=1—(1—-M)"(1+ M*)"*

egyenletnek M*-ra tortérd megoldasaval megkapjuklM *-ot.
My =rTM*.

. L&szl6 Zoltan megvizsgalja azt az esetet is, amik@r, &) iddintervallum
dsszigénye nem egyezik meg a beétkésszes mennyiséggel, mert pl. az
igény intenzitdsa kulonbozik a feltételezett érédékEkkor a

sup (v -t — F,(t,\))

0<t<1
statisztika eloszlasat kell meghatarozni, ahat 0 konstans (igény inten-
zitas). A\ = 0 esetre bizonyitja a

P(sup (y-t— F,(t,\) < M) =

0<t<1

- (1=2)"(1+M)"", hamax(0,y—1) < M <,
= 1, hay < M,
0, maskor.
Ha a beérkezési @pont hosszisaga kilonbozik a felhasznéalasi periédus

hosszatol, akkor ez a tétel alkalmazhato az optimalis induld készletszint
meghatarozasara)a= 0 feltételezés mellett.

. Ha a(0, ) intervallumban(0 < ¢t < T') igényelt 6sszmennyiségétt), a
kdzben beérkdz 6sszmennyiségett) jeldli, akkor a valészinSéggel kor-
latozott készletmodelleket egy termék esetére a kovéti@mamaban fogal-
mazhatjuk meg:

min M
feltéve, hogy
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P(sup (£(t) = y(t) < M) > 1—c.
0<t<T

Az eddig vizsgéalt modellekben aZt) sztochasztikus folyamatot az empirikus el-
oszlasflggvénnyel, vagy annak 4ltalanositott forméjaval kozelitettul @3 a
rt (0 <t < T)feltételezést tettik. Prékopa Andrés és Ziermann Margit meg-
vizsgélta azt az esetet, amikorf&) igényfolyamatot is az(t) beérkezési fo-
lyamathoz hasonl6an modellezzuk. Németh Gyulay@z illetve £(t) ésy(t)
beérkezeési folyamat mindegyikét homogén Poisson-folyamattal koézeliti meg, és
megadja a feladat megoldasat. Homogén Wiener-folyamattal valo kdzelitését is
megvizsgalja. Feltételezi, hogy

Plute) <) =0 (20,

vt

Pl <o) =0 (Z02),

Hao; = o, teljesul, akkor a feladat optimalis megoldasat az

My = y/o? + 0307 (1 — %)

adja.
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Peldak:

1. 200 nap alattn = 5 kdzel egyerd részletben, de véletlendgontban ér-
kezik be a megrende®000 mennyiség. A% szallitasi iddpont egyerden
valoszini'a(0, 200) intervallumban. 95%-o0s biztonséagi szinten akarjuk biz-
tositani akarjuk a napi felhasznéalast. Mekkdrakezdbkészletet tartsunk

fenn?
In-L1-
M =10 - 2004/ 207(;5 — 1095 db.

Ez azonbam kicsi értéke miatt durva megoldas. A megféléhblazat sze-
rint 5 és 0,05 értékhez. = 0,50945, ebldl M = 10 - 200 - 0.50945 ~
1019 db. A nagy biztonsaghoz nagy ke#dszlet kell.

Megoldas:

2. 500 napon at a termeléshez nalgi db alkatrészt kell biztositari0%-os
valosziniséggel. 20 részletben érkezik a szikséges alkatrész egy-egy al-
kalommal legalabl200 db-ot széllitanak. A szallitasi @ontok barmely
megvaldsulasa egydign valoszin” A megmaradé alkatrés®) szallitasi
idépontra tortén felosztdsa egyeden valdszin.”

a, Mekkora legyen a kebt#észlet?
Megoldas:

T =10,n = 20, a = 200, na = 4000,

megmarad 1000 db

In—— 2
M ~ 10 - 500 0’10-\/1+(1—20- 200 ) ~ 1221 db.

2-20 10 - 500
M ~ 1221 db.
b, Mennyivel nagyobb ez az egyéniészszallitdsok soran kapott kézd
szinteknél?
M, 1158  db pontos érték,

~ 1200 db kozelit érték.

=63 db,

M — M, ~ 21 db.
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1.3.3. Statikus sztochasztikus készletmodell kbltségtényikel
1.3.3.1. Kezd koltség nélkil

(i) Kezdo raktarkészlet nélkal

Egy arucikki®l (0, T') idéintervallumban kell ellatnunk a sziikségleteket a rak-
tarkészletBl. A szilkségeg mennyiség a véletledtfligg. Ezeket a valdszirsé-
geket ebzetes tapasztalath6l ismertnek tételezzik fel. Ekleloszlasfiggvénye
ap, = P(£ =), jelolés mellett

PE<r)=F@)=po+...+pr1

Legyen raktari készletiink egység. Ha kevesebb készlettel rendelkeziink, mint a
T id0 alatt ténylegesen fellédgény (S < r) akkor a hiany miatt minden egység
utanh Ft veszteség éri a raktart (pl. elesik bizonyos nyerédpgEz ahiany-
koltség. Ha viszont a raktaron eladatlan készlet magéid> r), akkor a tobblet
minden egysége utam Ft veszteség ér benniinket (pl. amiatt, hogy az aru oreg-
szik, vagy amiatt, hogy nem tudunk Ujat termelni). Efeantartas koltseg. Ha
készlet darabjak Ft-ért adjuk, akkor a varhatd bevétglraktarszintnélS igény

esetén o
h Z SPs = hE(é)
s=1

Ezenkivll jelbljec < h az egységenkéntgtelarat. Lathato, hogy mind a harom
koltség csak a darabszamtol fiigg.

Kérdes:

Mekkora legyen az a3, raktarkészlet, amely varhat6 értékben a minimalis
veszteséget eredményezi.(As) koltség vagy veszteség valosagggi valtozo,
igy E(C(s))-t kell minimalizalni.r < S db esetérb — r feleslegunk: ZfZO(S -
r)p, Ft varhato veszteséget jelent, mig- S esetén— S db hidnyunk van, amiért
atlagosarh " ¢ (r — S)p, Ft-ot kell fizetni. A vételar - S.

Nézzuk meg, hogyan lehet kiszamitdiC'(S)) minimumat.

Mm

S—7r)p.-+h Z r—9S)p.+c- 8.

r=0 r=S+1

S+1

E(C(S+1)):uZ(S+1—T)pr+h i (r=S-=0Up,+c-(S+1)=

r=0 r=S+2
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S
=u) (S+1-r)p +h Z r—S—1p +c- (S+1)=
r=0 r=S+1
S 9]
—uy (S —rpr+u2pr+hz (r=Sp—h > pote(S+1)=
r=0 r=S+1 r=S+1

r=S+1

s
“Z —rpr—i—hz (r—=9S)p+c- S+u2pr—h2pr+c—
r=0

r=S+1
S S

E(C(S))JruZpr—h(l—Zpr)ch:

r=0 r=0

S
E(C(S) + (u+h)Y pr+c—h=
EC(S)+ (u+h)P(r<S)+c—h

Hasonléan

BE(C(S 1)) = B(C(S)) — (u+h)P(r<S—1)+h—c.

Tételezzik fel, hogy,-olyan, hogy
E(C(So—1)) > E(C(S)), E(C(S)) < E(C(So+1)).

Ekkor az ebz6ekidl

E(C(Sy + 1)) — E(C(So)) = (u+ h)P(r < So) +c—h >0

és
E(C(Sy—1)) = E(C(Sy)) =—(u+h)P(r<Sy—1)+h—c>0.
igy ,
— C , — C
< < Sy —1).
T P(T_So)esu+h>P(7"_So 1)
Vagyis
h_
P(r§50—1)<u+;<13(7"§80).
Ha "
_C—P(T’SSO)

< — =
P(T’_S@ 1><u—}—h

akkor E(C'(Sy + 1)) = E(C(Sy)), vagyisSy €sSy + 1 egyarant optimumhelyek.
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Hasonl6éan, ha
h—c
h < P(T < S()),

Plr<5S,—-1 —_—
(T_O )<u—|—

akkor Sy — 1 ésS, optimumhelyek. Folytonos esetre megfogalmazva a problémat

(e 9]

S

msln(E(C’(S)) = u/ (S —z)f(x)dx + h/ (x = 9)f(x)dx +c- S
0 S

fliggvény minimumat keressiik, H&(z) = P( < z),F(z) = [; f(u)du, és

létezik E(€).

Az analizisben jol ismert modszerek alapj% = 0 egyenletet kell megol-
dani S-re. Lathato, hogy paraméteres integralt kell derivalnunk, melyre ismert a
kovetked dsszefliggés

b(y) b(y)
d g(x,y)dx:/ ag(x,y)dx+
dy a(y) a(y) dy
db(y) da(y)
+9(b(y),y) 2 g(a(y),y) a0y

Lathato, hogy
/0 (S — a)f(2)da = S — E(€).
Mivel
S [e%s)
| (5= ap@n+ [ (8- a)pwys = 5 - B,
0 S
igy ezen kifejezés szerinti derivaltja 1.
Az fOS(S — x) f(z)dx fuggvénynél
b(S) = S,a(S) =0,9(z,S) = f(z)(S — ),

i

$)%
o S
%/0 (S—x)f(x)d$=/0 f($)d$+f(5)(S—S)-1_f(0)(5_0)_@

s —
/05 f(z)dx.

Szamitsuk ki a. [°(z — S) f(x)dz mennyiséget.
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Figyelembe véve a

d S S

— S — dx = d

75 | s—ar@is = [ @
Osszefliggést

d [ 5 >
a5 /. (S—z)f(x)dx =1— /0 f(z)dx = /s f(x)dz,
melybdl

d [* d [~ *
%/S (= 8)f(z dx:—ﬁ (S—x)f(:z:)d:z::—/s f(z)dx

adodik. Vagyis
—u/ f(z)dx — h / f(z)dz +c=

:uF(S) ()] +c=F(S)u+h]+c—h=0,
melyhol

(i) Kezd 6 raktarkészlet esetén

LegyenL(S) = h [ (x — S) f(z)dz +u [}’ (S — ) f(x)dz.
igy =, kezdbkészlet esetén a varhato koltség

c(S —xo) + L(S), hasS > x,
L(l‘o), hasS = Zg.

Vegyuk észre, hogy a- S + L(.S) ugyanaz a varhaté koltség, mint az (i) esetben.
LegyensS, az a készlet, amely minimalizaljaca S + L(S) fuggvényt, azaz

h—c¢

F(%0) = h+u

Lathatd, hogyha, > Sy, akkorVS > x, esetén
¢S+ L(S) > cxo+ L(xo).

lgy
c(S = xo) + L(S) > L(zo),
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vagyis
min (¢(S — xo) + L(S)) > L(xo).

S>xo

Azaz nem érdemes rendelni.

Masrészt, hab, > x4, akkor nyilvanvaléan

min (c(S — xg) + L(S)) = min(L(S) + ¢- S — cxg) =

S>x0 S>x0

L(S()) +c- S() — CTgy = L(S()) + C(S() - l‘o).

igy az optimalis stratégia

nem rendeliink ha S, < xg,
So — xp-at rendeliink hax, < Sp.

Hasonlo eredményt kapunk, ha a koéltségfiiggvények nem linearisak. A hiany-
flggveny legyen
h(x —S), haS <z,
0, maskor.

A tébblet buntetésfliggvénye legyen

u(S —x), hazr <S5,
0, x> 5.

nem sziukségképpen lineéris fuggvények. Tegyuk fel, hagkezdkészlettel
rendelkeziink. Ekkor a teljes koltség varhat6 érteke'(S)) = C(S—xq)+L(S),
ahol

L(S) = /SOO h(x — S)f(:v)dx+/ u(S — ) f(z)d.

Az optimalis politikat vagy stratégiat az alabbi feltétellel és minimalizalassal kap-
juk
5rwr;in{C(S —x9) + L(95)}.
Nem nehéz belatni, hogyhdy) ésh(y) fuggvények szigordan keexek, akkor
a feladat megoldasat a
dL(S)

W—FC:O

egyenlet gyoke adja.



1.3.3. SATIKUS SZTOCHASZTIKUS KESZLETMODELL

KOLTSEGTENYEZOKKEL

igy az optimalis stratégia

nem rendelink  hazy > .5y,
So — xo-t rendelink hasS, > x,

ahol Sy a2 + ¢ = 0 egyenlet gyoke.
Megjegyzesek.

1. Konnyi latni, hogyF(z) = 1 — e 7, x > 0 esetén

1 u+h
=—I )
So )\n(u—i-c)

2. {eFla,b] esetén, azaz ha

=, wela,b],
Fx)= 0, xz<a,
1, x>0,

akkor
a(c+u)+blu—c)

b+ u

S(]:

. A minimalis értéket ugy kapjuk meg, hogy kiszamitjuk BzC(Sy))-t.
pl. exponencialis eloszlasu igény esetén az atlagos kéliskgzdkészlet
mellett, haS, > g

1 1
C(So — xo) +uSy + X(u + h)e 0 — W

egyenletes eloszlas esetén

C(S() —x0)+ 2

—@%;¢%w+hy+ww—2%ﬂ

. A Weibull-eloszlas esetén, azaz ha
Fl)=1—¢e?" >0, A>0, a>0,

akkor

1 h+u
So = +/ =1
0 )\nu+c

Haz, > Sy akkor E(C(Sy)) = L(xo).
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Peldak:

1. Egy gyarbdl generatorokat rendeltiink. A generatorokkal megrendelt potal-
katrészek ara00 Ft/db. Az alkatrészek a véletlgntfiggden hibasodnak
meg, de még allas kdzben is eléregednek, hasznalhatatlanok lesznek. A hi-
bés alkatrészeket azonnal ki kell cserélnink egy a raktarandgal. Ha
nincs alkatrész a raktaron, akkor a generator leéll. ADbited kar és egy
alkatrész potldlagos beszerzési koltsége00 Ft. Ha a7 id6szak végére
felesleges alkatrészek maradnak, ezeket tdbbé nem tudjuk felhasznalni, a
veszteseg darabonkéitt) Ft. Har jeldli az igényelt pétalkatrészek szamat
a valoszinségeloszlas a kdvetkiz

Po = 090, P1 = 005, P2 = 002, P3 = 001,

ps = 0.01, ps = 0.01, pg = 0.00.

Meghatarozando a minimalis alkatrészek szama, mellyel az 6sszkdltség var-
hato értéke a minimalis lesz!

Megoldas:
h =10000, n =500, c=0.
Ekkor h 10000
= = 0.952.
h+w 10500

EzértolyanF'(r) = > _, p. értéket kell keresni, melyre

ilyen Sy = 1 ésS, = 2. zvatossagbol a nagyobbat szokas valasztani.

2. Egy Ujsagérus az ujsagok db-t 70 fillérért veszi és 1 Ft-ért adja, a fenntartasi
koltség 10 filler/db. A kereslet egyenletes eloszlasu 200 és 300 db kdzott.
Hatarozzuk meg a beszerzéndjsagok optimalis szaméat, és a minimalis
veszteség nagysagat!

Megoldas:
h=1Ft,c=0,70 Ft,u = 0,10 Ft,a = 200 db,b = 300 db

~200(0,1+0,7) 4 300(1 —0,7)
N 1+0,1
E(C(Sy)) = 211 Ft.

So ~ 228 db,
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3. Egy hetente éAllitott cikk iranti kereslet, a¢ = r kereslet bekdvetke-
zési valészindégep,. A tapasztalatok alapjaneloszlasa, = 0.04, ps5 =
0.20, p1g = 0.37, p15 = 0.30, pyy = 0.009. A hetente eladatlan cikkek
vesztesége 2 Ft/db, a hetente jelentkbiény vesztesége 24 Ft/db. Milyen
legyen az optimalis készletszint, hogy minimalis legyen a varhat6 veszte-
Ség?
ho_ M M1,
h+u 24+2 26 13
F(15) = 0.91 igy Sy = 16 db.

4. Egy mihelybenn gép mikddik ésS szamu szerél(m > S) javitja a meg-
hibdsodasokat. Ha meghibasodik egy gép, a séexebnnal javitja. Egy
szereb egyszerre csak egy gépet javit. Ha nincs szabad ézerglép all.
Annak a val6szin$ége, hogy egyszerrer gép All
p- (r=0,..,m). A gépleallasbol erddl veszteséd Ft/gép havonta, a
szereb u Ft/szereb havonta.

a, Hatarozzuk meg a szebkl azon optimalis szamat, mely mellett a
vesztesegfuggveény varhato értéke minimalis lesz!

b, h = 20000,n = 4000, mennyi a sziikséges szdjklszama, ha a
tapasztalatok szerint a havonta sziikséges s#esethma az alabbi el-
oszlasu, vagy ami ezzel ekvivalens a gépleéallasok szamanak eloszlasa

rlo]1]2]3[4]5]6]>7
Dy ‘ 0.0l‘ 0.05‘ 0.07‘ 0.15‘ 0.20‘ 0.30‘ 0.20‘ 0.02

¢, Milyen legyenh ésu hogy az optimélis megoldés, = 6 legyen?
d, Milyenu ésh esetén érdemes 4 szérehlkalmazni?

e, Milyen munkabarszerebk esetén tervezzik 7 szavddedllitdsat?
f, Az eloszlas valtozik, mégpedig majdnem egyenletesre.

r | o | 1 ] 2 | 3 | 4 | >5

Dr ‘ 0.15 ‘ 0.20 ‘ 0.20 ‘ 0.18 ‘ 0.18 ‘ 0.09

Milyen u ésh esetén célszars vagy tobb szerét foglalkoztatni?
Megoldas:

a, Aproblémaugyanaz, minta kdltségmodellnél, a kKéddzletnek meg-
felel a szerdik szama, az igény pedig a géphibasodasok. igy

h
F(So—l)ﬁh

< F .
+u (SO)
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b, 20000 — (), 833 igy 6 szereb szilkséges.

c, 0,78 < 72— < 0,98, 0,2h < u < 0, 28h esetén 6 szer@lsziiksé-
ges.h = 20000 esetén a szer@k atlagbére 400 és 5600 kdzé esik.

d,

h
0,28 < — <048 108h<u<257h.

+u
Ha a szerdlk atlagbére magas, csokken a sz@tedzama.

e, 7 szerd) esetén
< 1.

0,98 < h
’ h+u

Ha h = 20000 Ft, ekkor0 < u < 400 ekkor a munkadij nagyon
alacsony.
h

f, Akkor kell 5 vagy tobb szerék foglalkoztatni, ha), 91 < ;5= < 1,
melybdl 0 < u < 0, 11h kdvetkezik.

1.3.3.2. Kezd koltséggel

Tegyuk fel, hogy a rendelés megkezdésekobsszeget kell fizetntink (pl. rende-
[ési dij). Mint az ebz6 fejezetben legyen

00 S
L(S):h/s (m—S)f(x)dx+u/O (S —x)f(x)dx

an. véarhat6 hiany + fenntartasi koltségfiiggvény. Igykezdkészlet esetén a
varhaté koltség
K+ ¢(S — zo) + L(S), hasS > x,
L(zy), hasS = z.

Vegyuk észre, hogy - S + L(S) ugyanaz a varhat6 koltség, mint amit adz
fejezetben vettlink. Legyef, az a készlet amely minimalizalja- S + L(S)

flggvényt, azaz'(S,) = }’:;j. Legyens, az a legkisebb értékg-nek, melyre

C'50+L(So) :K+CSO+L(50), S < So.
(i) Lathato, hogy hay > S, akkor
K+CS+L(S) >CZL‘0+L(Z‘0), VS>Z‘0,

mivel
CSO+L(50)<CS—|—L(S), VS#SO
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EzértvS > xy > Sy-ra
c-xo+ L(zg) <c- S+ L(S)<c- S+ L(S)+ K.

Innen
K +¢(S — x0) + L(S) > L(xy),

ahol a baloldal az, kezdbkészletS szintre tortéd feltdltés koltsége és
L(z,) az atlagos koltség, ha nem torténik rendelés. igybetdthato, hogy
xg > Sy esetben az az optimalis taktika ha nem rendellnk.

(i) Abban az esetben, ha < zq < Sy ésxy < S, akkor
K+c¢-S+L(S) > cxg+ L(xy),

mivel
cS + L(S) > ¢So + L(xo),

igy
K+ ¢S+ L(S) > K + ¢Sy + L(So) = ¢sg + L(sg) > cxo + L(xg).

Ebbd
K +¢(S — o) + L(S) > L(xo).

igy a nem rendelés ismét olcsébb, mint a rendelés.

(iii) Véqgul, haz, < so(< Sy) akkor

gr;in{K +cS+L(S)} = K+ ¢So+ L(So) = ¢so + L(so)
< cxg + L(zo),
ebldl
min{K + ¢(S — xg) + L(S)} = K + ¢(Sy — xo) + L(So) < L(zo).

S>xq
igy K +c(So—0)+L(Sp) a minimalis kéltség, ami, < s, esetén létrejon.
Ezek utan az optimalis eljaras:

g < 8o, So — xpoegyseget rendellink,
To > So, hem rendellnk.

F(Sy) = ﬁ éss az a legkisebb értek, amelyre

c- 50+ L(so) = K + ¢Sy + L(S0).
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Nem nehéz belatni, hogy nemlineéaris bubtgtitségek esetén, feltéve, hogy a

hiany és fenntartasi figgveények szigoruankexek, aoptimalis rendelési eljaras
a kovetkeb: )

xo < S0, So — roegyseget rendellink,

To > So, nhem rendellnk.

ahol S, a
dL(S)

as
megoldasa, és, az a legkisebb érték, amely kielégiti a

=0

c-so+ L(so) = K + ¢+ Sy + L(Sp)

egyenletet. Nyilvanvald, hogy ezen modell magaban foglalja az 6sszzx &,
illetve x, alkalmas megvalasztasaval. = 0 esetén az ék6 fejezetben targyalt
modellt kapjuk vissza.

Megjegyzeések.

1. Ha \
Ae x>0,
o ={

0, x <0

akkor bevezetve & = Sy — s jelolést

2K
(c+u)\

Ezt a kovetke@képpen lathatjuk be. J6l ismert, hogy kékdszlet nélkul

1 u+h
So=—I )
0 )\n(u—l—c)

TetsdlegesS esetén

S 00
S+ L(S) = cS+u/ (S — ) f(z)dx + h/ f(z)dz.
0 s
f(z)-et behelyettesitve

1 1
L(S)=(c+u)S+ X(u +h)e™ — T

igy a
¢S+ L(sg) = K +c¢-So+ L(So)
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egyenletet a

1 1 1
(c+u)so+ 3 (uth)e™™™ = K+ (c+u)S + T(u+ h)e™™ — Tu

A A
alakban irhatjuk fel. Eblil e**0-al beszorozva$,-t visszairva
u+h 1 Ax u+h u+h u+h
“(u+h)et = K—— .
(U+C)Sou+c+)\(u+ Je u+c+(c+u)soc+u+ A

Elvégezve a megfeléimiiveleteket, rendezve

2K
e = +AA+1
cC+u
egyenletet kapjuke®*-t Taylor sorba fejtve & kozil

(AN? 2K

1+ AN+ ~ +AA+1
2 ct+u
2K
AMu+c)
Ebbo|
2K
= Sp — :
%0 0 AMu+c)

2. (eFla,b] esetén,
a(c+u) +b(h—c)

S0 = h+u
Ekkor
o 1 b 1
L(S):u/o (S—x)b_adx—i-h/s(x—S)b_adx:
1 2
= h) + hb(b — 25)].
a7 5 )+ (b 25))
A

cso+ L(so) = K 4+ ¢+ So+ L(So)
egyenletidl kapjuk, hogy

1
K +¢(Sy — s0) + =—[(u + h)(Sg — s3) — 2hb(Sy — s0)] = 0.
2(b—a)
Ezt kell megoldank,-ra. Az egyenletet rendezve
u+h 5 blc—h)—ca 1 5 B
2(b—a)80 a5 30— a) [2hbsy— (u+h)S5]—K —cSy = 0.

Konkrétc, h, u, k esetérns, meghatarozhato.
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3. A minimalis koéltségek

(i) exponencialis eloszlasnal
o < Sg

1 1
K+ (c+u)(so — xo) + X(u + h)e ASo—z0) _ U=

K + ¢(Sy — xo) + L(So).
o = So

1 1
+u - o+ X(u + h)e M0 — 4= L(xo).

(i) Egyenletes eloszlasnal

o < So

[(s0—20)*(w+h) +hblb—2(sg — )] +c(So — 70),

2(b—a)

o = So
[23(u + h) + hb(b — 210)].

2(b—a)
Ez z, = 0 esetben magaban foglalja a kékészlet nélkili modellt és

mindenhol az e@ rész érvényes.
Példa:
1. Hatarozzuk meg az optimalis rendelési politikat, ha az igény egyenletes el-

oszlasu a [0,20] intervallumon és a feltépdltségek:

fenntartasi: 1 Ft/db,
hiany . 3 Ft/db,

beszerzési: 2 Ft/db,
kezelési : 0,9 Ft/db.

Mennyi a maximalis atlagos nyereség?
(So =5, E(C(5)) = 28.4 Ft atlagos veszteség, 1.6 Ft az atlagos maximalis
nyereséq)

2. Hogyan alakul az optimalis politika, ha a kékeszlets, =2 db ?

a, 1db (rendel 4 db-ot)
b, 3 db (nem rendel)
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1.3.4. Feladatok

1.

Egy készletezési rendszerben évente konstans intenzitasu felhasznalassal
0dsszesen 2400 db valamely cikkre van sziikség. Hianyt nem engediink meg.
Egy tétel beszerzésének allando koltsége 22 Ft, a készlet egy darabjara es
raktarozasi koltség évi 5 Ft. A beszerzées csak 100-as csomagolasu tétel-
nagysagokban lehetséges. Mekkora az optimalis tételnagysag és a készlete-
zés minimalis koltsége? A tételnagysagokra vonatkozo feltétel miatt hany
%-kal nott az 6sszkoltség. (200 db, 764 Ft, 9%)

Egy anyagbdl 200 napon at egyenletesen mindig ugyanannyit igényelnek.
Az 6sszes igény 600 tonna. Egy beszerzés fix koltsége 750 Ft. A tarolas
kdltsége 5 Ft/tonna naponként. A termékbem engedhétmeg hiany. Mi-

lyen részletekben rendeljik meg a 600 tonnat hogy az 6sszkdltség @ lehet
legkisebb legyen? Mennyi ez a minimalis értéka € 30 tonna,t,=10 nap,
K7=30.000 Ft)

. 30 napi termeléshez egy nyersanyagbdl 40 db a napi igény. Altalaban a

rendelégil szamitva 10 napra vallaljak a szallitast, azonban a vélétlent
fuggben a 10 naphoz viszonyitva a késés:

késés(nap) 11]2|3]|4|

megfigyelt gyakorisafl|2]4]3|

90%-o0s valoszimséggel kivanjuk
biztositani a termelést. Mekkora legyen a kézdktarkészlet? (580 db)

Egy arucikkidl a kereskedelem 120 napra 6sszesen 1200 egységet igényel.
30 naponkeént 300 egység szallithsa biztos, csak azt nem tudjuk, melyik
napon szallitunk. A szallitasi @a (0,30) idintervallumban egyenletes el-
oszlasu. 80%-o0s biztonsaggal akarjuk ellatni az igényeket. Mekkorakezd
raktarkészlet kell minden 30 napos egység kezdet&éh2285 db)

Hatarozzuk meg az optimalis rendeléspolitikat, ha az igény eloszlasanak
stiriségfluggvénye

£ hael0, 20]
. 207 )
f(x)_{ 0, maskor
és a koltségek: fenntartasi: 1 Ft/db,
hiany : 3 Ft/db,
kezdési : 0,9Ft/db,
beszerzési: 2 Ft/db.
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Mennyi az atlagos minimalis veszteség?
(50:2, 50:5, E(C(5)):19,4 Ft)
6. Hogyan alakul az optimélis politika, ha a kékeszlet
a, 1db (rendel 4 db-ot)
b, 3 db (nem rendel)
7. Hatarozzuk meg az optimalis rendelési politikat, ha az igény eloszlasa
2e % x>0,
f(z) = { 0, x<0.
koltségek: fenntartasi: 1 Ft/db,
hiany . 3 Ft/db,
kezdési : 0,9Ft/db,
beszerzési: 2 Ft/db.
(nem rendeltink)

8. Egy raktarnak egy éven at napi 10 db intenzitassal kell biztositani az anya-
gellatast. A beszerzeési koltségek 10 Ft fiiggetlen koltség, 5 Ft/db vasarlasi
koltség,raktarozasi koltség 0,5 Ft/db/nap. A hiany kéltsége 30 Ft/db/nap
Hanyszor kell rendelni, milyen gyakran, és hany db-ot? Mekkora lesz a
minimalis koltség? §,=45 db,q,=46 db,n,=80,%,=4,5 napk,=25992 Ft)

9. Egy raktar felé érkerigény eloszlasa:

r [0[1]/2]3 |4 |5 6|
p(r) [0,2]0,3]0,2(0,12]0,05]0,02 0,01
A hiany koltsege230 Ft/db, fenntartasi koltségo Ft. Mekkora legyen a
kezdeti raktarszint és mekkora lesz a minimalis koltség3=% vagy 4,
K = 61,6 Ft)

10. Egy aru iranti kereslet eloszlasa exponenciatlb atlaggal. Az &ru eladasi
ara230 Ft/db, fenntartasi koltség) Ft/db. Mekkora legyen a kezdeti rak-
tarszint €s mennyi a minimalis veszteség érteke?< 8db, K = 152 Ft)

11. Egy aru tételének beszerzési ara 1000 Ft/db. A tétet fix kolsBg#®) Ft,

araktar 1 Ft értékkészletének idlegységre jutd koltsége 10~ Ft/Ft/nap.

Ha egy évrers 000 db-ot igényelnek a felhasznaldk, milyerdkbzonként,
hanyszor kell elvégezni a raktarpotlast? Mekkora lesz a kdltség? Hany db-
ot rendeljink a raktarba egyszerrg3=@40 nap,q,=8333 db, 9-szerk, =
75903 000 Ft)



1.3.4. FELADATOK 53

12. Egy gépalkatrész-gyarosna@0 000 db kapcsoldtablat rendelnek, amelye-
ket egy év alatt kell szallitani. Milyen Gtemben toltse fel készletét, ha szal-
litasi késedelem nem engedbeheg? A megrendélegyforma Utemben
kéri a szallitast hiany nélkil. Az alkatrész onkoltségi 8000 Ft, rak-
tarozasi koltségs, 5 Ft/db/nap. Mekkora legyen a tételenkénti darabszam,
az érkezési idszakasz és a minimalis kéltség® & 7559, t,=22,7 nap,
Ky=9 525 000 Ft)

13. Tegyuk fel, hogy az ék6 példanal hiany is fellephet 35 Ft/db/nap kolt-
séggel. Mekkora legyen a raktarszint az aruérkezések utan, hany db hi-
any engedhét meg, milyen idszakokban érkeznek az aruk, és mekkora
a minimalis koltség? $,=7210 db, 720 db hidny engedli&tt,=24 nap,
Ky=9077 000 Ft)

14. Egy aru iranti kereslet eloszlasa

r |01 ]2 |3 ]4]|5]6|
p(r) [0,9]0,05]0,02]0,01[0,01 0,01 |0,00|

A felesleglbl adddé veszteséyy Ft/db, a hiany okozta vesztes&i)0 Ft/db.
Mekkora legyen a raktar ked#lészlete €s mennyi a lesz minimalis veszte-
ség? £y=2, Ky=152 Ft)

15. Milyen korlatok kdzé eshet a hianykoltség aéz8l példa esetében, ha az
optimalis kezdkészleB3 db? (1620 Ft <h < 2450 Ft)

16. A raktar egy bizonyos aru beszerzésekor a kovétkeakat fizeti:1000 Ft,
ha 500 db-nal kevesebbet vasarol 880 db utan75 Ft kedvezményt kap
darabonként. A mennyiséitfliggetlen koltséd35 000 Ft, a raktarozasi
6 - 1073 Ft/Ft/idd. Egy év alat400 db-ot kell leszallitania valamely valla-
lathoz eblbl a fajtabdl. Mekkora a gazdasagos mennyiség a beszerzéseknél?
(2=917 db)

17. Tekintsik az éz6 példat azzal a kulonbséggel, hogy 1000 db utan kap
kedvezmeényt a raktar. Hogyan alakul ekkor a gazdasagos készletezés, és
mennyi lesz a minimalis kdltség@€1000 db,K (Q))=2 407 680 Ft)

18. Afeltételek valtozatlanok@=4000 db kivetelével. Milyen lesz az optima-
lis rendelés és mekkora kdltség eredmeny@z2882, K,=2 594 280 Ft)

19. Egy aru iranti keresletsiségfliggvénye

r
=0,02(1 — —= 0 <r <100.
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20.

21.

22.

23.

A tobblettel kapcsolatos koltség Ft/db, a hiany koltségg00 Ft/db. Mek-
kora az optimalis keZiszint és mekkora a varhaté minimalis kdltség?

(S0p=63, K=2070 Ft)

Egy dohanyarus az aruit 3 Ft/db koltségen szerzi be és 5 Ft/db aron adja
el. A fenntartasi koltség 1 Ft/db. A rendelési koltség 64 Ft. A raktaron
80 db arucikk van. Mennyit kell még rendelnie, hogy a varhaté koltség mi-
nimalis legyen, mivel egyetlez a kdltség? Az igény egyenletes eloszlasu

a [200,500] intervallumon.qy, — K,=220 db,M,=814 Ft)

Mennyiben médosul az optimalis eljaras ha a raktaron 200 db arucikk van
kezdetben, mennyi a varhat6 koéltség?
(Nem rendel, > s=180 db,M;,=817 Ft)

Egy raktaron napi 10 db alkatrészt kell biztositani 1 éven keresztil 95%-0s
megbizhatdsaggal. A raktarfeltbltésnél axszlllitasos mddszert alkalmaz-
zak, minden alkalommal a rendelt mennyiség 8%-at leszallitjak, de a szalli-
tas tétele szintén ingadozik. Az egyémésznagysagokban bearamlé utan-
potlashoz képest hany szazalékkal kell emelni a &keédzletet? Mennyi
lesz ez a kezikészlet? (11%, 2226 db)

Ha nincs informéaciénk az @6 példanal az egyes szallitAsoknal minimali-
san érkeé@ mennyisédil, hany szazalékkal kell ndvelni a keztételnagy-
sagot az egyeilrészszallitasos esethez képest és mennyi lesz ez é-kezd
készlet? (29%, 2599 db)
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2. Elemi sorbanallasi rendszerek

2.1. Alapismeretek

E fejezet az élet egyik leghaszontalanabb tevékenységével, a varakozassal fog-
lalkozik. Felmerill a kérdés: miért van sziikség egy ilyen kellemetlen jelenség
tanulmanyozasara? Azért, mert ha rajévink az dsszefliggésekre, akkor a varako-
zast csokkenthetjuk és tevékenységunket tervezhetjik.

A sorbanallasi elmélet az alkalmazott valosdéjszamitas egyik tertlete.
Sorok barmikor keletkezhetnek, amikor egy adott kérés kiszolgalasa meghaladja
a kiszolgalo egység kapacitasat. Ilyennel a gyakorlati életben is sokszor talalko-
zunk, pl. egy aruhazban sorbanallunk a pénztarnal, varakozunk az Utkebesztez
désekben a piros lampanal, tartjuk a telefont amig kicseng, varjuk mig a CPU
kiszolgalja a jobot, stb.

2.1.1. Folyamatok

A dinamikai rendszerek egy tagabb osztalyanak - amelyet az eggszekédvé-
ért folyamatoknak nevezilink - az elemei a sorbanallasi rendszerek. A folyamathoz
tartozik egy olyan ,halozat” vagy ,csatorna”, amelyen valamilyen ,anyag” vagy
»arucikk” folyik, mozog. Példakeént tekintsik az autéforgalmat, vagy egy aruhaz-
ban a vaséarlok haladaséat a pénztattelA szamitdgépes rendszerek teriiletén sem
ismeretlen a sorbanallas fogalma, a hardver és szoftééoredsok kiosztasanal
talalkozunk vele. Jobok sora varakozik a hattértarban a memoriabad drsé
vasasra ( the job scheduling queue - job Utefrsex ); sorban allnak azok a jobok,
amelyek ugyan megkaptak a memoaria hasznalati jogat, de kénytelenek varakozni
a CPU-ra ( the process scheduling queue - folyamat ltérsez); valamely 1/0
egység szolgaltatasara varakozo jobok sora ( the I/0O scheduling queue - 1/O (te-
me sor). Ezekben a példakban az ,aruk” szerepét az autok, a vasarlok és a jobok
jatszak, a ,csatornak” szerepét pedig az uthalézat, az aruhaz pénztara, ill. vala-
mely hardver és szoftver@&orras. A ,véges kapacitas” azt a tényt fejezi ki, hogy
a csatornak csak véges intenzitassal tudjak kielégiteni az (,aru” altal tamasztott)
igényeket. Vildgos, hogy az ilyen rendszerek vizsgéalata olyan analitikus eszk6z6-
ket igényel, amelyeket killonb6zszakteruletil gydjthetiink 6ssze, a sorbanallas
elmélete éppen ilyen terdlet.

A folyamatokat két nagy osztélyra bonthatjuk:determinisztikus €s a nem
determinisztikus, Un.sztochasztikus vagy véletlen folyamatokra. Az edsosz-
taly azokbol a rendszere&ball, amelyekben élre pontosan ismert a folyamat
mennyisége, és az tébbnyire allando a vizsgditathtt, ugyancsak ismert az az
idépont, amikor a folyamat megjelenik a csatorna bemenetén, és a folyamatnak
a csatornaval szemben tamasztott igénye is ismert és allandé. A masodik osz-
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taly a sztochasztikus folyamatok osztalya. Ezen azt értjik, hogy bizonytalanok és
elérejelezhetetlenek azok azipontok, amikor az igények beérkeznek, és a csa-
tornaval szemben tamasztott igények nagysagat sem lgretraegmondani. A
gyakorlatban talalhato rendszerek nagy része ebbe a kategoriaba esik.
Természetesen feh@inek kilonféle kérdések, amelyekre értelmes és hata-
rozott valaszt szeretnénk kapni. Példaul: varhatéan mennyi ideig all sorban egy
igény miebtt kiszolgaljak? Hany igényt fognak kiszolgalni miél az Gjonnan ér-
kezett sorra kerl? A munkaddnekkora hanyadaban lesz foglalta CPU ? Mekko-
rak lesznek a folyamatosan lefoglalBidtervallumok? Ezek a kérdések bizonyos
valosziniségekre, de legalabbis bizonyos varhato értékekre vonatkoznak.

2.1.2. Sztochasztikus folyamatok osztalyozasa

Az elemi sorbanallasi elmélet matematikai segédeszkozei aziilatési-kihal si
(haldlozési) folyamatok. Ahhoz, hogy ezt megértsik, tekintstk at roviden a szto-
chasztikus folyamatok rendszereét.

A sztochasztikus folyamatok véletlen folyamatok, vagyig) valosziniségi
valtozok egy csaladja, ahol a valoszéé(i valtozok indexétaiddparaméter tolti
be. Pl. egy mozi néfinek a szama az @fliggvényében
sztochasztikus folyamat; ugyancsak sztochasztikus folyamat a moéatenéa
uralkodé légnyomas, mint azadiliggvénye. Egy sztochasztikus folyamatot gy
is fel lehet fogni, hogy az egy részecskéleli mozgését irja le valamilyen tér-
ben. A véletlen folyamatok osztalyozasa harom tédy@Aligg: azallapottértdl,
azindext6l (idoparamétertdl) €s at index kilonbod értékeihez tartoz& (t) va-
l6sziniségi valtozok kozotti statisztikai sszefliggédekvizsgaljuk meg ezeket
a tényedket.

Elészor tekintsik az allapotteret. Allapottérnek nevezzik(dz) altal fel-
vehebt lehetséges értékek (masként allapotok) halmazat. Diszkrét allapfutter”
lyamatokrol, mas elnevezésséhcrdl beszélink, ha a folyamat csak véges vagy
legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok kilodgdant valamelyikében tart6z-
kodhat. A lanc allapottere gyakran az egész szamok halmaza. Ha a megengedett
allapotok egy véges vagy vegtelen intervallumot (vagy intervallumok halmazét)
fednek le, akkofolytonos allapotter (i folyamatrol beszéllnk.

Most tekintsiik az indexet (az @gharamétert). Ha csak véges vagy legfeljebb
megszamlalhatéan végtelen azoknak d@phtoknak a halmaza, amelyekben al-
lapotvaltozas mehet végbe, akldiszkrét paraméter(i folyamatrdl van sz6. Ha
ezek az allapotvaltozasok akarhobferdulhatnak az idtengely egy véges vagy
végtelen intervalluman (vagy ilyen intervallumok halmazéan), ak&ytonos pa-
raméter (i folyamatrdl beszélink. Az €z6 esetben aZ (t) jeldlés helyettX
jelolést hasznaljuk és véletlen vagy sztochasztikus sorozatként emlitjixk, az
valtozokat.
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Az egyes sztochasztikus folyamatok meghatarozo jelfgenaz a viszony,
amely a kilénbda X (t), ill. X, valészinségi valtozok kozott fenndll. A fo-
lyamat leirdsahoz meg kell adni &z(t) valésziniségi valtozokegyittes elosz-
lasat. Kulonboa ¢; idépillanatokhoz tartozé valésaiségi valtozokat egy =
(X (t1), X (t2), ...) vektornak tekintjuk, és meg kell adnunk az

Fo(z;t) := P(X(t1) < x1,..., X(t) < xg)

egyuttes eloszlasfuggvényeket mindes: (zy, zs, ..., 1), t = (t1,ta, ..., ) €Sk
ertékekre.

A sztochasztikus folyamatoknak tobb tipusa ismeretes: stacionarius folyama-
tok, fuggetlen novekménmyfolyamatok, Markov folyamatok, sziiletési-halalozasi
folyamatok, szemi-Markov folyamatok, feltjitasi folyamatok. Részletesen csak a
Markov és azon belll is a szlletési-halalozasi folyamatokkal foglalkozunk, mivel
a ké®Hbb ismertetett elemi sorbanallasi rendszerek ezen folyamatokra épulnek.

2.1.2.1. Markov-folyamatok

1907-ben A.A. Markov egyik cikkében definialta és tanulmanyozta azt a folya-
matot, amitMarkov-folyamatnak nevezink (ill. diszkrét allapottarfolyamat ese-
tébenMarkov-lancnak). Legegyszearbben a diszkrét idajMarkov-lancot lehet
megérteni. A valdszingégi valtozok{ X} sorozata Markov-lancot alkot, ha a
kovetked felvett érték (allapot), X, 1, csak a pillanatnyi értékt (allapottdl),
x,-t0l figg, a kordbbiaktol nem. Tehat ez olyan véletlen sorozat, amelyben a fiig-
gbség az idben visszafelé egy egységnyire terjed ki. Vagyis a mult befolyasat
a folyamat joWjére teljesen tartalmazza a pillanatnyi allapot. Szemléletesen azt
is mondhatjuk, hogy a rendszer (a sztochasztikus folyamat) ,emlékezetnélkili”,
hiszen a multbeli értékek (az emlékezet) nem befolyasoljdk a rendszdrgiv
viselkedéseét.

Folytonos idej i Markov-lanc esetében barmelyik @pillanatban bekovetkez-
het az allapotvaltozas. Ez arra késztet minket, hogy diszkrét allapdtirkov-
folyamatok esetében vizsgaljuk meg, mennyi ideig marad a folyamat a pillanatnyi
allapotaban miditt atlépne egy masik allapotba. A Markov- tulajdonsag miatt en-
nek az idtartamnak (valészirségi valtozonak) az eloszlasfliggvénye Iényegében
determinaltexponencialisnak kell lennie. Diszkrét idej(i Markov-lancok esetén a
folyamat allapotvaltozas nélkuli @artama csageometriai eloszlasu lehet.

Analitikusan a Markov-tulajdonsagot a kovetké&ppen lehet felirni:

P (X(tgs1) = 2o | X (tr) = @3, X (tpm1) = Tp—1, .., X (1) = 21) =
P(X (trt1) = 2| X (8) = 1),
aholt; < ty < ... <t} < txy1 €Sx; valamilyen diszkrét allapottér eleme =
1,...,k, k> 1.
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2.1.2.2. Sziletési-halalozasi folyamatok

A Markov-folyamatok egy igen fontos specialis osztadyél etési-halalozas fo-
lyamatok néven ismert. A definiélo feltétel: minden allapotbol csak ,szomszédos”
allapotba mehet végbe atmen&llapottérnek ekkor az egész szamok halmazat
valasztjuk (ami nem megy az altalanossag rovasarak es- i esetébenX;
vagyi — 1, vagyi, vagyi + 1 lehet. A sziletési-halalozasi folyamatoknak nagy
szereplk van a sorbanallasi rendszerek vizsgalataban.

Ahhoz, hogy egyX (t) Markov lanc szuletési-halalozasi folyamat legyen, ki
kell elégitenie az alabbi feltételeket :

1.P (X(t+h)=k—1X(t) = k) = \h + o(h);
2.P (X(t4+h)=k—1|X(t) =k) = uph + o(h);
3.P (X(t+h)=k|X({t)=k) =1—\+ m)h+o(h);
4.P (X(t+h)=m|X({t)=k)=o(h), |m—k|>1,

ahol i egy tetsblegesen kis intervallumot jeleni(h) pedig olyan mennyiséget
jelol, amely gyorsabban tabthoz, minth, hah — 0, vagyis@ — 0, hah — 0.

Vegyuk észre, hogy, ur pozitiv mennyiségek fliggetlenek adidl. A \,-kat
sziletés intenzitasnak, a u,.-kat pedighalélozasi intenzitasnak nevezzik.
Jeloljuk P, (t)-vel annak valészimségét, hogy a folyamattadopillanatban az
allapotban van, vagyis

Py(t) = P(X(t) = k).

Ezt szokdsabszol(t val6szinliségnek is nevezni. Ezen val6saiségek kiszami-
tasahoz figyelembe kell venni a kovetkéet. At + h idopillanatban aX (t) k&
allapotban van akkor és csak akkor, ha az alabbi feltételek teljesulnek:

1. tidopillanatban a folyamat & allapotban van és, ¢ + i) idGintervallum-
ban valtozas nem kévetkezik be;

2. tidopillanatban a folyamat/a— 1 allapotban volt és &-ba tortént atmenet;
3. tidopillanatban a folyamatk+ 1 allapotban volt és &-ba tértént atmenet;
4. (t,t+ h) alatt 2 vagy tobb atmenet tortént.

Lathatd, hogy az 1-3 feltételek kdlcsondsen kizarjak egymast, és a 4. eset valoszi-
ndségen(h).
Vildgos, hogy & minden értékére teljes eseményrendsiemn szo, igy:

Zpk(t) =1, (1)
k=0
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vagyis teljesil az trmormalizal 6 feltétel .

Az elobbi feltételek teljesiilése utan mar felirhatjuRgt + k) valdsziniséget:

P(t+h) = Pu(t){1 = Ah — pxh + o(h)}
+p]€,1(t>{)\k,1h+0(h)}
+Pi1{puk +1h+o(h)} +o(h), k>1

Ha mindkét oldalbdl kivonjuk & (t)-t és osztjukh-val, akkorh — 0 esetén a
kovetked differencidlegyenletet kapjuk:

Py(t)
dt

WP — (N 4 1) Pe(t) + M1 Peoa ()4 3)
+,uk;+1pk+1(t), k= 1,2,3,....
Annak belatasa, hogy a fenti egyenleteknek létezik egyéuinmieghataro-
zott megoldasa nem kénayéladat. Az egyenletrendszer megoldhato, ha bizo-
nyos megkotéseket tesziink a sziletési-halalozasi folyamatra vonatkozéan. Meg
kell adni aP;(0), k = 0,1, 2, ... értékeket, ezenkivil a normalizalo feltételnek is
teljesulnie kell.

= —XoFo(t) + (1), (2)

Most tegylink egy kis kitéit. Adjunk egy intuitiv médszert arra, hogyan le-
het az ebbbi differencidlegyenlet-rendszert megkapni. Figyeljuk allapotot.
Eszrevehetjik, hogy oda csakca- 1 és ak + 1 allapotokbdl lehet atlépni. Ha-
sonloképpen & allapotot csak ugy lehet elhagyni, hogyca- 1 vagy ak + 1
allapotba jutunk. Mivel dinamikus szituaciot vizsgalunk, ezért vilagos, hogy a
két ratanak a kulonbsége, amellyel a folyamat belépadlapotba, ill. elhagyja
azt, egyerd kell, hogy legyen az illét allapot abszolut valésaiségének a meg-
valtozasaval. Ennek segitségével leirhatjuR.&) valdsziniségekre vonatkozo
mozgasegyenletet. Apillanatban az érkezés intenzitasa ebbe az allapotba:

A1 Pe1(t) + prr1 Py (2),
mig a tavozas intenzitasa:
(Ake =+ ) Pe(t)-
E ket kilonbsége az abszolut valésazsé(t-beli valtozasaval (derivaltjaval)
egyenb, azaz
dPy(?)
dt

De ez éppen a (3) dsszefugdés- 0 esetén. Kénnybelatni, hogy ez az érvelés
ak = 0 esetben is korrekt egyenletre vezet.

= M1 Pr—1(t) + prs1 Pesar(t) — (M + pg) Pe(2) -
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Az altalanos, iéfuggd megoldas nehezen adhaté meg, ezért mi megelégsziink az
an. egyensulyi (vagy stacionarius) megoldassal, mivel ez sok esetben elégend

Definialjuk astacionariusmegoldast, mint egy,. valosziniségi eloszlast, amelyre
fennall a kdvetke@: Py (t) = px. Ha egy ilyen eloszlas létezik, akkor egyértelm”
€s minderk-ra teljesul:

tllIIl Pk(t) = Pk-

Mivel minket csak a folyamat idtol fliggetlen tulajdonsagai érdekelnek, ezédt el
szor vegylk a (3) baloldalanak hatarértékét oo esetén, ep-val lesz egyerd,
és egy kis atalakitassal a kovetkdinearis differenciaegyenletet kapjuk:

NeDke — Mkt 1Pbs1 = No—1Ph—1 — [Pk, k=12, ..
Ebbdl arra kbvetkeztethetlink, hogy
Ae_1Pk—1 — Mepr = KOnstans kE=1,2,..

A (2)-bol:
Aopo — p1p1 = 0.
Tehat a fenti konstansnak nullanak kell lenni, ezzel az alabbi eggégte jutot-
tunk:
BrPr = Ak:—lpk—la k= 1727
Ez a kovetkeéképpen értelmezh@t a baloldal & allapotbdl ak — 1 allapotba
valé atmenet ratdja, ami egyensulyban van-a 1 allapotbdl ak allapotba vald

atmenet ratajaval, ami a jobboldalon talalhatd. igy az egyensulyi allapot valészi-
niségei a kovetkeik:

Pr = )\k_lpk 1= wpo
ko Mk
ahol
k
- H )\’i—h
=1
és

k
= Hﬂz‘-
i=1

A po valésziniséget egyértelo€h meghatarozhatjuk, mivel a val6arségi elosz-
lasok{px; k = 0, 1,2, ...} 6sszegének-nek kell lenni. Tehét, ha az

00 k o k )\Z
Lt S

oy M
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sor konvergens, és dsszegakkor

po=p ",

€s ez egyben a stacionaris eloszlas létezésének elégséges feltétele is.

A Poisson-folyamat

Avizsgaltrendszerek kozil a legegyszieb a tiszta szuletési folyamat. Ebben
azttesszuk fel, hogy @. = 0 mindenk esetéen. Tovabb egyszesitve a problémat
tegyuk fel, hogy\, = \, kK =0, 1,2, .... Ekkor a (2, 3) a kdvetkére redukalodik:

PO — \P(t) + APy (1), hak > 1,

R — _\Py(t), hak = 0.

Az egyszeuség kedvéért tegyik fel, hogy a rendszéralapotbdl indul &) id6-
pillanatban, azaz
1 ,hak =0,

P’f(o):{ 0 ,hak #0.
Konnyi latni, hogy aP;(t) valésziniségre:
Po(t) = 67/\)&.
igy ak = 1 esetre az alabbit kapjuk:

dPi(t)
dt

Ennek a differenciadlegyenletnek a megoldasa:

= — APy (t) + Ae ™.

Pi(t) = Me™.
Indukcioval folytatva a megoldast, konnyen medagydhetiink, hogy

k

Pi(t) = %e’\t, k>0,t>0.
Ez a hirePoisson-eloszlasA konstans\ sziiletési intenzitasu tiszta szuletési fo-
lyamatban éforduld szlletések sorozatat nevePigisson-folyamatnak Vizs-
galjuk meg alaposabban a Poisson-folyamatot, mivel kbzponti szerepet tolt be a
sorbanallasi elméletben, ezenkivil ag ét élettelen természet sok folyamatanak
viselekedéseét jol modellezi. Példaként Fry megemliti, hogy a katonasagnal a 16ru-
gashol ered halalesetek ilyen folyamatot képeznek. Tovabbi példak a radioaktiv
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részecskékdl kibocsatotty-sugarak sorozata, vagy a telefonhivasdkpiontjai.

Mivel a kapott eredményeket kilsb a sorbanallasi rendszerek tanulmanyozasa-
kor szeretnénk felhasznalni, igy rogton sorbanallasi jel6léseket vezetink be: a
Poisson-folyamatot mint igények beérkezését tekintjik valamilyen kiszolgalasi
rendszerbe, nem pedig mint egy populacio Uj tagjainak szuletését. kzert
igénybeérkezés atlagos intenzitasa. A kezdeti feltétellel egyBi{@ mennyi-

ség megadja annak valosag€geét, hogy: igény érkezik be &0, ¢) intervallum-

ban. Vilagos, hogy ha atlagosangény érkezik be masodpercenként, ezértegy
hosszusagu intervallum alatt atlagosarszamu igénynek kell beérkeznie, azaz a

t id6 alatt beérkezett igények szamanak varhato ériéke

Bizonyitsuk ezt be !

Legyenu(t) at hosszuséagu intervallum alatt beér&dgények szdma, igy a ko-
vetked adodik:

Z kPi(t) = e

e (A Cay, o (A
¢ Z(,i_)1>!:€ D k!)'

k=1 k=0

Mivel e* = i f—: kapjuk, hogy
=0 "

E(v(t)) = AL,

Tehat a(0, t) intervallumban beérkézigenyek szamanak varhato értéke
A beérkezések szamanak szérasahoz célsdaesZor kiszamolni a kovetkézano-
mentumot:

E(u(t)(u(t) = 1)) = Y k(k —1)Pi(t) =

k=0

e”ik(kz
k=0

f)\t )\t 2 S

,2;

f/\t )\t 2 i ()\t 2'

|
k=0

B
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Ez utébbi mennyiség és dz(v(t)) segitségével a szérdsnégyzet az aldbbi:
o,()* = E(w(t)(v(t) — 1)) + E(v(t)) — (B(v(t)))* = (M)* + Xt — (\t)? = M.

Az adddott tehat, hogy a Poisson-folyamat szérasnégyzete és varhat6 értéké,egyenl
mégpedig mindkeit éppenit.

A Poisson-folyamat, mint tiszta szlletési folyamatot vezettik be, és levezettik
a P (t) mennyiségekre - egy adathosszlséagu itintervallum alatt bekdvetkéz
erkezések szamanak valosmegeloszlasara - egy formulat. Vizsgaljuk most meg

a beérkezések @pillanatainak egylttes eloszlasat, harelismert, hogy éppehn
igény érkezett ebben az intervallumban. Osszuk fél, &) intervallumot2k + 1
diszjunkt részre a kovetkéképpen. Aza; hosszusagu intervallumokdadzék

meg af; hosszusagu intervallumokét = 1,... k), és az utolso intervallum
a1 hosszusagu legyen, tovabba

k+1 k

Z Q; + Z pi =t.
i=1 i=1

Jelentsed, azt az eseményt, hogy éppen egy beérkezés forduheiden egyes
B; intervallumban(i = 1,2, ..., k), az«; intervallumban pedig egy semy,, va-
l6sziniségét akarjuk kiszamolni, feltéve, hogy éppdmeérkezés torténik @, ¢)
intervallumban. A feltételes val6sziség definiciojabdl

P(Ai|pontosark beérkezés &), t) alatt) =

_ P(A, €S pontosan beérkezég ) alatt
~  p(pontosan beérkezég ) alath

Amikor a Poisson-folyamat szerinti beérkezéseket vizsgaljuk diszjudintiel-
vallumokban, akkor fiiggetlen eseményeket vizsgalunk, azaz ezek egytittes valo-
sziniségét az egyes valosas€gek szorzataként lehet kiszamolni. Kaunidthi,

hogy
P(egyetlen beérkezés egyhosszusagu intervallum alpt: \3;e
es
P(nincs beérkezés egy hosszusagu intervallum alpt: e~
Kihasznélva ezt, azonnal kapjuk a kovetéez

P(Ai|éppenk beérkezés0, t) alat) =

()\51 )\52 ..)\ﬁkef’\ﬂl Q*AQQ . .67’\@“ ) (6*/\011 ef)\az ) ”ef)\ak ) B A
() /e = @
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tk
Masrészt tekintsiink egy olyan folyamatot, amel{pat) intervallumbark darab
pontot valaszt ki egymastal fuggetlenil, mégpedig mindegyiket az intervallumon
egyenletes eloszlas szerint. Kénnyen belathatd, hogy

P(Ai|éppenk beérkezés0, t) alat) = <%> <%> <%) k!, (5)
ahol ak! tényed amiatt jelenik meg, mert nem kulonboztetjuk med a@ont
permutacioit. Eszrevehetjiik, hogy a (4) és a (5) dsszefiiggésekben megadott két
feltételes valdszimség megegyezik, és ennek alapjan arra gondolhatunk, hogy ha
a Poisson-folyamatbanido alattk beérkezés torténik, akkor a beérkezések el-
oszlasa ugyanaz, miatdarab ugyanazon az intervallumon egyenletes eloszlasu
pont eloszlasa. Ennek pontos igazolasa a fenti gondolatmenet finomitasaval elvé-
gezheb. A sziletési folyamat tulajdonsagaibdl konrlglezetni, hogy a Poisson-
folyamat homogén; vagyis h¥(s, s+t) jeldli at hosszusag(s, s+t) intervallum
alatti beérkezések szamat, akkor

(At)kef)\t
k7

fuggetlendl attol, hogy hol helyezkedik el az intervallumon (vagyis fliggetlenil az
intervallums kezddpontjatol).

P(X(s,s+1t)=k)=

Most a Poisson-folyamat és az exponencialis eloszlas kozo6tti 6sszefliggés vizs-
galatara térink at. Az exponencialis eloszlasnak szintén kézponti szerepe van a
sorbanallas elméletében. Tekintsikwalosziniségi valtozot - a két egymas utani
.Szomszédos” beérkezések kozott elteli i amelynek eloszlas- ésiiségfig-
venyétF'(t), ill. f(t) jeldli. Ekkor f(t)At + o(At) a valoszinmsége annak, hogy
a soron kovetkdz beérkezésig a legutolsd beérkebésitelt id6 legalabbt, de
legfeljebb(t + At).

Mivel F'(t) a valészinsége annak, hogy a beérkezések kdzobidid, ezért

F(t)=1-P(t>1).

De P(t > t) éppen annak valoszisége, hogy egyetlen beérkezés sem kovetkezik
be a(0, t) intervallumon, aza(t). Azt kapjuk tehat, hogy

F(t) =1- Py(t),
igy az eloszlasfluiggvény (a Poisson esetben)

Ft)y=1—e™, t>0. (6)
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rrr

Ezt differencialva, awiiségfiiggvény:
ft) = xe ™, t>0.

Ez a jol ismert exponencialis eloszlas, tehdoésson-folyamat esetén a beérke-
zések idokoze exponencialis el osz ast.

Az exponencialis eloszlas legfontosabb jelléjezaz, hogy emlékezetnélkili, azaz

a valoszin$égi valtozé maltja nem jatszik szerepet@ignek meghatarozasaban.
Ezen a kovetkegx értjuk. Képzeljuk el, hogy & id6pillanatban kdvetkezett be
egy beérkezés. Ha azt kérdezzik, hogy mi a legktzelebbi beérkezégig altel
eloszlasa, a felelet nyilvanvalo, a (6) képlet adja meg az eloszlasfliiggvényét. Tel-
jék el bizonyos id, mondjukt, masodperc, ez alatt ne torténjen beérkezés. Ekkor
Ujra megkérdezhetjuk: Mennyi a valosag&ge annak, hogy a legktzelebbi beér-
kezésig mostantol szamitvado telik el. Ez a kérdés csak annyiban kiilénbdzik a
0 idopillanatban feltett kérdédk, hogy most tudjuk, a két beérkezés kozott éitel
id6 legalabbt, masodperc. Ahhoz, hogy feleljink a masodik kérdésre, a kbvet-

ke szamitasokat végezzuk:

PE< t+toff > ty) = Dlosistito)

P(t>tg)
P(i<t+to)—P(t<to)
P(t>to)

A (6) miatt

. N — e AtH0) _ (1 — gMo)

e e
Pt <t+ty|t >ty =

( ~ _'_ O’ 0) 1_(1_€—>\t0) )

és igy

PE<t+tlt>t)=1—-eM=Pt<1).
Az eredmény azt mutatja, hogy ha az utolsé beérkezég, o telt el, akkor a
kovetked beérkezésig hatralévdod eloszlasa ugyanaz, mint a beérkezéskiiy
feltétel nélklli eloszlasa. Vagyis a joleli beérkezés valdsziaége flggetlen
attol, hogy a legutolsé beérkezéktszamitva mennyi id telt mar el. Tehat egy
exponencidlis eloszlasu valosag€gi valtozo jobje fliggetlen a valtozé multjatol
- az eloszlas ilben allandé marad. Es ez az egyetlen olyan folytonos eloszlas,

amely ilyen tulajdonsagu. Nem nehéz belatni, hogy

1—e ™=\ +o(t).

Ez nyilvan egyenértaéka
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allitdssal, amelyet a L'Hospital-szaballyal egysmar bebizonyithatunk. Hiszen

1 — -t/
hm(ie)

t—0 t

=\

Az 1—e~ = M+o(t) egyenbség a kédbbiekben nagyon fontos lesz szamunkra.
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2.2. Elemi sorbanallasi elmélet

A sorbanallasi elméletre vonatkozé "elemi” j@lazt fejezi ki, hogy olyan rend-
szereket vizsgalunk, amelyek tiszta Markov-folyamatok, és ennek kdvetkeztében
az allapotatmenetek leirasara egyazéwnnyen kezelhétdsszefliiggéseket ka-
punk. Az ebzd fejezetben azokkal az egyenletekkel foglalkoztunk, amelyek a
sziletési-halalozéasi folyamatok abszollt valégséygeit az idtdl fuggetlendl ir-

tak le. A (7) 6sszefliggés a fejezet Iényeges eredménye; az anyag tobbi része nem
mas, mint ennek egysaedlkalmazasa. Itt Ujra csak azt az univerzalis eszkozt
hasznaljuk, amit méar korabban is igénybe vettink, és meg sokszor fogjuk alkal-
mazni a zart rendszer hataran aramlo anyagi részek mennyiségének kiszamitasa-
nal. Egyensulyi helyzetben a rendszerbe bearamlé anyagmennyiségneldegyenl
nek kell lennie a rendszedbkidramléval. Ezeknek az alapweeredményeknek

az alkalmazasa nem csupan gyakorl6 feladat, ez az a pont, ésabekapunk

olyan egyenleteket, amelyek a sorbanallasi rendszerekkel kapcsolatos mérnoki és
tervezési gyakorlatban is alkalmazhatok.

A kégbbbiek soran a kdvetkéképpen jarunk el. Bevezetiink egy(t) szto-
chasztikus folyamatot, amiiadik id6pillanatban a kiszolgalé egységnél tartoz-
kodo igenyeket jeloli majd. A beérkezési és kiszolgalasi folyamatok eloszlasai-
nak felhasznalasaval megadjuk éddintervallum alatti atmeneti valészisége-
ket. Mivel a fellée eloszlasok exponencialisak, Zt) folyamat Markov-tipusu
lesz, $t szlletési-haldlozéasi folyamat. Konkrét rendszereknél mindig meghata-
rozzuk a szuletési, halalozasi intenzitasokat, és ezek felhasznalasaval megkeres-
stk az egyenletrendszer megoldaséat. Ezt Kiemetkiszamitjuk a rendszerun”
kodésére vonatkozo jellerket (pl. atlagos sorhossz, kihasznaltsagok, atlagos

varakozasi id stb.)

2.2.1. Stacionarius szuletési-halalozéasi folyamatok

Az elbbbi fejezetben sztochasztikus folyamatok kilérib@sztalyait tanulma-
nyoztuk. Azt allitottuk, hogy a sorbanallasi rendszerek vizsgéalatdban afapvet
szerepuk van a Markov-folyamatoknak. Ezen belll is egy specialis Markov-
folyamatot vizsgaltunk meg - a sziletési-halalozasi folyamatot. Megmutattuk,
hogy a szuletési-halalozasi folyamatoknak az az igen ,j0” tulajdonsaguk van,
hogy mind a szuletések, mind a halalozasok kdzdtiiesdponencidlis eloszlasu
(ami kozvetlen kovetkezménye annak, hogy ezek Markov-folyamatok - feltéve,
hogy a rendszer nem lres). Ezutdn megadtuk a folyamat allapotegyenleteit. En-
nek az egyenletrendszernek a megoldasa adja meg a sorbanallasi rendszer abszolat
valésziniségeinek idbeli viselkedését. Jelen fejezetben ezeknek az egyenletek-
nek hataratmenet Gtjan adddé alakjait vizsgaljuk, igy a szlletési-halalozasi sorba-
néllasi rendszereftacionarius viselkedését kapjuk meg.
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Az elemi sorbanallasi elmélet egyrészt torténeti okokbol, masrészt pedig azért
fontos, mert alkalmas arra, hogy szemléltesse a bonyolultabb sorbanallasi rend-
szerek jellemdait. A kapott eredmények betekintést nyujtanak sok egyéb sorba-
nallasi rendszer viselkedésébe.

Nem szabad elfelejteniink, hogy a szlletési-halalozasi folyamat miképpen fe-
lel meg a sorbanallasi rendszereknek. PI. tekintsiink egy orvosi vardszobat (amely-
ben esetleg varakozni kell), és tekintsiink egy orvosi réidalint egy kiszolga-
l6egységet. Minden egyesddontot, amikor egy péaciens belép az utcardél a va-
részobaba, ugy tekintjiik, mint egy igény beérkezését a sorbanallasi rendszerbe;
masrészt ezt a beérkezést gy is fel lehet fogni, mint egy populacio Uj tagjanak
szlletését - a populaciot a jelentepaciensek alkotjak. Hasonldképpen, amikor
kezelés utan egy paciens elhagyja a redilelzt mint a a sorbanallasi rendszer-
populacio egy tagjanak halalat jelenti.

Minthogy a\, szlletési és @, halalozasi egyutthatokat szabadon valaszthat-
juk meg, ezért kulonféle sorbanallasi rendszerek konstrualasara vabdépenk,
mint ezt rovidesen latni fogjuk. BEz6r azonban hatarozzuk meg a stacionérius
megoldasokat az altalanos esetre.

2.2.1.1. Altalanos stacionarius megoldas

gy

Amint azt az edz6 fejezetben lattuk, a sziletési-halalozasi folyamatakad
fliggd megoldasa gyakorlatilag kezelhetetlenné valik, amint bonyolultabb sziletési-
haldlozasi\;, 1 intenzitasokat veszink. Tovabba, még hg.&) fuiggveényeket
meg is tudnank hatarozni, nem vilagos, mennyire segit minket ez a fliggvényhal-
maz abban, hogy jobban megértsik a sorbanallasi rendszer viselkedesét. Ezeért
természetes, hogy azt kérdezzik, vajoR,é ) valosziniségekt ndvekedésével
megallapodnak-e végul is valahol, megsik-e iddbeli valtozasuk, beall-e staci-
onarius allapot. Legyen

Py o= lim Py(t),
ahol p,. jelenti azon esemény valosasgégét, hogy a rendszerallapotban van.
Nagyon fontos, hogy megértsik: jollehepamennyiségek ( feltéve, hogy létez-
nek ) nem & fluggvényei, ebbl nem kovetkezik, hogy a hataresetben nem megy
at a folyamat az egyik allapotbol a masikba. A populécio tagjainak szama valtozik
az idvel, azonban annak valésms€gét, hogy a rendszkrtagu lesz, nagy-re
éppernp, adja meg.

Feltételezve, hogy a hatarérték létezik, a szuletési-halalozasi folyamatokra felirt

(2, 3) egyenletben Am,_, dlj;(t) mennyiséget nullaval tehetjik egyémué. Eb-
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b6l azonnal adédik, hogy

0= —(M + fi)Pr + Ae—1Pr—1 + Hr+1Dk41, hak > 1,
0 = Aopo + p1p1, ha k=Q
Eztk minden értékére atirva, a kovetiekapjuk:
0= —(Mx + )Pk + Ae—1Pr—1 + Hr41Dkt1, k=0,1,2,..

feltételezve, hogy,_1 = 0, ésyuy. Megkoveteljik a teljes eseményrendszerre
vonatkoz6 6sszefiiggést is, melyre normalizalo feltételként hivatkozunk majd :

Zpk =L
k=0

Egyensulyi helyzetben a befelé irdnyul6 folyamnak egyeek kell lennie az
adott allapotbal kifelé iranyuld folyammal. Aallapotra koncentralva megfigyel-
hetjuk, hogy

e abearamlas intenzitasaallapotba 2, _1pr_1 + trr1Prr1,
e a kidramléas intenzitdsa/adllapotbol £\, + pux)pr.-

Egyensulyi helyzetben ez a kétinegegyezik, igy azonnal kapjuk, hogy

Ab—1Pk—1 F Pht1DPk41 = (A + 1) Dk-

Megmutatjuk, hogy a kévetkézisszefliggés all fenn

Ak—1Dk—1 = HkPk-
és az altalanos megoldas:
oA A

Pr =
K-k
Az dssze, valosziniséget egyetlen ismeretlpp allandoval fejeztik ki:

k—1 )\
pk:pOH - s k2071727"" (7)
o M+t

(Az Ures szorzat értéke definici6 szerit A normalizalo feltétel segitségével
meghatarozhatjuk py-t, nevezetesen
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Ez a szorzatalaki megoldaseagik |egfontosabb egyenlete az elemi sorbanallasi
elméletnek.

Most megvizsgaljuk a, stacionarius valoszirségek létezését. Pontosab-
ban azt kell megnézni, hogy ezek a mennyiségek valoban valissgrloszlast
alkotnak-e. Ehhez viszont az szukseéges, hogy a 0 legyen. Ez az egyenletek-
ben szerefdl szuletési és halalozasi egyutthatdkra ro ki feltételt. Lényegében azt
koveteljik meg, hogy a rendszer alkalomadtan Ures is legyen. Az, hogy ez felté-
tele a stabilitasnak rogton elfogadhaténak latszik. Pontosabban osztalyozhatjuk a
lehetségeket, ha ébb definialjuk az alabbi két 6sszeget:

co k—1

5= 3 [

)
=0 i—o Hit1

Azt mondjuk, hogy a sziletési-halalozasi folyamat minden egyes allafuidi-
kus, ha
Sl < 00, SQ = O0;

rekurrens nulla, ha
S = 00,5 = o0;

atmeneti, ha
S1 = 00,55 < 0.

Az ergodikus esetbep, > 0, és akkor kapjuk dp,} stacionarius valoszin”
ségeket. Ez a legfontosabb eset szamunkra. Az ergodikussag elégséges feltétele
teljesul, ha &\, /i } sorozat egy bizonyok értékbl kezdve végigl alatt ma-
rad, pontosabban ha Iétezik valamilyienpozitiv egész szam és> 0 ugy, hogy
mindenk > k, értékre fennall

A
—k<1—5.
Kk

A legtdbb vizsgalt sorbanallasi rendszerben teljesil ez a feltétel.
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2.2.1.2. A sorbanallasi rendszerek jellents

Ahhoz, hogy teljesen jellemezziink egy sorbanallasi rendszert, azonositanunk kell
azt a sztochasztikus folyamatot, amely a beé&bkigényeket irja le, és le kell ir-
nunk a kiszolgalas szabdlyait és strukturajat. A bedikektyamatot altalaban

az egymas utan beérkieimgenyek kozotti idintervallumok valészim§égeloszlasa
segitségével irjuk le. Jeldljé(t) a beérkezési itkozok eloszlasfliggveényét. A
sorbanallas elméletében tobbnyire feltesszik, hogy az egymas utani beérkezések
kozotti idokdzok (roviderbeérkezés idokdz), azonos eloszlasu fuggetlen valészi-
n(iségi valtozok (ezért a beérkezési folyamatféhijitasi folyamatot alkot).

A masik sztochasztikus mennyiség, amit meg kell adni, a beérikgnyek altal a
csatornaval szemben tamasztott kdvetelmények (munka) nagysageszeri-

l&si iddnek nevezzik és valdsaiségeloszlasd®(x)-szel jeldljuk.

A kiszolgalas ideje annak azdihtervallumnak a hosszat jelenti, amelyet az igény

a kiszolgal6 egységben eltolt.

A kiszolgalas szabalyara és strukturajara vonatkozoan tovabbi mennyiségeket kell
meghatarozni. Az eqgyik befogaddképesseg, ami nem mas, mint a varakozé sor
maximalis hossza. Ezt rendszerilitval jeldljuk, és értékét gyakran végtelen-
nek tekintjuk. Egy tovabbi jellemiz a rendelkezésre allkiszolgal6 allomasok
(csatornak) szama. A kiszolgélas sorrend irja le azt a szabalyt, amely szerint a
varakozok kozul sorra kerlilnek az egyes igények kiszolgalas céljabol. A leggyak-
rabban hasznalt kiszolgélasi elvek : FIFO (First In - First Out) - érkezési sorrend-
ben; LIFO (Last In - First Out) - forditott sorrendben tordékiszolgalasok. Ha

a beérkea igényeket bizonyos csoportokba tartozas szerint meg lehet kilonboz-
tetni, akkor a csoportok kozdttioritast lehet megallapitani, és ezen a prioritason
alapul a kiszolgélas sorrendje. Ez az egyik legalkalmasabb Gtemezési elv, mivel
igy az igények kozotti fontossagi sorrendet felallitva torténik a kiszolgalas.

A prioritdsos sorbandllasi elvnek kéi fipusa van:abszolUt ésrelativ. Az
elébbi azt jelenti, hogy ha egy igény kiszolgalasa folyamatban van, és érkezik egy
magasabb prioritasu igény, akkor az éppen kiszolgalas alatt all6 folyamat kiszol-
galasa megszakad, és Ujra bedll a varakozasi sorba. lividrgadott prioritasi
osztaly hianydban nem mindig alkalmazhat6 a FIFO elv. PI. figyeljink meg egy
CPU (temea sort egy interaktiv rendszerben. A sorbaéfetdulhatnak olyan
jobosztalyok is, amelyek rendkivil nagy CPWigénnyel rendelkeznek. Ha egy
ilyen job megkapja a CPU-t, akkor az utana kovetkgboknak nagyon hosszu
id6t kell varniuk. Legtobb esetben az lterbanegvizsgalja az adott job @6
kiszolgalasi idejét, és ez alapjan ad prioritast. llyenek pl. @psdtasos (Time
Sharing, réviditése TS) vagy Round-Robin (RR) Gtemezési elvek.

A sorbandllasi rendszerek hatékonysaganak és teljesitményének vizsgalatahoz
a kovetked mébszamokat fogjuk meghatarozni: &genyek varakozas idegje;



2.2.1. SACIONARIUS SZULETESFHALALOZASI FOLYAMATOK 73

a rendszerben lévigények szama; a foglaltsagi intervallum hossza (vagyis az

a folytonos idintervallum, amelyben a kiszolgal6é egység allanddan foglalt); az
Uregarati id6szakasz hossza; a pillanatnyimunkahétralék eloszasa. Mindegyik
mennyiseg valdszirségi valtozo, és igy teljes valosas€gszamitasi jellemzesu-

ket (vagyis eloszlasfuggveényuket) keressik, amit altalaban nehéz megadni, igy
sokszor megelégsziink az atlagos mennyiségekkel.

Az elemi sorbanallasi elmélet egyrészt torténeti okokbdl, masrészt pedig azért
fontos, mert alkalmas arra, hogy szemléltesse a bonyolultabb sorbanallasi rend-
szerek jellemait is.

Egyszeu$ég kedvéért tekintslinkézor egy egykiszolgalés rendszert !

A sorbanallasi rendszerek teljesitményének mérésére legalkalmasabb eszkoz a
torlédas vizsgélata. Legyemegy dimenzid nélkili mennyiség, amelyet a ko-
vetkedképpen lehet definialni:

atlagos kiszolgalasi il
atlagos beérkezésiooz

o = forgalmi intenzitas=

Feltételezziink egy végtelen populacioja modellt, jeloljuk a beérkezési intenzitast
A-val, az atlagos kiszolgalasiatl1/;-vel. Ekkor a kdvetkeat kapjuk:

o = érkezeési intenzitas atlagos kiszolgalasi = —.
il

Az 1-nél nagyobbforgalmi intenzitas azt mutatja ,hogy az igények gyorsabban
érkeznek, mint ahogy egy szerver (kiszolgaléegység, csatorna) ki tudna szolgalni
Oket. Jeldljey(A) az A esemény karakterisztikus fuggvényét, azaz

| 1, haAteljesdl,
x(A) = { 0, hanem A teljesl

és X (t) = 0 azt az eseményt, hogy a kiszolgald tétlen-dik iddpillanatban.
Ekkor a szerver idegységre @skihasznaltsaga
T

I [xexw 2o,

0

aholT egy elegenden hosszu idintervallum. Hal' — oo esetén a fenti mennyi-
ségeknek létezik hatarértéke, akkor a szekileasznaltsagan ezt azU,-sel jel6lt
mennyiseget értjik. Tovablavalosziniséggel fennall

T
U, = Jim [ X (60 #0)de =1~ po =

T—oo T
0

Eéd
Eé + Ei’



74 2. HEMI SORBANALLASI RENDSZEREK

aholp, annak stacionarius valészisége, hogy a szerver tétlefiy a kiszolgalo
egység atlagos foglaltsagi periodushossétpedig az atlagos tétlenségi perio-
dushosszat jeloli.

Ez az 6sszefliggés Markov-folyamatoknal specialis esete a kodetggakran
felhasznalhato relacionak. Legyari(t) egy ergodikus Markov-folyamatl pedig
allapotterének egy részhalmaza. Léathato, hagy) az idd folyaman felvaltva
tartézkodikA-ban ésA-ban. Ekkorl valosziniséggel

TIEEO% (/OTx(X(t) € A)dt) =3

€A
m(4)
m(A) +m(A)’

aholm(A) ésm(A) az Aill. az A részhalmazban val6 atlagos tartdzkodast id
jeloli egy ciklus alkalmavalp; pedig azX (¢) folyamat ergodikus eloszlasa.

Egy m parhuzamos szerveiballo rendszerben atlagosad’/m igény érke-
zik szerverenkeént, feltéve, hogy a forgalom egyenletes eloszlasikigzolgalo
egység kozott. Ha minden beérkezett kérés kiszolgalasa atlaggsaaeiqg tart,
akkor a szerver teljes foglaltsagi idejének varhat6 értéRen . Osszuk el ezt a
mennyiséget -vel, igy a

0= —.
mi
Mivel a kihasznaltsag maximurnlehet, igy azn szerveres rendszer kihasznalt-
sagi tényedare vonatkozo korrekt kifejezés:

L)
o=ming —,1,.
mip

Masik gyakran haszndlt teljesitményrad@szkoz a szamitégépes rendszerek sor-
banallasi modelljének analizisébeneadszer atbocsatokeépessegenek vizsgalata.

Ezt a mennyiséget Ugy definialhatjuk, mint abédjységenként kiszolgalt igények
atlagos szamatn szerveres rendszerben mindededység alatinop igény Ki-
szolgalasa fejeik be, igy az

atbocsatoképesseégmop = min{\, mu}.

Ami azt jelenti, hogy az atbocsatoképesség ekvivalengekezési intenzitassal,
amennyiben a kisebb, mint a maximalis kiszolgalasi sebesség), azon tul az
atbocsatoképesség beall:-re.
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A legjelentsebb teljesitményméreszkdz az igények szempontjabdl az az, id
amit a varakozasi sorban vagy a rendszerben tolt. Definialjuk; aarakozasi
idot, mint aj-dik igény varakozasi sorban eltoltott idejét, €8;avalaszidot, mint

az igény altal e rendszerben eltoltott teljedtid Ezen jeloléseket hasznalva a
kovetked egyenbséget kapjuk:

T; =W; + 55,
ahol S; a kiszolgalasi idt jeloli. 1W; esT; is valosziniSégi valtozo, varhato érte-
kik W; ésT; alkalmas a rendszer teljesitményének mérésére.
A rendszer teljesitményének vizsgalata torténhetrakozasi sor hosszanak me-
résével is. AQ(t) valosziniSégi valtozo jelentsetadbpillanatban a sorban talal-
hato igények szamét, €§(¢) at iddpillanatban aendszerben talélhaté igények
szaméat. Egy rendszerben lévigény vagy a varakozasi sorban van, vagy éppen
kiszolgalas alatt all, tehat szerveres rendszer esetén:

Q(t) = max{0, N(t) —m}.

Miel 6tt ratérnénk az elemi sorbanallasi rendszerek vizsgalatara, bevezi€gik a
dall -féle jel6lést, melyek segitségével osztalyozhatpllet.

Az A/B/m/K/N szimb6lum, olyan sorbanallasi rendszert jelol, ahol
e A: abeérkezési itk6zok eloszlasfuggvénye,
e B: akiszolgalasi id eloszlasfliggvénye,
e m: a kiszolgalék szama,

e K: arendszer befogaddképessége, azaz a kiszolgaléegységben és a varako-
zasi sorban tartozkodoé igények maximalis szama,

e N: azigényforras szamossaga.

Ha az emlitett eloszlasok exponencialisak, akkofazelolést hasznaljuk. To-
vabba, ha a befogadoképesség vagy az igényforras szamossaga vegtelen, akkor
ezeket a jel6léseket elhagyjuk.

igy pl. azM/M/1 rendszer, egy egy kiszolgalos Poisson beérkezéssel és expo-
nencialis kiszolgéalasi idvel jellemzett rendszert jeldl. Ak//G /m rendszernél a
beérkezések Poisson-folyamat szerint torténnek, a kiszolgatdsaithlanos el-
oszlasuak, és: szerver all rendelkezésunkre.

Az M/M/r//Nrendszer esetén az igények eljyelemi forrasbdl szarmaznak
ahol exponencidlis eloszlasu ideig tartézkodnak, a kiszolgal&stység vegzi
exponencialis eloszlasu ideig.
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2.2.2. AzM/M/1 tipusu klasszikus sorbanallasi rendszer

Az M/M/1 rendszer a legegysadifi nemtrivialis fontos rendszer. Emlékezzuk
ra, hogy ebben az esetben a beérkezési folyanparamétar Poisson-folyamat,
vagyis a beérkezési@kdzok\ paramétar’exponencialis eloszlasu valosagggi
valtozok. A kiszolgalasi idk n paramétar’exponencidlis eloszlasu valésagggi
valtozok. Feltessziik tovabba, hogy a beérkez&siadok, és a kiszolgalasi
egymastol fuggetlen valésziségi valtozok. Jeldlje mosX (¢) a t-ik id Opilla-
natban a rendszerben tartozkodé igények szamat, és ekkor azt mondjuk, hogy a
rendszer & allapotban van. Mivel a fellé&pvaloszini§égi valtozok exponencia-
lis eloszlasuak, vagyis emlékezet nélkuliek, &) folytonos ideji'Markov-lanc
lesz.

Vizsgaljuk meg a rendszer allapotvaltozasainak valasggéit egy adotk
idGtartam alatt:

Prxs1(h) = (Ah+o(h)) (1 — (ph + o(h)) +
k;ZEO2 (A + o(h))" (ph + (k)"
~0.1,2, ...

Az 0sszeg eld tagja annak a valosaisége, hogy a rendszerben egy igény ér-
kezett, és nem szolgaltak ki egyet sem. Az 6sszeg masodik tagja pedig annak a
valosziniségét adja, hogy a rendszerbe 2 vagy tobb igény érkezett, és a beérke-
zettnél eggyel kevesebb kerlt kiszolgalasra. De ez a valdsz@éppen(h)-val
egyenb, igy

Pk7k+1(h) = \h + O(h)

Az eldbbiekhez hasonldan irhaté fel annak valosgége, hogy a rendszeilla-
potban volt és & id6tartam utan & — 1 allapotba kerdlt:

Sorss (M 4 0(R) ™ (uh + o(h))*
= ph + o(h).
Kdnnyen lathaté tovabb4, hogy

Py = o(h), |k—j|>2.

Tehat egy olyan sziiletési-halalozasi folyamattal van dolgunk, amit a szlletési és
halalozasi intenzitasok alabbi megvalasztasaval lehet jellemezni:

M=) k=012 ..,

Wi = b, k=1,23...
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Vagyis az dsszes szlletési intenzitgsaz 6sszes halalozasi intenzitas pedig
Feltesszik, hogy végtelen hosszusagu sorok is létrejohetnek, és az igények ki-
szolgélasa FIFO elv alapjan torténik.

Helyettesitsik be az intenzitasokat a (7)-be, igy a kovétkendik:

vagyis
A k
o

Az eredmény kézenfekv Az ergodikussag feltétele altalanossagban (és igy an-
nak is, hogy egy, > 0 stacionarius megoldast kapjunk) < oo ésS; = oo;
esetlnkben az dideltétel:

o) 00 k
Pk A
SIZZ_:Z(—> < Q.
= PO oo M
Az egyenbség bal oldalan lévsor akkor és csak akkor konvergens, ha
A< 1.

Az ergodicitas masodik feltétele esetlinkben
=Y s -5 (4) -
2= )\(pk) - A\ T

Ez akkor teljesil, ha\/u < 1. Tehat az ergodikussag szukséges és elégséges
feltétele az\/ /M /1 sor esetén egysagii A < u. A po valosziniség kiszamola-
sahoz a normalizalo feltételt hasznaljuk és azt kapjuk, hogy

1

Po= " -
1+ 3 (3)
k=1

Mivel A < i, ezért az 6sszeg konvergens, €s igy

1 A

:7)\/:
1+17A‘;M 7

Po

A kihasznaltsagi tényéro = - vagy1. A stabilitas feltétele miatt a
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0 < o < 1 egyenbséget meg kell kovetelni. Ez biztositja, hogy > 0 legyen.
lgy
Pk = (1_Q)Qk7 k:071727“'7

amely valoban valoszirségi eloszlas, nevezetesen a geometriai eloszlas.

A rendszejjellemzoi:

(I.) Arendszerben tartézkodgények atlagos szama:
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()

A varakoz6 igényekatlagos szama (atlagos sorhossz):

— > J— Q

Q=> (k—p = kak—Zpk —(I=py)=N-0=
k=1

Az atlagos sorhosszorasnegyzete:

- 0*(140— 0%
1) - Q= e
kZ:: o~ Q" = 1= o7

(ll1.) A szerver kihasznaltsaga:

(V)

A
Uszl_p():_:g‘
ol
Ismert tovabba, hogy
1
_ P
=T Ry

ahol Eo akiszolgal6 atlagos foglaltsagi periddushossza, § a tétlenségi id
varhaté értéke. Mivel a szerver addig tétlen, amig igény nem érkezik, az
pedig exponencidlis eloszlasiparaméterrel. igy

1
1-— 0= A )
T+ ES
melybol
1 o 1— 1
Bf=-—"—=_N=—"—
Al—p A = A
Eqgy igényvarakozasi idejének eloszlasa:

Megmutatjuk, hogy egy tetékeges olyan sorbanallasi rendszerre, amelybe
az igények Poisson-folyamat szerint érkeznek,

Py(t) = Ry(t),

ahol P (t) - mint kordbban is - annak valoszisége, hogy apillanatban a
rendszer & allapotban vanR,(t)) pedig annak valoszirsége, hogy egy a
t pillanatban érkei igény a rendszertaallapotban talélja. Legyen

A(t,t + At)
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az az esemény, hogy egy beérkezés torténik ia+ At) intervallumban.
Ekkor
Ri(t) := lim P (X(t) = k|A(t,t + At)),

At—0
ahol X (t) a rendszerbeli igények szama pillanatban. Felhasznéalva a
feltételes valoszimség definicidjat,
P(X(t)=k,A(t, t+ At))

p— l. pu—
Bielt) =l == G+ an)

. P(A(tt+ At)|X(t) = k) P(X(t) =k)
= lim .
At—0 P (A(t,t + At))
Poisson-folyamat esetén tudjuk, hogy (az emlékezetnélkiliség miatt) az

A(t,t + At) esemény nem flgg apillanatban a rendszerben tart6zkodo
igények szamatol (és magatdt aotdl sem), ezért

P(A(tt+ A8)|X () = k) = P (A(t, t + At)),

igy
R,(t) = lim P (N(t) = k),

At—0
vagyis
Ry,(t) = Pi(t).

Azaz, annak valoszisége, hogy egy beérk@igény a rendszert & alla-
potban talalja, éppen azzal a valésEédgel egyezik meg, hogy a rendszer
azk allapotban van.

Ha egy tetséleges pillanatban egy igény érkezikannak a valészirsége,

hogy nem kell varkoznia, hisz ekkor a rendszer Gres. Minden mas esetben
varakoznia kell. Tegyuk fel, hogy az érkezés pillanatabayeny tartozko-

dik a rendszerben. Ekkor az ériegénynek meg kell varnia mig a kiszol-
galas alatt all6 igény kiszolgalasa befdjdik és az ditte allébn — 1 igény
elhagyja a rendszert.

Feltettiik, hogy a kiszolgalasok egymastdl fliggetlenek paraméteanex-
ponencidlis eloszlastak. Kdztudott, hogy az exponencialis eloszlas emléke-
zetnélkuli, igy a kiszolgalas alatt 16ugény eloszlasa fuggetlen attél midta
folyik a kiszolgalas, ezért a varakozasbid vagy Erlang- eloszlasi para-
méterrel, é9,, esetbem paraméterrel. Emlékeztail ak ésy paramétan”
Erlang-eloszlasisliségfliggvénye:

_oplp)t Tt
fr(z) = = e x> 0.
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(V)

Jeldlje fiy (x) egy tetsbleges igény varakozasi idejének$ségfiggvenyét,
x > 0. A teljes val6szin§ég tétele értelmében:

-3

ni

o _ - (pro)t .
e o (1—0)=(0—-0en) 5" =
n=1 k=0
(1 — 0)ope 170",
Tehat
fw(0)=1—p, haz = 0,
fw(x) = o(1 — o)pe #1197 haz > 0.
gy

Fy(z)=1-0+0(1— e_u(l_g)f”) =1 — geHi-0e
Az atlagos varakozasi id

Q — — _

Egy igénytartozkodas idejének eloszlasa:

A gondolatmenet az 6£6h6z hasonlo, de az igény akkor hagyja el a rend-
szert, habdt is kiszolgaltak, igy az Erlang eloszlas- 1 taghdl tewwdik 6ssze.
Tehat a afliségfugvény:

[e.9]

fr(z) =Y (1-0)o" (M)nue M= p(l —g)e ™ i

n=0 n=0

(1 — Q)efu(lfg)w'

3

Az eloszlasfuggveny:
Fr(z) =1 — e 1702,

Vagyis azt kaptuk, hogy a tartozkodasbits exponencialis eloszlasu
u(1—p) paraméterrel, azaz— \ paraméterrel. Ezért az atlagos rendszerbeli
tartézkodasi i6: ) )
T = = .
p(l—o0)  pw—A

Tovabba, nyilvanvald, hogy

1 0 1 1 1
poop(l—0) p p(l—0) p—2A

T=W+
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Vegyuk észre, hogy

_ 1 _
AT = A -2 _N 8)

pl—o) 1-0p

Tovabba

AW =\ = =Q. 9
p(l—o) 1-o “ ®)
A (8) és a (9) tsszefiiggeseklattle-formulanak nevezzik, mely sokkal
altalanosabb esetben is igaz.

Példa:
Egy postahivatalban naponta 70 személy fordul meg (a posta minden nap 10 6ra
hosszat van nyitva) ; 6éranként 10 szemelyt képesek kiszolgalni. Tételezzik fel,
hogy a beérkezések megfelelnek a Poisson-folyamat jellegzetességeinek és a ki-
szolgalas exponencialis eloszlasu. Mekkora lesz a varakozo sor atlagos hossza,
mi annak a valészimsége, hogy sorban 2-nél tobb személy varakozzék? Mennyi
a varhato sorban allasi@® Mennyi annak a valoszisége, hogy a varakozas 20
percnél tobb idt vesz igénybed/§ =?

Megoldas:

LegyenT’ =1 éra, akkorA = 7, n = 10, p = &

p 77 70-21 49

_ 7T o
N:—:— :N— = - — — = —
=, 3 ¢ P=3710" " 30 30

P(n>3):1—P(n§3):1—P0—P1—P2—P3:
=1-14+p—(1—=p)p+p°+p*) =p"=0343-0.7 = 0.2401
N 7 7
— = —— = — Ora =~ 14 perc
n 3-10 30 P

1
PW > 3) =1~ Fiy(3) =07 e 10508 = 0.7. 71 = 0.257
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2.2.3. AzM/M/1/K tipusu, véges befogaddképesaéggndszer

Most olyan sorbanallasi rendszert vizsgalunk, amelyben rogzitett a varakozé igé-
nyek szamanak maximuma. Feltesszik, hogy a rendszerben legféljépmy
tartozkodhat (beleértve a kiszolgald egységbed Igényt is), egyetlen ezen felll
érked igény sem léphet be a rendszerbe, hanem azonnal tavozik, anélkil, hogy ki-
szolgalnal6t. Tovabbra is Poisson-folyamat szerint érkeznek az igények, azonban
csak azok az igények léphetnek be a rendszerbe, amelyek érkezésekor kevesebb,
mint K igény van a rendszerben.

Ennek a latszolag bonyolult rendszernek a leirasat az alabbi médon tudjuk
dsszhangba hozni a szlletési-halalozasi modellel. 8zekhez hasonléan nem
nehéz belatni, hogy ebben az esetben az alabbi intenzitasokat kapjuk.

N = A L hak < K,
10 ,hak>K,

e = b, k=1,2,.. K.
Latszik, hogy ez a rendszer mindig ergodikus, mert allapottere véges. Tovabba
k—1

A A\
pe=p][[>=m(=)., hak<K.
om u

Természetesen
pe =0, hak > K.

Szeretnénk kiszamolnig valosziniséget. A normalizalé feltétel alapjan

o L o =) 1
£ oo - 2

Po =

végul

=)<

2 (N hao <k <K,
Dk = " -y
0 egyeébkent

K = 1eseténad/l/M/1/1 rendszer azt jelenti, hogy egyaltalan nincs varakozas.

1 _
W ,hak‘—O,
D = 1+/\‘;M ,hak=1=K,

0 egyeébkent.
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2.2.4. AzM/M /n tipusu rendszer

Ismét olyan\ alland6 beérkezési intenzitasu rendszert vizsgalunk, melyben kor-
latlan hosszusagu sor kialakulasa megengedett. A rendsitekiszolgalécsator-
naval, szerverrel van ellatva. Ez az eset is leirhaté szlletési-halalozasi folyamattal
a kovetkedk miatt. EbBszor is vegyunk flggetleny; paramétar”exponencia-

lis eloszlaslg; valdszinségi valtozokat. Jeldljuk-val ezens; (1 = 1,2, ..., N)
valtozok minimumat. Nem nehéz belatni, hogys exponencialis eloszlasu lesz

> u; paraméterrel. Ugyanis

Phn<z)=1-Pn>z)=1-P>z,i=1,..,N) =

N
1= HP(fz > .T) =1- e_Zleum'
1=1

Ezt felhasznélva kapjuk meg annak valossi@jét, hogy a rendszerddo alatt
ak allapotbol ak — 1 allapotba, ill. ak allapotbdl ak + 1 allapotba keriil. igy

Pri-1(h) = (L= (Ah+0(h))) (uh + o(h)) 4 o(h) = ph + o(h),
Prryi(h) = (A +o(h)) (1 = (uxh + o(h))) 4 o(h) = Ah + o(h),

ahol
kp ,ha0 <k <n,

,uk:min(ku,n,u):{ np , han < k.

Konnyen lathato, hogy az ergodikussag feltétele, < 1.

Amikor a (7) segitségével hozzakezdiink,amennyiségek kiszamolasahoz,
azt talaljuk, hogy a megoldast két részre kell szétbontanunk, mjvelennyiség
kétféle modon flgg-tol. Eszerint, ha < n, akkor

k—1 k
A AU 1
eIl =m(s)
Ha viszontk > n, akkor
n—1 k—1 k
A A A 1
n=n I =) e

Osszefoglalva a kapott eredményeket:

k
Po (nk,gl) ’ hak S n,

Pr = ann

Po=—T1"

, , hak > n,
nl
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ahol

A
o=—<1.
npy

Ez ap éppen a kihasznaltsagi tényedovabba

n—1 oo -1
p0:<1+z(nlf' +Z n! nk ") ’
k=1

=n

és igy

2 (no)* no)” 1 -
p0:<z(l§) o 1_@) |

Annak a valészin$ége, hogy egy Ujonnan érkeigénynek sorba kell allnia,

14 - =~ (no)* 1
P(sorbanallas= E Pr = E PO
n! ntF="n
k=n k=n

Ebbd
(no)" 1
I 11—
P(sorbanallas= — n 1-o
n— k n
(ng) , (no)" 1
pr k! n! 1—p

Ezt a valoszinSéget széles korben hasznaljak a telefonalassal kapcsolatban. Itt
annak a valoszirségét adja meg, hogy egy Ujonnan beérkezett hivas (igény) sza-
mara nincs szabad vonal (kiszolgal6egység):egyerveres rendszerben. Eg

lang C-formulgja, amit tobbnyireC'(n, A/u) szimbélummal jeldinek.

Az M /M /n rendszer jellemai:

(I.) Az atlagos sorhossz:

= ()"

Q= Zn —n)pi = jzojpn-i-j:jz b0 =
SN TN IS 3
Z]#Q]POZ i ;; Qd_QZQ]:
J=0 Jj= J=0

A\
poﬁ 2
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(I1.) A foglalt szerverek atlagos szama:

k=0 k=n k=0
n—2
(no)* | (no)"*  (no)" ' ( 1
-1 -
”Q<; N T T -1 T = Py

n—1 k n

no no 1 1
— k! nl 1—p Do

(111.) A rendszerben tartézkod@ények atlagos szama:

[y

n—

N:kak: kpk+2(k—n)pk+2npk:ﬁ+@,
k=0 0 k=n k=n

i

ami egyszar'megfontolasokbdl is adodik, hiszen egy igény vagy varakozik,
vagy kiszolgalas alatt van. A kiszolgalas alattdkwszama viszont mege-
gyezik a foglalt kiszolgaléegységek szamaval. $4gal jeloljik a szabad
szerverek vagy kiszolgaloegységek atlagos szamat, akkor

)

=I> U

n —
n —

Ul 3
I

’

igy

=
I
3
|
)
_|_
Ql

vagyis
N-n=Q-5.

(IV.) A vérakozasi id6 eloszlasa:
Egy érked igénynek akkor kell varakoznia, ha a rendszerben legalabb
igény tartézkodik. Mivel ebben az esetben a kiszolgalagparamétean™
exponencialis eloszlasu valosag€gi valtozo, az igény varakozasi ideje,
han + j igény tartozkodik a rendszerben Erlang-eloszlasg 1 ésnu
paraméterekkel. gy a teljes valosag#g tétele alapjan a varakozash id
slirtiségfiggvénye:

- j xj —npT
fw(z) = anﬂ(nﬂ)ﬁlﬁ@ e
=0
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(V)

Behelyettesitve a stacionarius eloszlast

fir (@) = 3 poti g (py 1 S

|
= n! J!

P(sorbanallagu(1 — Q)e_”u(l—g):v'
Vagyis

P(W > ) = /fw(u)du — P(sorbanélldg —+(1-9

A véarakozasi id eloszlasfluiggvénye:
Fy(z) =1 — P(sorbanallds+ P(sorbanallas(1 — e "+1797) =
1 — P(sorbanallag:—"+1-¢),

Innen az atlagos varakozasoid

G
Y(1—0)2np’

n

W = fmfw(x)dx =
0

A tartézkodas ido eloszlasa:

A kiszolgalas azonnal elkeddik, ha a rendszerbennél kevesebb igény
tartdzkodik, igy stacionarius esetben egy éikigggny rendszerben eltoltott
ideje megegyezik a kiszolgalasiddel. Azonban, ha varakoznia kell, akkor
a tartézkodasi id és a kiszolgalasi l0sszege, vagyis az eloszlas két fug-
getlen eloszlas 6sszege, mely kozil az egyparamétar’exponencialis, a
masik pedig a rendszéitfliggd paramétarErlang-eloszlas. A tartézkodasi
id6 ddrtiségfiggvényét a kbvetk@maodon hatarozzuk meg.

fr(x) = P(nincs sorbanallge ™"+
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{a varakozasi id és a kiszolgalasi iilkonvoluciojg .

Megjegyzes:
&, n nemnegativ, flggetlen valosuiségi valtozok konvolucioja:
ferle) = [ Rz )i
0

Tudjuk, hogy

fw(z) = P(sorbanalldg: ~(1=9%p(1 — ).

Ekkor
fwkiszolgalas?) = /fW(x)ﬂe_”(z_x)dx =
0
P(sorbanallagp(1 — Q)u/e”“(lg)‘”e“(z‘”)dx =
0
n 1 a
(nQ) Do n,u(l . Q>uezu/€y(nl)\/u)xdx —
nl 7 (1—p)
0
(ng)n 1 -1 — —1-X
- - iz (1 w(n )z '
n! pon'un—l—/\/,u6 (1-e )
Ezért

= (1 (2) s ) et

o he (1 _ e—u(n—l—)\/u)x) —
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igy N
P(T > ) = / fr(y)dy =

r — (ﬁ) "po 1 —uy —p(n—=\/p)y

T

—eh (2) npon!(l _ Q)(nl_ 1—\p)

A" —p(n—1— z
:e/“?<1_|_ (ﬁ) Po 1 —e 1>‘/N)>'

nl(l—o) n—1—\pu

(e—u:v _ e—u(n—/\/ltﬁv) —

Innen
Fr(z)=1-P(T > z).

Tovabba

_ o0 A" _
T= [azfr(z)de = i + n—lu (‘n), po—(lfg)g = i + W,
0

mint az varhato volt.

Stacionarius esetben a tavoz6 igények atlagos szamanak meg kell egyeznie
az érked igények atlagos szamaval, igy a rendszerben tartézkodok éatla-
gos szama allandd. Tehat annyi igény tartozkodik atlagosan a rendszerben,
amennyi erkezik egy igény tartozkodasi ideje alatt, vagyis

N =N=0Q+m,

tovabbé o
MW =Q.
Ezek az anLittle-formulak, melyeket szamolas utjan is kdnnyen bizonyit-
hatunk. Ugyanis, mint belattuk
~ (no)"
N = —= o
n@+pon!(1 gL
Mivel (A)n
_ 1 1 (5 1
T=—+4+—*
p ol = g
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igy r (o)
o no)" 0
AT = —

+ n' Do (1 —_ 0)27
vagyis

N = \T,
mivelﬁ = no. Tovabba

Q= W,
mivel

n = ng.

(VI.) A szerverekdsszkihasznaltsaga:
A rendszerbem db szerver van, ezek akkor foglaltak, ha legalaplega-
labb2, ..., legalabb: foglalt. igy

n oo n—1 [e)
Un=2_D pi=D ln+ ) nm=m=ne
=1 l=n

k=1 j=k

ami varhato volt. Nyilvanvaloan egy szerver kihasznaltsaga:
Us=—=0p.

(VII.) A foglaltsagi periodushosszak:
A rendszert akkor nevezzik tétlennek, ha a rendszerben nem tartdzkodik
igény, minden mas esetben foglaltnak nevezziik. Jeldljé® a rendszer
atlagos foglaltsagi periédushosszat. Ekkor a jél ismert felujitasi tételek mi-

att: ®)
E§™
U,=1—py=+———,
b= T o
melyhbol
potm = L=,
Apo

Ha az egyes kiszolgald egységeket tekintjik és feltesszuk, hogy Ures egy-
ségnél, szervernél ahhoz érkezik hamarabb igény, amely kordbban valt Gressé,
akkor haj < n igény tartozkodik a rendszerben, a szabad szerverek szama
n—j.

Tekintstink egy konkrét szervert és tegyik fel, hogy a rendszerimgmy
tartozkodik a szerver szabadda valasa pillanatdban. Ekkor ezen szerver at-
lagos uresjarati ideje ilyen esetben

__n—j
€j: )\
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Annak a valészinsége, hogy ez az allapot fennall

Dj

aj = n—-1
E Di
=0

igy egy szerver atlagos szabad periddushossza:

ahol P(e) annak a stacionarius valésaB€ge, hogy egy érkézgénynek
nem kell varakoznia. A Markov-folyamatok és felljitasi-elmélet tételei sze-
rint

U,  Ed
o T 1 Es
melybol
oe = (1 — o) E9,

aholp annak stacionarius val6szi®ége, hogy a szerver nem ures,pedig
az atlagos foglaltsagi periédushossza. Igy
o S
E)=——
1—oAP(e)

n = 1 esetben

_ A
S=1-op, P(e)=po=1-p, Q:ﬁa

igy

mely a jol ismert képlet.
Példak:
1. Adott egy 4 csatornas telefonkdzpont= 6, u = 2, melynek forgalmi
intenzitasa’.
Hatarozzuk meg a rendszer jelleditz
Megoldas:
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Py=0.0377, Q =1528, N=4528, S=1 n=3
P(W > 0) = P(u>4) = C(4,3) = 0.509

95]

W = 0.255 id6egység]’ = 0.755 idbegységl/ = 2,
e = 0.35 idéegységMo = 1.05 idbegység,
M§W = 4.2 id6egységl/, = 0.9623.

. Egy repubtér kifutopélyainak szaméat ugy kell meghataroznunk, hogy a le-

szélIni kivano repidgép varakozasanak valoszggége 0.1-nél kisebb le-
gyen. A befutasok statisztikai vizsgalata megmutatta, hogy megen@edhet
arepubgépek érkezését Poisson-eloszlassal kozelizedmkenty = 27 ér-
kezést mértek. A kifutdpalya elfoglaltsaganaktiaitama exponencialisan
oszlik el2 perc varhato éertékkel.

Megoldas:

Alkalmazzuk az ismert képleteket= 30 értékkel.

p = 7; < 1feltétel biztositasara > 1 kell hogy legyen.

Py(w > 0) jeldlje a varakozasi valosaiiségét kifutopalya esetén.
Szamolassal a megfeteképletbe vald helyettesitéssel a kovetkez
valosziniségeket kapjuk:

Py(w > 0) = 0.278, P3(w > 0) = 0.070, Py(w > 0) = 0.014
igy a kivant valészingég eléréséhez= 3 értéket kell tekinteni.

Py, = 0.403.
Ekkor alV = 0.0665perc, Q = 0.03

. Egy Uzlet pénztardhoz a \@vatlagban 6 masodpercenként érkeznek Pois-

son eloszlas szerint. A kiszolgalasi idejuk exponencialis eloszbasina-
sodperc atlaggal. Ha egy pénztar fenntartasa érankéniet-ba kerdl, és
ugyanennyi a varakozasi koltség is, mennyi pénztart kell tizemeltetni, hogy
a teljes koltség varhaté értéke minimalis legyen? (Ez 6rankénti kolség lesz.)

Megoldas:

_ — 3600 —

M(TC) =100 x n = 100 x 600 x W



2.2.5. AZ M/M/n/n TiPUSU ERLANG-FELE VESZTESEGES RENDSZER3

2
:goigynzzl.

Sorba véve az = 4, 5, 6, 7, 8 értékeket az 6rankénti minimalis varhato
koltségn = 5 esetben adddik. Ekkor a rendszer jelléinz

W =3.9sec, P(e)=0.66, P(W)=0.34,

Mé§ =29.7sec, €= 14.9sec, @ =0.65,

m=25 N=315 S§=25M(TC)=>565Ft/6ra

2.2.5. AzM/M/n/ntipusa Erlang-féle veszteséges rendszer

Ezen modellre: csatornas veszteséges rendszerként is szokas hivatkozni az alab-
biak miatt. Azn csatornas rendszerbe Poisson-folyamat szerint érkeznek az ige-
nyek. Ha van Ures csatorna vagy szerver az igény kiszolgalasa exponendidlis id
tartamuy paraméterrel. Ha minden kiszolgalé egység foglalt, akkor az igény
elvész, azaz sorbanallas nem megengedett. Ezen probléma a témegkiszolgalas
egyik legrégibb problémaja, mellyel a szdzad elején a telefonkézpontok kihasz-
naltsagaval kapcsolatban foglalkozott A.K. Erlang és C. Palm. Hasonlo jelenség-
gel taldlkozunk a parkoldhelyek esetében is.

Afeltételek alapjan ez is egy sziletési-kihalasi folyamattal modellézhetly-
nek intenzitasai a kovetkék:

N A ,hak <n,
71 0 ,hak>n,
e = kpu, k=1,2,..,n.

Azt mondjuk, hogy a folyamat allapotban van, ha szerver foglalt, azaz hia
igény tartdzkodik a rendszerben.

Nyilvanvaléan az ergodikus eloszlas létezik, mivel a folyamat véges allapotter”
A folyamat stacionarius eloszlasa:

AN\ * 1
—_ — <
pr= P (,u) kO hak < n,

0 , hak > 0.

A normalizal6 feltétel miatt:
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igy .
<i) o
Pk = & k' S
~ (ML e
im0 \M ! i=0 i!
A rendszer egyik jellentge a
g
n!
Pn = —
¢
k!
k=0

valésziniség, melyet éiszor Erlang vezetett be (1917-ben)Etang-féle vesz-
teségformula vagy Erlang-féle B formula néven ismertAltaldbanB(n, \/u)
szimbo6lummal jel6lik. Ap, val6sziniség annak a valoszisége stacionarius
esetben, hogy egy Ujonnan érkeényt nem fogad a rendszer, azaz az igény

elveszik.
Kis n-re ap, valésziniség konnyen kiszamolhatd. Nagyre és kiso-ra pg =
e 2, igy
k
o _
Pr =~ € 97

k!
azaz a Poisson-eloszl@s+ 1)-dik tagja. Nagyn-re és nagy-ra altalaban

Ebben az esetben a nebea o kdzepi Poisson-eloszlas égn + 1) tagjanak
0sszege. Elegebdagyp-ra (o > 15) a Poissson-eloszlast kdzelitjilkdzepi és
/0 szbrasu normalis eloszlassal, igy

'

e
~ nl
pn ~ @(8) 9
ahol .
® L =4
s) = e 2dx,
() /\/27T
és
n+ % -0
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Az M /M /n/n rendszer jellem:

(I.) Arendszerben tartozkodg@enyek atlagos szama, a foglaltszerverek atlagos
szama:

n n . n—1
~ o N o
N=mn= ]E:o Jp; = jgzojﬁpo = Q]E:O ﬁpo = o(1 —pn),

igy 1 szerverre jutd atlagos igényszam:

S(1=p).

(I1.) A szerverek kihasznéltsaga:
A szerverek akkor foglaltak, ha a rendszerben legalabb
legalablke, . . ., legalabln igény tartézkodik. igy

Ezért

(l11.) Az atlagostétlenségi id6 (egy konkrét kiszolgal6 esetén):
A jol ismert 6sszefliggést alkalmazva:

1/p
e+1/p

P(az adott kiszolgaloegység foglpk

ahole az atlagos tétlenségidd igy

0 L/p
21—y = 1
n e+1/p

tehat
_ n 1
e=—— —.
AML—=pn)

Ha az Ures szerverek olyan sorrendben kezdik kiszolgéalni az@&iyéaye-
ket, mint amilyen sorrendbeik meguresedtek, akkor egy szervarkadé-
sét a kovetkedkeéppen irhatjuk le. Ha egy Uressé valt szefyer 1) masik
ures szervert talal megiresedése pillanataban, akkor csalikageny ki-
szolgalaséaval kezatlik ismét a foglaltsagi periédusa.
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Jeldljee a szerver atlagos Uresjarati periodusa hossziedig a fenti al-
lapotban az atlagos tétlenségotd Nyilvanvaloare; = £, € pedig a teljes
varhato érték tétele alapjan:

__ n Pnj 1: 1 T n—mn _
-ll_pn)‘ A(l_pn) A(l_pn)

Jj=

n o n 1

M1=p) A Ml—p,)
azaz mas uton is ugyanarra az eredményre jutunk.

(IV.) Arendszer atlagofoglaltsagi periodushossza:
Nyilvanvaléan

Esm)
Un =1- i I~
b= T e
melybdl
~d
1l
s — I —po _ - v
Apo noog
0
A <1 oy _,>
Példak:

1. Egy parkol6hoz az aut6k) masodpercenként érkeznek, és atlagogan
percig maradnak. A beérkezés Poisson, a kiszolgalas exponencialis. Mi-
lyen nagynak kell lennie a parkolonak, hogy egy aut6 1% eséllyel forduljon
vissza, mert a parkolo telitett.

Megoldas:
A 10
3
e
P, =" S =0.01
> =0 e’
a normalis approximaciot kovetve
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n—l—%—p n—%—p
° () -2 ()

o |

Eb 1 1
0.99% (m) _® <m) _
VP VP

A normélis eloszlas tablazatabol nem nehéz élteani, hogyn = 41.

2. Egy 50 csatornés telefonkdzpontba atlagoda@npercenként érkeznek hi-
vasok Poisson-eloszlas szerint. A kiszolgalaéi ekponencidlisp perc
atlaggal. Hatarozzuk meg a rendszer jelléihz
Megoldas:
. . . Yawe iz z _ )\ o 2 _
Esetiinkben Poisson kozelités vehagy p = 2=7=05
P5q = 0.00000 a Poisson-eloszlas szerinbtsmégn = 6-nal is
Ps = 0,00001. Ez azt jelenti, hogy igény szinte sohasem lesz elutasitva.

A foglalt csatornék atlagos szama

n=p(l-P,)=p=05,

igy az egy csatornara jutd atlagos igényszam

0.5 5x107"

C T 1072
50 5 x 10 0,

mely egyben a csatornak kihasznaltséga = 10~2.
U, =1-0.606 = 0.394 mely a rendszer kihasznélatsaga.
A rendszer atlagos foglaltsagi periodushossza

(1-P) 0394 0394

M6 = — _
(AR) ~ 2x0.606 1.212

= (.32 perc

A csatornak atlagos tétlenségi ideje
n p 50 0,5

e=— L

M1—=PB,) X 2(1-0) 2

1
= 25— 1= 24.75 perc

A csatornak atlagos foglaltsagi ideje

p 1
Ms =2 — =
1) \ 1 perc
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2.2.6. Véges forrasu rendszerek

Eddig olyan rendszerekkel foglalkoztunk, ahol a beérkezések Poisson-folyamat
szerint torténnek. Ez mas szoval azt is jelenti, hogy a forrasunk végtelen. Azon-
ban a gyakorlatban is talalhatdk olyan problémak, amelyekfaglas véges. Te-
kintslik az ungépkiszolgalasi problémat. Tegyuk fel, hogy: darab gép mKodik
egymastol fuggetlendl. A gépekukddési ideje valoszirségi valtozo. Miutan a

gép meghibasodik egy vagy tébb szérkljavitja, ahol a javitasi idk is valoszi-
niségi valtozok. Javitas utan a gépek ismét dolgozni kezdenek, és az egész fo-
lyamat kezddik elorol. Lathatd, hogy teljesen hasonld problémaval talalkozunk

a terminal-rendszernél, ahol a gépek szerepét a terminélok, aGszeezkpét a

CPU veszi at. Mivel az utébbi @iben a szamitégépek sztochasztikus modellezé-
sében egyre nagyobb szerepet jatszanak a sorbanallasi rendszerek, jelen fejezet-
ben gyakran hasznalunk szamitastechnikai kifejezéseket is.

2.2.6.1. AzM/M/1//n modell

Feltesszlk, hogy az igények egyelemi véges forrasbol érkeznek, ahol a forras-
ban eltolt6tt idd minden igény esetén egymastol fliggetigraramétar exponen-
cidlis eloszlasu val6sziségi valtozo. A kiszolgélasi @k szintén exponencialis
eloszlasuak paraméterrel és fliggetlenek adlahi valdszinségi valtozoktél. Je-
I6lje X (¢) at iddpillanatban a kiszolgalé egységnél tartozkodd igények szamét.
Az elébbiekhez hasonl6an nem nehéz belatni, h&gy) is egy szuletési-kihalasi
folyamat

\ _{ (n—k)A ,ha0 <k <n,

k= 0 ,hak > n,

szlletési intenzitasokkal, és
i = [, E>1
kihalasi intenzitassal. gy

n!

k — —
T (n =k +1)opi-1,

Pr =

ahol

és
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Az ergodikus eloszlas mindig létezik, de ha> 1 akkor az igények torlédnak és
tobb kiszolgaldegységre lenne szikség.

Az elbbbi valészinségekre egy masik kifejezést is megadunk, amely nume-
rikus szamitasoknal kdnnyebben alkalmazhat6. Legyén \) a A\ paramétar”
Poisson-eloszlas é3(k; \) ennek kummulativ eloszlasa, azaz

k

A
P(k;\) = F;A’ 0<k<oo;

1=0
Megmutatjuk, hogy
P(n—k;R)
0<k<

Pk Q(?% R) ) = n,

ahol i
R="LC= 1
b\ 0

Ugyanis

n! pyn—k —n n! A\ F n! (A)k

P(n —k; R) _ R (%) e B —(n_k)!(,—) R\
naR < n! i p o n! n—i B n n! v
QRN et Sae) oot (2)

Az M/M/1//n rendszer jellem:

(I.) A szerver kihasznaltsaga és arendszer atbocsatoképessége:
A szerver kihasznaltsaga:
US =1- Po-

A korabbi rekurziv dsszefliggést felhasznalva

Q(n—1;R)

V=T 0mR)

A rendszer atbocsatoképessége:

)\t == ,U/US
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(II.) A rendszerben tart6zkod@ények atlagos szama:

N=3 kpe=n—3(n—kpi =
k=0 k=0
1 n 1n71
n__Z(n_k)kaz—n__ Pr+1 =

0 k=0 k=0

Us

n——(1-py) =n——.

(1= po) .

Masképpen:
Q(n; R) 0

(111.) Az étlagos sorhossz
- n n n ILL
= k—1)p, = kpi — =n—=—(1—-py)—(1—pg) =
Q ;( )Pk ; Dk ;pkz /\( po) — (1 = po)

1
n—(l—po)(1+§):n—1+EUs.

(IV.) Az igénygeneralasra alkalmé#asminal ok atlagos szama:

>~

< ~ Us
m:Z(n—k)pk:n—N:H(l—po):?.
k=0

(V.) A szerver atlago$oglaltsagi periodushossza:

Mivel 25
Us =1- = T . oo
o= 1w
ezért . U
E5: _pO S

nApo - nA(1 —Us)

(VI.) A varakozas val 6szinlisége:
PW>0)=> pp=1-p="U.
k=1

Szamitogepes alkalmazasoknal gyakran sziikségink van az alabbi jellem-
z6kre is.
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(VII.) A terminalok kihasznaltsaga:
Véges forras esetén sziikséguink van arra az Gjabbszémra is , amely
a gépkiszolgéalasi probléma esetén is nagyon fontos: iAdexi termindl
kihasznaltsagan az

T—oo

U9 = lim T/ x(aT-dik id6pillanatban az-dik terminal mikodik)dt
0

hatarértéket értjuk, ha létezik. Ekkor
U = P(azi-dik terminal mikodik)
ahol P a stacionarius valészsgget jeldli.

Nyilvanvald, hogy a terminalok (az igénygeneralas forrasai) akkor vannak
kihasznélva, ha mkodnek, igy az 6sszes terminal kihasznaltsaga:

D k=) (n—kp.=m= %(1 — o).

i=1 k=1 k=1

Egy tetsbleges terminal kihasznaltsaga:

U= (1= po) =

m
-
Ezt az 6sszefliggést a kovetkéEppen is megkaphatjuk. Lathatd, hogy

n

, n—=k m
U(Z):Z n pk:ga

k=1

mivel a terminalok azonos kihasznaltsaguak, igy

U, =U% .

(VIII.) Aterminalok atlagos varakozasi idgje:
A korabban emlitett 6sszefliggések alapjan:

t

_ 1/A _m
AN+ W 1 0
EbboI

_ n

m = IT 7 Y
LAX+W+1/p
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es
_ A\ U, _
)\WW:n—m(l—i-—) =n——(1+p) =0Q,
Ju 0
ami az atlagos sorhosszra vonatkozé Little-formula. igy
—_ Q
W=—.
AT

Az atlagos valaszolasi ido:

T:thl:l( o _1):1(3_1)'
po p\l—po o p\Us o

Egyszeu’szamolassal konmbebizonyitani, hogy

mAT = N,

ami ismét egyLittle-formula. Ugyanis

mA <W+ l) =Q+mo=
"
U.

US S
n——{1+0)+Us=n——
0 %

(IX.) Tovabbi 6sszefliggések:

Us =1—pg = noU; =y,

melybdl
mA = uUs = A .

Példak:

1. Tekintsink6 db. gépet0 oOra atlagos élettartammal, javitasi idejuk 4 6ra

atlagosan. Hatarozzuk meg a rendszer jeli@ithz
Megoldas:

A = 45 6rankénty = § orankéntp = % = 5 = 0.1,n = 6, Py = 0.484

Hibas gépek| 0 1 2 3 4 5 6
varakozég.| 0 0 1 2 3 4 5
P, 0,48410.290]0.145{0.058|0.017|0.003 | 0.000
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Q =0.324
P(W > 0) = 0516 = U,

W = 2.51 6ra
T =2.51+0.25=6.51 6ra
U, = 0.516
€ =40 ora
U, = 0.86
m=nxU, =516

N=6-516=0.84
0.516 4 x5.16 7
M5 = I = X ~ — Ora
6Xx 45 %0484 6x0484 10

2. Az elbz6 feladatban az atlagos élettartamot valtoztassukhdegra. Hata-
rozzuk meg a rendszer jellemiz

Megoldas:

1=2, =4 A =92 n=6,P = = amibdl lathato, hogy egy

w 75973
szereb nem elégséges.

Hibas gépek| 0 1 2 3 4 5 6
varakozég. | 0 0 1 2 3 4 5
Dy i | =2==10.001]0.012]0.075]0.303] 0.606

U,. ~ 0.999
Q~45
Pav=0) = 0.999
W = 22.5 6ra

T = 26.5 6ra
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M ~ oo

Minden adat azt mutatja, amit vartunk, mivel a karbantartasi tényezl
nagyobb. Arra, hogy ezek utan mennyi szétedell bedllitani, tobbféle
kritérium lehet.

Ezzel a kbvetkez felyezetben foglalkozunk. Mindenesetre, hogy ne legyen
torlodas, a}u < 1 feltételnek kell teljestilnie, ahola szerabk szamat jeldli.

2.2.6.2. AzM/M/r//n modell

Az el6z6 modellben adott feltevéseinket most csupan annyiban valtoztatjuk, hogy
azn szamu terminalt szerver szolgalja kir < n). Igy k < r esetén & allapot

azt jelenti, hogy éppeh db terminal igénye van kiszolgalas alatt, egyetlen vara-
kozé igény sincs és — k szerver tétlen. A szerverek tevékenységiiket egymastol
fuggetlendl végzik. Ekkor is egy szlletési-haldlozasi folyamatot kapunk:

A= (n—k)A, 0<k<n-1,
o kp 1< ELZT,
Hie = ru o, r<k<n,

intenzitdsokkal.
Az egyensulyi eloszlas

e = (oo,  0<k<r,
e = =), r<k<n

Természetesen teljestilnie kell a

0sszefliggésnekp, meghatarozasara ez a képlet tulsdgosan bonyolult, igy egy
egyszeubb rekurziv formulat hasznalunk.

Jeloljukay-val a kdvetked hanyadost:
Pk

A = —.

Po

Ekkor a kovetke@ 6sszefliggés alapjan szamolhatunk
Qg = 17

n—k+1

L 04k—1, OSI{?ST—l,

Qy
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n—k+1
U = ——— Q-1 r<k<n.

Mivel a .
> pe=1
k=0
osszefuggésnek teljestlnie kell, ezért

n
po=1-— Zpk:-
k=1

Mindkét oldaltpy-al elosztva:

1:]%0—2@=i—2&k,

v Po P01
igy
B 1
Po= 17 o ak
Majd
Px = Ggpo-

Az M /M /r/n rendszer jellem:

(I.) A rendszerben tartozkodgenyek atlagos szama:

N = Z kpk.
k=0

(Il.) A varakozasi soatlagos hossza:

Q=) (k—rp = r:fo > U _r:)k! (Z) 0.

k=r+1 T k=r41

(I1.) Az igénygeneralasra alkalmasr minalok &tlagos szama:
m=n—N.

(IV.) A rendszer 6sszkihasznaltsaga:
U, =1— py.

igy egy kiszolgaléegység kihasznéltsdga= U, /r.
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(V.) A rendszerétlagos foglaltsagi periddushossza:

nApy  nApy’

(VI.) A varakozas val 0szinlisége:
W > 0 Zpk

(VII.) A foglalt kiszolgal 6egységek atlagos szama:

r—1 n r—1
T = kak+ Z rpE = ka;erZpk = kak +rP(W > 0).
k=1 k=r k=1

k=r+1
Tovabba
kak +r Z Dk
. — k=r+1 _ f
B r r
(VIIL) A tétlen kiszolgal 6egysegek atlagos szama:
S=r—r.
Tovabbi 6sszefliggés:
N=>kp+ Y (k=r)pstr Y p=Q+T7=Q+r—S=n-m
k=1 k=r+1 k=r+1

(X.) Aterminalokatlagosvarakozas idgje:
Mint az ebz6ekben is lattuk

amibol
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Az atlagos valaszolasi

T=W+

mA

N
m )

==

innen
mAT = N,
ami a jol ismertLittle-formula, azaz az atlagos beérkezési intenzitas és a

rendszerben toltott atlagosddszorzata a rendszerben tart6zkodo igények
atlagos szadmaval egyénlEblDI

vagyis
Mutassuk meg, hogy

mert ebidl L

mAW = Q
kovetkezik, ami szintén egyittle-formula.
Tudjuk, hogy

(n—k)A
Pk+1 = Pk,
HE+1
ahol
VIO
Hi = { T o, j>r
Jol ismert tovabba, hogy
r—1 n
T=) kp.+r Zpk
k=1 k=r
Ekkor
n r—1 n—1
om =Y o(n—kpr =Y oln—k)p+ Y oln—k)p; =
k=0 k=0 k=r
—An—k)(k+1) —An—k)
=T - A
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r—1 n—1

r n r—1 n
Z(/ﬁLl)PkH-FT Zkarl = ijj‘i‘?“ Z pj = ijj‘i‘?“ ij =T.
k=r =1 =1 j=r

k=0 j=r+1
Vagyis

om =T,
mas alakban

AT = T,
azaz

az atlagos beérkezési intenzitds = az atlagos kiaramlasi intenzitassal,
ami varhato volt, mivel a rendszer egyensulyi allapotban van. Ezért
mA A0

3|
30

(XI.) A kiszolgalok atlagogétlenségi periddushossza:
Ha a tétlen kiszolgalok olyan sorrendben kezdik kiszolgalni az igényeket,
mint amilyen sorrendben &dleg befejezték a foglaltsagi periddusokat, ak-
kor egy szerver tevékenységét a kdvetkazppen irhatjuk le. Ha egy tét-
lenné valt szervef — 1 mésik tétlen szervert talal a munkabeféjdés pil-
lanataban, akkor csakjadik igény kiszolgalasaval keddik ismét a fog-
laltsagi periédusa.

Jeldljee a szerver atlagos Uresjarati periodusa hossz@edig a fenti alla-
potban az atlagos tétlenségoid Nyilvanvaloan

ahol

P(e)=3 p; =1~ P(W >0).

azaz annak valdsaisége, hogy van tétlen szerver.
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(XII.) A szerverekatlagos foglaltsagi periddushossza:

Mivel B8
Us=aiEs
igy
5 — g - 5§ 7 8§ Fr = m
T1-U0," T 1-I° T =ZP(e)r SP(er Pler uP(e)
Vagyis B
m
Es =
nP(e)
Példak:

Egy Gzember20 db gép tGizemel, egyenkénit 6ra atlagos élettartammal. A gép
javitdsanak varhat6 értékedra. A szereléseketfos szerglgarda vegzi. Adjuk
meg a rendszer jellerdit, és hasonlitsuk OssZiket a ebzd példaban szerepl
jellemzdkkel.

Megoldas:

P=u"I75 10

A rekurziv 6sszefliggéseket hasznatypa— 1-rol inditva a rekurziot,
konnyen meghatarozhatjuk az értékeket, pl

0.1

>l=lE =

&0—1
20—-0
= x01x1=
T 0r1
20_1><01><2 1.9
a9 = . = 1.
27 141
20 — 2
agzLXO.1X1.9:1.14
241
20— 3
Ay = 5 x 0.1 x 1.14 = 0.646
es igy tovabb.
Tudjuk, hogy
1 1

Py = 0.13625.

T 1+> a, 1463394
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Innen

P =a; x Py =2 x0.13625 = 0.2775
Py, =ay x Py=1.9 x 0.13625 = 0.2588 stb.

A kovetked tdblazat megadija a kilonkiallapotok valoszinségét.
n=20,r=3p=0.1

n)\P():Q

0.136

Javitas alaftlavitasra varakozd étlen karbantartok  Stac.
K | allo gépek| gépek szama szama eloszlas
szama (@) (S) (P)
0 0 0 3 0.13625
1 1 0 2 0.27250
2 2 0 1 0.25888
3 3 0 0 0.15533
4 3 1 0 0.08802
5 3 2 0 0.04694
6 3 3 0 0.02347
7 3 4 0 0.01095
8 3 5 0 0.00475
9 3 6 0 0.00190
10 3 7 0 0.00070
11 3 8 0 0.00023
12 3 9 0 0.00007
Q =0.339
S =1.213
N=Q+r—S=2126
P(W > 0) = 0.3323
P(e) = 0.6677
W= L_ = 0.918 0ra, kb.59 perc
A(n— N)
m=20—2.126 = 17.874
U™ =(.844
() 844
M = v 0 X 0844 15.5 6ra
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F=1.787
5—1.213
71787
U="=20_0595
r 3
5 1.213 50 x 1.213 )
e _° _ — = X ~ 90.8 6ra
P(e))  0.667 x & 0.667
v T LTST _ 50X LT8T oo
P(e))  0.667 x & 0.667
m 17.874
=200 0.803
He =" 20
_ 1
T=W+==0981+5= 5981 6ra
1

_varakozo gépek atlagos szém_a@ ~ 0339 0.0169
e osszes gépekszama  n 20

tétlen kezebk szama _ S 1.213 _ 0.404

osszes kezék szama  r

Osszehasonlitva a megfdéigbéldaban szerepliellemzkkel, lathatjuk, hogy az
egy javitora juté gépek majdnem egyforma szama melteil. 6%) a helyzet
sokkal jobb20 gép és3 szereb esetében, ugyanis a hatékonysagi vizsgalatok az

alabbi adatokat szolgaltattak:

gépek szama 6 20

szerebk szadma 1 3

Az egy szerdire juto gépek szadma 6 6%
A szerebkre vonatkoz6 varakozasi egytitthdte 0.4845 0.4042
A gépekre vonatkozo varakozasi egyutthatp 0.0549 0.01694

Az elb6z6 problémébam = 0.1, n = 20 volt. Tételezzlk fel, hogy az @kgység
az Ora, hogy a gépallas orankénti koltsé@e)00 Ft, mig a szerdk orankénti
kdltséges00 Ft. Mi lesz ebben ez esetben a székebptimalis szama?

Megoldas:

Lathatd, hogy az orankénti atlagos koltséfiggvénye.

A kovetked tdblazat megadja a stacionarius elosztast3, 4, 5,6, 7

esetén (tapasztalatbdl tudjuk, hogyreszzamrad < r < 7).
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Py P Py Ps Py Ps Fs P Py
0.1360.272]0.258 1 0.155|0.088 10.047] 0.023|0.011 { 0.005
0.1460.292]0.278|0.166{0.071 {0.028|0.010 | 0.003 | 0.001
0.14810.296|0.281]0.168|0.071{0.022]0.006 {0.001 | 0.000
0.14810.297]0.282]0.169]0.072]0.023]0.006 | 0.001
0.14810.297]0.28210.169|0.072{0.023|0.006

~| | O = | W[ 3

A kovetked tablazat az idegységre juto koltségeket adja meg:

r Q S M(K) Ft
3 0.32 1.20 6480
4 0.06 2.18 2388
5 0.01 3.17 2082
6 elhanya- | 4.17 2502
7 -golhaté | 5.16 3096

Lathatd, hogy az optimdlis szeésizam ilyen koltségtényék mellettr = 5.

Ez a példa is mutatja, hogy rendszerek dsszehasonlitasa tobbféleképpen értelmez-
he.

Az emlitett példak jol szemléltetik ezen problémakort.
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Flggelék
rMT értékei az 1.3.3.1 modell hasznalatahoz
n|e=001]e=005]|e=0,025]ec=0,01]ec=0,005
1 | 0,90000 | 0,95000 | 0,97500 | 0,99000 | 0,99500
2 | 0,68377 | 0,77639 | 0,84189 | 0,90000 | 0,92929
3 | 0,56481 | 0,63604 | 0,70760 0, 78456 0, 82900
4 | 0,49265 | 0,56522 0,62394 | 0,68887 | 0,73424
5 | 0,44698 | 0,50945 | 0,56328 | 0,62718 | 0, 66853
6 | 0,41037 | 0,46799 0,51926 0,57741 0,61661
7 | 0,38148 | 0,43607 | 0,48342 0,53844 | 0,57581
8 | 0,35831 | 0,40962 0,45427 | 0,50654 | 0,54179
9 | 0,33910 | 0,38746 0,43001 0, 37960 0,51332
10 | 0,32260 | 0, 36866 0,40927 | 0,45662 0, 48893
11 ] 0,30829 | 0,35242 0,39122 0,43670 0,46770
12| 0,29577 | 0,33815 0,37543 0,41918 0, 44905
13| 0,28470 | 0,32549 0,36143 0,40362 0,43247
14| 0,27481 | 0,31417 | 0, 34890 0, 38970 0,41762
15 | 0,26588 | 0,30397 | 0,33760 0,37713 0, 40420
16 | 0,25778 | 0,29472 0,32733 0, 36571 0, 39201
17| 0,25039 | 0,28627 | 0,31796 0, 35528 0, 38086
18 | 0,24360 | 0,27851 0,30143 0, 34569 0, 37062
19| 0,23735 | 0,27136 0,30143 0, 33685 0,36117
20 | 0,23156 | 0,26473 0, 29408 0, 32866 0, 35241




