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El0szo

Az operaciokutatads az alkalmazott matematika egyik legdinamikusabban
fejlodd aga. A gyakorlatban felmerdilproblémak Gjabb és Ujabb megoldasi
modszerek kidolgozasat igénylik. Jelen jegyzetben a készletgazdalkodasra
€s a sorbanallasi problémakra koncentralva a legfontosabbnak itélt eljarasokat
€s megkozelitéseket targyaljuk. A 2 fejezetbe 6sszegydjtétt modellek nem
igényelnek kulonésebb matematikaidképzettséget. Prébalunk betekintést
nyujtani a modellalkotasba, a képletek kiszamitasaba és az eredmények
kiértékelésébe.

A targyalt anyag aAz operaciokutatas elemeicimid, a Kossuth Egyetemi
Kiadé altal tobb izben megjelentetett egyetemi jegyzet Il és IV fejezete kisebb
javitdsokkal és modositasokkal. A kulonbBdeorbandllasi rendszerek jelleditz
konnyen ki tudjuk szamitani az erre a célra irt Java appletek segitségével, melyek a
Gyakorlati sorbanallasi elméletelektronikus oktatasi segédlet kisebb, de nagyon
fontos részét alkotjak és megtalalhatok a saemmnlapjan. Hasonl6an Java
appletek segitségével hatarozhatjuk meg a raktarozasi problémaknal félmeral
optimalis értékeket is.

Jelen jegyzetet hatékonyan hasznalhatjdk matematikus, alkalmazott matematikus,
programozé, programterv@zmatematikus, informatika tanarszakos, valamint
kb6zgazdasz hallgatok, akiket a gyakorlatbabf@idul6 ilyen iranyu problémak
matematikai modellezése érdekel. A kdnnyebb édthéy végett igyekeztiink
példakkal szemléltetni a targyalt modelleket és feladatokat gydjtottiink 6ssze az
egyéni begyakorlas segitésére. A Java appletek hasznélataval gyorsan ki tudjuk
szamitani a kulénbd@znumerikus értékeket.

A beépitet Jave appletekhe legalabl Jave 1.5-0< verziora var szilséc é< a
proklémemente hasznalathc legalabl 6-os verzioju Adobe Acrobal Reade ajéar-
lott. Szlkséc var tovabbi Jave-appletel futtatasar alkalmas Inteinet béngésare
is (pl. Microsof Inteinei Explorel 5.5).

Kboszonetet mondok Dr. Fazekas Gabor egyetemi docensnek hasznos
észrevételeiért és tanacsaiért, aki az emlitett nyomtatott jegyzetet lektoralta.
A Latex szerkesztésben sok segitséket kaptam Kosa Mark, Roszik Janos és
Balazsfalvi Gabor kollegaktél, akiknek ezaton is szeretném kifejezni halamat.

Az el6fordulé hibdkra vonatkozd észrevételeket és mindenfajta javitod
szandéku megjegyzést orommel veszek az alabbi cimen:

jsztrik@inf.unideb.hu
http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/index.html

Debrecen, 2005.
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1 Készletgazdalkodasi modellek

1.1 Bevezetés

Készleteket rendszerint azért tartunk, hogy valamely szikségletet, igényt
kielégitsiink. A széban forgd anyag, cikk irdnti igény, kereslet a készlet
fogyasat idézheti 6l Gondoskodnunk kell tehatdtien a raktarkészlet pétlasardl,
feltdltésédl. A megrendelés feladasatél a megrendelt mennyiség raktarba
érkezéséig eltelt idt utanpotlasi idénekagy rovidenpotlasi idéneknevezik. Az
utanpotlasi id alatt is térténhet kivétel a raktarbol, a megrendelégpahtokat
tehat agy kell megvalasztani, hogy a raktarkészlet az utanpoétlésalatt is
fedezze a szilkségletet.

Az arubeérkezés és az éarukivét, mas szoval a bearamlas és a kiaramlas
egyuttesen meghatarozzak a raktarkészlgibati alakulasat, amelyet egy
koordinata rendszerben is abrazolhatunk.

A vizszintes tengelyen azad, a fugdgleges tengelyen pedig a raktarkészlet
y(t) szerepel (abban az egységben kifejezve, amely a vizsgalt arucikk
természetéhi kovetkezik).

A készlettartas, a készlet pétlasa, a beszerzésidsebgek mérlegelésededés
koltségigényes, de ugyanugy gazdasagi konzekvenciai vannak az igények ki nem
elégitésének is. A készletgazdalkodassal kapcsolatos a koltségetgeiratepet
jatszanak a készletmodellekben.

Harom alapvei csoportba oszthatok

a, Az utanpdétlassal, a raktarfeltdltéssel kapcsolatos koltségek, ezek az un.

beszerzésilletve elballitasi koltségek

b, A raktar fenntartasanak a koltsége, a raktarkészletben lekotott eszkdzok
koltsége, kamat, eszkozlekotési jarulek, a készlet eléviulésével, romlasaval

egyuttjaré veszteségek stb. melyeket giigvenraktarozasi koltségnek
nevezunk,

c, A raktarhiany okozta termeléskiesés, potldlagos beszerzéssel egyuttjard
tobbletkoltség, vagy a hiany miatti nyereségkiesés sth. @yéjten a
hianykoltség.

E koltségek szamszerli nagysaganak, fliggvényalakjanak a meghatarozasa
nem egyszer( feladat, tény azonban, hogy e meggondolasok hianyaban
optimalis készletezési eljarasrol csak nagyon kivételes és leszikitett esetekben
beszélhetlink. A figyelembe vednloltségeket az is meghatarozza, hogy milyen
gazdasagi célt, gazdasagi eredményt kivAnunk megvalésitani a készletezéssel.
El6fordulhat pl., hogy mindenképpen 100%-0s szlkségletkielégitést Kkell
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elérntink. Nyilvanvalo, hogy ebben az esetben nem kell foglalkoznunk sem
a hianykoltség szamszerili nagysagaval, sem azzal, hogy a raktarkésddt id
alakuladsaval ez milyen figgvényszer( kapcsolatban all. Bar meggondolasainkban
a hianykdltség ekkor latszélag nem szerepel, megis latni fogjuk, hogy bizonyos
modellekben valdjaban nagysagrendileg nagyobb minden mas tekintetbe vett
koltségfajtanal .

A beszerzési koltségek két egyszer( tipusa a tetglysagatol fuggetleres
a tételnagysagaval egyenes aranybkavd koltség. Az ebbbire példa a tétel
atvizsgalasi koltsége, sorozatgyartasnal a sorozat beinditasi koltsége stb. Az
utobbi lehet pl. egy termék anyagkoltsége vagy az aru egy egységének beszerzési
ara. A raktarozasi koltséget tobbnyire a készlet raktaron eltoltott idejével
aranyos koltsegként definialjuk, mégpedig a készlet egységnyi mennyisége vagy
egységnyi értéke fibgységre &s koltségét adjuk meg. Ekkor eglp, T
idéintervallum (pl. negyedév, félév) raktarozasi koltségét ugy szamoljuk ki,
hogy a raktarkészlet (illetve annak értékedbeli alakulasat reprezentalé gorbe
és az idtengely [0, 7] intervalluma &altal meghatarozott teruletet kiszamitjuk
€s megszorozzuk azddés aruegységre @dés értékegységre) @®saktarozasi
koltséggel. Ez a kovetkéképpen lathato be:

A vizsgalt [0, 7] id6tartam alatti raktadrozasi @ megkapjuk, ha a készlet
(illetve értéke) minden egysedggrmegallapitjuk, mennyi ideig tartézkodott a
raktarban, azaz megéllapitjuk, hogy mennyd iglt el a raktarba érkezésedid
pontjatol a T idpontig, illetve a kivét idpontjaig. Ezeket az @artamokat
0sszegezve megkapjuk az 6sszes raktarozasi iHnnél az eljarasnal azonban
célszerllbb a kovetkéképpen okoskodnunk. Osszuk be aZtahgelyt
egységekre és nézzik meg, hogy mindegyiegység alatt mennyi aru volt a
raktaron. E mennyiségeknek azaységgel valdé szorzata megadja azdllet
idéegységre désraktarozasi idt, s ezek 6sszedE idépontig a raktarozasi d.

Ha az idtengely felbontdsat minden hataron tdl finomitjuky(s) jelenti a
raktarkészlet pillanatnyi nagysagat, akkdr al6szakra e§ 0sszes raktarozasiad

nem mas, minthTy(t)dt, azaz a raktarkészlet gorbének aatahgellyel bezart
teriilete a T idpontig. Hasonléképpen hatarozhaté meg a hianykdltség is, ha ez
az egységnyi hiany fegységre éskoltségként van megadva. Valojaban tehat
folytatnunk kellene a raktarkészlet gorbét akkor is, @mich készlet kifogyott,
tehat a ,hiany gorbéjét”, a ,tulkereslet gorbéjét” kell felvenniink, mégpedig
az iddtengelyt reprezentald vizszintes alatt. A készletgbrbe negativ 4ganak az
idotengellyel bezart terlilete szorozva a hianykoltsély iéls aruegységre @s
értékével adja a hianykdltséget.

A raktarozas targyat képézanyag, cikk iranti kereslet, sziikséglet, tehat az
output folyamatavalamint az eléreri@ cél — pl. teljes igénykielégités, csak
részleges igénykielégités — s az utanpotlasi, feltoltési dsiégiek, tehat amnput
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folyamataegyuttesen hatarozzak meg a készletaramlas lehetséges alakulasait. A
készletaramlas széba joylehetséges alakulasaitkészletezési modelldgak

le. A készletezési modellek alapjan — a kitlizott cél szedtt gbrtasaval —
meghozzuk azokat a dontéseket, amelyek a lehetsdgeszletezési politikak
készletezési eljarasdpl. mikor és mennyit rendeljink) kézll azt a készletezési
eljarast politikat alakitjak ki, melyek a tekintetbe vett korilmények kozott a célt
legjobban megvalésitja. Ezt az eljarégttimalis készletezésijardsnak fogjuk
nevezni.

A készletezési modellek osztalyozasi szempontjai igen kuldoz Egyik
alapved osztalyozasi elv az, hogy mind a bearamlassal, mind a kiaramlassal,
valamint a koltségekkel kapcsolatos minden informacié megadhatore &ll-
jes bizonyossaggal, vagy pedig ezek kozott szerepelnek-e olyanok is, amelyekre
csupan statisztikai torvényszerliségek allnak fenn. Ablelesetben ugyanis
an. determinisztikus modellelan dolgunk, mig az utébbi esetben az ®zto-
chasztikus modellel

A véletlen (sztochasztikus) jelenségekre vonatkozé ismereteink, itéleteink
csupan valoszinlségi jellegliek; nagyszamu megfigyelés, kisérleti tapasztalat s
a kisérleteknek a matematikai statisztika és a valoszinliségszamitas térvényein
alapul6 értékelése teszi lebeé torvényszerliségeinek megismerését, feltarasat.
Valoszinlségi itéleten, kovetkeztetésen azt értjuk, hogy allitasunk nem logikai
bizonyossaggal, csak valdszinliségi biztonsaggal, azaz legfeljebb igen nagy
valoszinliséggel érvényes. Ha példaul egy véletlen menngisémitdszinliségi
valtozorol azt allitjuk, hogy 0.95 valdszinliséggel esik 100 és 150 kdzé, akkor
ez azt jelenti, hogy a jelenségre vonatkozé megfigyeléseinket, méréseinket
egymastol fuggetlenil sokszor megismételve, a széban forgo véletlen mennyiség
ezen megfigyelések kb. 95% -ban fog az emlitett hatarok k6zé esni.

Az osztédlyozés masik szempontja az, hogy az optimalis készletezési politika
egy vagy tobb idszakasz egymasutanjara vonatkozik-e. Az edsidkaszt
atfogé modelltstatikus modellneka dontés egymasutanjaira vonatkoz6 modellt
pedigdinamikus modellnekevezzik.

Szokasos osztalyozasi elv még az is, amely aszerint tesz kulonbséget az
egyes modellek kdzétt, hogy azbidilletve dontési valtozé (amely rendszerint
a raktarkészlettel kapcsolato®lytonosvagy diszkrétértéket vesz-e fel. llyen
ertelemben beszélndéalytonos idoparaméteri diszkréolytonos idoparaméteri
folytonoskészletmodellekil, illetve diszkrét id6paraméter( folyton@sdiszkrét
idéparaméter( diszkréhodellekdl.

Sok mas osztalyozasi elv is ismeretes a szakirodalomban, ilyen pl. a
koltségtipusok szerinti megkullonboztetés, tovabba a hidny kezelése szerinti
kilonboDHségek. Készlethiany esetén ugyanis két eljaras lehetséges. Az egyiknél
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a korabbi hidnyt pétoljak a beérk@készletldl, a masiknal a kielégitetlen kereslet
elvész, tehat a tervezettnél nagyobb zardkészlettel kell szamolni.

A készletezési modellek sok fajtdja és tipusa alakult ki, mar csak adellép
véletlen torvényszerliségek sokféleségét tekintve is, nem beszélve a gyakorlati
élet bonyolult szituaciéirdl, a koltségek, célok kilonbéegeiél stb. A
készletgazdalkodasi modell - mint &ltaldban minden modell - a sokrétl valésagnak
csak néhany jellentgét ragadhatja meg, hogy azutan matematikai moédszerek
és logikai kovetkeztetések utjan olyan mennyiségi 6sszefliggéseket tarjon fel,
amelyek elemzése, értékelése alapjan a dontésre sor kertil.

A kovetked részekben néhany alapbetgyszerl statikus és sztochasztikus
modellt mutatunk be, melyek segitségével megadunk néhany optimalis eljarast.

1.2 Determinisztikus modellek
1.2.1 Optimalis tételnagysag (sorozatnagysag) modellje

Valamely &rucikkidl, anyagbol egyl’ idoszak alatt 6sszeseR egységre van
szikség, mégpedigdegységenként mindigegységre. A kivét, a raktarbdl valoé
kiaramlas tehat idben egyenletes, hiany nem engedett meg.

A kovetked koltségeket vesszik figyelembe:

a, Egy tétel beszerzésének -6éllitasanak — tételben foglalt mennyiséigt
fuggetlen koltsége, jeldlje;; (¢; Ft)

b, A szdban forgd anyag, cikk egy egységéneseigységre ésraktarozasi
koltsége, jeldlje:; (co Ft/db/idd)

Célunk olyan raktarozasi politika kialakitdsa, amely edfdbiztositja
az idbegységenként r arumennyiség meglétét, mdlsfal beszerzéssel és
raktarozassal kapcsolatos koltségeket minimalizalja.

Induljunk ki abbdl, hogy a feltdltések szabalytaladkdzonként, szabalytalan
mennyiségben torténnek. Tegyik fel, hdgyd6 alattm feltbltés torténik. Akkor
a rendelési koltségn - ¢;. Ehhez adddik hozza a raktarozéasi koltség, amely
egyenb az dsszraktarozasidda,. A 0 idépontbany, készlet all rendelkezésre,
tovabban —1 alkalommalyy, s, ..., v.,_1 készlet érkezik a raktarba. A rendelések
érkezésekor raktaron lévmennyiségek legyenefi, ..., S,, 1. A készletszintet
egy furészfoggorbe” jelzi. A raktarozasiad a ,flrészfoggorbe” alatti tertlet
adja meg. Az egyenesek meredeksége allang&@aMmi egységnyi id alatt elvitt
mennyiséget jelent. (Lasd az alabbi abrat.)

A gorbe alatti teriiletet Ggy kapjuk meg, hogy az + S, ¥

r

befogokkal rendelkeéz derékszoglh haromszogek terllétebkivonjuk az



1.2.1. QPTIMALIS TETELNAGYSAG (SOROZATNAGYSAG) MODELLJE 13

A készlet
Yo -
4 Ym-1

S m
> T

Y "o

- S

r

Sit1, ijl befogdkkal rendelkézderékszogli haromszdg tertletét 0, ..., m —
L
So =0, S,, = 0. Kbnny latni, hogy a teljes tertilet
:y_g_S_lQ+(Sl+y1>2_S_22+ +(Smfl+ymfl)2:
2r  2r 2r 2r 2r

i’”z 1’”2‘15
or — r

=1

igy a teljes koltség:

Kr(Yo, Y1, - Ym—1; 515 o0, Sm1) =m-c1 +t- o =

mcl—i—cQ ZyZ—FCQ—ZS%

Nyilvan ez a koéltség csokken g = 0, i =1,...,m — 1, ami azt jelenti,
hogy akkor torténik szallitas, ha az arukészlet elfogyott, vagyis nincs maradék
raktarkészlet. Kérdés, hogy a

1
K s Y1) =T —§ 2
T(y07y1’ Y 1) m-c +C22T — Y;
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fluggvény mikor lesz minimalis. Vizsgéaljuk meg a
fuggvényt. Mellékfeltételként

ami a beszerzeridkészlet nagysaga. Agz értékek matematikai kézepe, vagy
atlagaZ.
Legyenz; = y; — £ igy y; = z; + £, tovabba

m—1

1=0

vagyisy _ x; = 0.
Ezt felhasznalva

yi = (EJr:cz-)szsz—QJrE z; + ZL‘?IE-F 7.
m m2  m m

Latszik, hogy)_ y? akkor minimdlis, h&_ 22 = 0, ebtdl z; = 0 kdvetkezik. igy
_ R _

Yi= 0 = 07...,m— 1.

Jelolje ezt az allandé tételnagysagot %. Konnyl latni, hogy a készletgorbe

szabalyos flreszfoggorheugrasokkal, az iokoz 2. Ekkor

ey R?
Kr(m) =me, + ﬁ%
Meg kell hatarozni;(m) minimuméat!
d Co 1
K = — ZR2
dm r(m) =a 2r  m2’

melynek zérushelye

Co
— R, |-
o c12r’
CQR2 Cy
K7(mo) = prveee gl K%(R\/ cl_2r) >0,
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ezért a minimumhely az, = R, /-2 o = & = /% Igy az optimalis

c12r co

tételnagysago, = |/ . Mas megoldas:
A szamtani és mértani kozép kozoétt fennallé egpdahség miatt

2me; + 2k R?
Kr(m) = ST m > 4/ 2me; - @IV _ R [228 _ v/ 2c1coRT
2 rm r
CQR2

Kr(m) minimalis < 2mc; =

Co
=Ry/—.
o 2rcy
~ , T
Ebdl mg = R 2 esqy = ! ;1 = 27“2.
2rc, 027 Cy

lgy az optimalis tételnagysag = /%<,
melyet szokadVilson-formula, Andler-formula, négyzetgyok-térvénynekis
nevezni.

EbbSl az optimalis rendelési @hoz

mig a minimalis koltség

Ky = \/QRTQ S Cy = \/2rtT201 - Co.
Osszefoglalva eddigi eredményeinket megallapithatjuk, hogy ha
() Ismert egyl” idétartam 6sszszikséglete,
(i) Az igénykielégités konstans intenzitasu,
(i) Két koltségtényedt vesziink figyelembe (beszerzés, raktarozas),
(iv) A beéaramlasi folyamat determinisztikus,

akkor az optimdlis a raktéarfeltoltési eljaras az hogy, szabaly@isdzbnként az
optimalis tételnagysagra toltjik a készletet.
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Az optimalis eljaras megkeresése az esetek tulnyomo részében nem ilyen egy-
szerll és sokszor csak kdzél@igoritmussal hatarozhaté meg. A kozeltegolda-
sok is hasznosak, de Iényegesen mélyebb matematikai médszereket és meggon-
dolasokat igényelnek, mint a most bemutatott. Mégis az itt kdvetett eljaras sok
szempontbdl jellegzetes. Nevezetesen:

() Meg kell ismerkedni a bearamlas és a kiaramlas sajatossagaival, a
vizsgélatba vonhat6 koltségekkel,

(i) Meg kell hatdroznunk az elérni kivant célt vagy célokat,

(i) Matematikai Osszefuggések segitségével felirjuk a feltételeket és az
célfiiggvényt,

(iv) A lehetséges eljarasok kozul kivalasztjuk az optimalisat,

(v) Meghatarozzuk az optimdlis eljaras azon paramétereit, amelyek az ezen
eljarashoz tartozo célfiggvenyt optimalizaljak.

A készletgazdalkodasi modellek az esetek tulnyomo részében valamely opti-
mumszamitasi feladatra vezetnek, gyakran linearis és nem linearis programozasi
feladatra.

Vegyuk észre, hogy ha a beszerzeési koltéeg+ ¢, alaku, aholb Ft/db
dimenzi6ju koltség, akkor a koltségfiggvéhy = K + b - R, ahol K az ebz6
modell kéltségfiiggvénye. igy az optimalis beszerzési politika valtozatlan marad.
Vagyis ha egy db aru eladasi akaFt, akkor lathatd, hogy a teljes mennyiség
eladasi ards - h. Igy a nyereség

K-h—K*,
vagyis a nyereség akkor maximalis, ha a kiadas minimalis.
Példak

1. 5 hénap alatt 100 db arucikk sziukséges, a fogyaszto rendelése egyenletes,
havonta 20 db-ot igényel. Egy tétel rendelési koltsége 400 Ft, havi rak-
tarozasi koltsége 10 Ft. Mi a minimalis koéltséggel jaré politika?

Megoldas:
100 400

22 2R 40 db,
% 5 10
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40 .
to = — = 2 havonként,
20

Ko =+v/2-100-5 -400 - 10 = 20000 Ft.

2. Eléallitand6 12000 db alkatrész 1 év alatt folyamatosan, sorozatgyartas-
sal. Egy-egy sorozat legyartasaval kapcsolatos allando koltség — a sorozat-
nagysagtol fuggetleniil — 20000 Ft, raktarozasi koéltség 30 fillér/db naponta.
Meghatarozandé az optimalis sorozatnagyséag!

Megoldas: Vegyuk észre, hogy a gyartasi folyamat a rendelési folyamat
forditottja, ezért ugyanazok érvényesek. igy

2. ——  ——— =662db,

B 12000 20000
P = 365 0,3

365 2000
_ Jo. 90 2000 g un
o \/ 12000 0.3 _ 2% ldnap,

Ko = /2365 - 12000 - 2000 - 0,3 = 72498, 28 Ft.

3. Elkészitendk egy arucikknél az utadnrendelésold ha az utanpétlasi
tartam 30 nap, marcius Bitnapi 20 egységil fogyasztast kell ellatni, egy
tétel rendelési koltsége (tételmennyisgdiiggetlendl) 500 Ft, a raktarozasi
koltség 0,5 Ft.

Megoldas: (r = 20,¢; = 500,co = 0,5) go = 200 db, ty = 10, mivel a
rendelésil szamitott 30 nap mulva érkezik az aru, ezért &@P00 tételt

30 nappal, a masodikat 20 nappal, a harmadikat 10 nappal marcius 1-e
elétt rendeljiuk meg. Marcius 1-én éttkezdve 10 naponként egy-egy tételt
rendelink.

Javaapletmy, qo, to €S Ky meghatarozasara.

1.2.2 Optimalis tételnagysadg modell az 6nkoltségi beszerzési arral aranyos
raktarozasi koltséggel

Feltételek:

e A [0,7]id0szakban 0sszszlikségldte
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e Minden idbegységben pontosaregyséeg aramlik ki a raktarbal,

e Egy y tétel beszerzési (@allitasi koltségepy + c¢;, ahol b a tétel egy
egységenek beszerzési aracés tételben foglalt mennyisétfliggetien
koltség,

e A raktarozasi koltség), a raktarkészlet 1Ft értékének egpédységre €5
koltsége (Ft/Ft/id),

e Arendelési és utanrendelési politikadiink fligg.

Az a korilmény, hogy egy adott @&htervallum minden idegységébem
egység aramlik ki a raktarbol, meghatarozza a kiaraml6 gorbéjét. Most a
flggvényértékek nem mennyiséget, hanem Forintban kifejezett pénzdsszeget
jelentenek. Nem nehéz belatni, hogy az optimalis készletezési eljards most
is az, hogy szabalyos @#t6zonként mindig ugyanarra a szintre toltjik fel
a raktarkészletet. Ehhez az optimdlis eljardshoz tarthzdq) 0sszkoltség
kiszamitasi modja jelen esetben egy kicsit modosul. A raktarozasi koltségéényez
most ugyanis nem aru- és degységre, hanem a beszerzési koltség egy
egységének itkegységre dsrészeként van megadva. Egytétel beszerzése
bq-+c, Ft, s minthogy idegységenkentegyseg hagyja el raktarunkdtidé mulva
ennek a tételnek az értéke. Ehhez a tételnagysaghoz tartoz6 atlagos lekotott
forintérték, tehét’%l“), amelyet? idovel szorozva megkapjuk a raktarkeszlet
atlagos értékét, s ennekszerese adja a raktarozasi koltséget. Abban az esetben,
ha m alkalommal kerll sor raktarfeltdltésre, teh&t = mgq, az optimalis
eljardshoz tartozé dsszkoltség

bg +c
Kr(q) = mey +m(% - 225

Jw + bR.

A b - R tag flggetlen attdl, hogyn ill. ¢ mekkora értéket vesz fel. Az
m = % helyettesités utaii-vel osztva az egyenlet mindkét oldalat, megkapjuk
az idbegységre @skoltséget:

K 1 1

k(q)

Nem nehéz megmutatni, hogykdq) fuggveny akkor veszi fel minimumat, ha
g = /2r, illetve gy = /222 Ennek megfelden
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Innenk(qo) = v2rbciw + br + sciw.
A T id6 alatti 6sszkoéltséget megkapjuk, ha mindkét oldakel megszorozzuk.

igy Kr(q0) = v2RTbcyw + bR + Lcyw. Kénny(i észrevenni, hogya, to-nal az
el6z6 feladatbelic; szerepét & - w mennyiség vette at.
Javaappletmy, qo, to €sKy meghatarozasara.

1.2.3 Az optimdlis tételnagysag modell arengedménnyel

Ismét tételezzik fel, hogy & id6 alatti 6sszszlkségle®, amelyetr = £

idéegységre ésintenzitassal elégitiink ki az egéBadodtartam folyaman. Jelblje
() azt a mennyiséget, amely felett arengedmeényt adnak, vagyis kapunk. Tegyuk
fel, hogy egyy tétel beszerzése a kdvetkelzoltséggel jar:

biy+c1, hal <y <@,
b2y+01, haQSy, b1>b2.

A készlettartas idre és forintra @ kdltsége legyen ismét.

Hatarozzuk meg az optimalis beszerzési politikat.

A kovetkedképpen kell eljarnunk: Mintméar az @b modelleknél is
megallapitottuk, hogy az adott feltételek mellett az optimalis eljards az, ha
szabalyos idk6zonkéntq, tétel raktarba érkezés#rgondoskodunk. Tudjuk
tovabba, hogy ezen eljardshoz tartozé 6sszkoltséget a

T
Kr(q) = \/2RTbwey + bR + Eclw

0sszefliggés adja meg. Hatarozzuk meg ezértegységarhoz tartozé optimalis
tetelnagysagot, jeldlje ezs. Ekkorg, = , /2r;2L.
Két eset lehetséges:

a, ¢ > @, ekkorg, optimalis tételnagysag,

b, q2 <Q.

Ez esetber, nem lehet az optimalis tételnagysag, hiszer: () tételnagysagot
b, egyseégaron nem vasarolhatunk. Ki kell szamitani teh&t arhoz tartozo

tételnagysagot. Ez, = 2ryL. Nyilvanvald, hogy hag, mar kisebbnek
bizonyultQ-nal, akkor a; > b, relacié miatt

Q> qp = 2ri> QTi:ql.
bgw blw
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A mér ismert képletek alapjan €s( tételnagysaghoz tartoz6Gdgységre jutd
0sszkoltségek
rcg 1

1
k() = o + SO + 551WI1 +bir

1 1
k(Q) = % -+ éclw + §leUQ + bQT.

A by > by, 1 < g2 < Q relacio miatt

rcy rcq

_>_7
q1 Q

bﬂ” > bg?"7

de

<
1 —1
§b1MQI:§b2wQ
>

relaciok barmelyike fennallhat.
igy ismét két esetet kell megkiildnboztetniink:

() k(q) = K(Q),
(i) k(q) < k(Q).

Tekintettel arra, hogy kdltségminimumra torekszink, az (i) esetb@noptimalis
tételnagysag, (ii) esetben pedig Igy az érkezési idkdzoket is a megfeléltétel-
nagysag alapjan hatarozzuk meg.

Példak

1. Valamely cikkidl 6sszesen 2400 db-ra van sziikség 12 hénap dlati2
hénap,R=2400,c¢;=350 Ft,w=0,02(Ft/Ft/id),

by =10 Ft, hal < ¢ <500 _
b, = 9,25 Ft, hag > 500 }Q_500'

lgy

2400 350
=4/2 ~ 870.
= \/ 12 9.25-0,02 0"

Tehatg; > (), az optimalis tételnagysag 870 db. Ezzel az értekkel mar

tovabbszamolhat6 az optimalisdkiiz és a minimalis koéltségfiggvény.
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. Az el) példa adatai kdzll egyedil@=100 Ft adatot valtoztassuk meg.
Ekkor
2400 100
=4/2 ~ 4 = .
% \/ 12 025002~ 105 <Q =500
Ezért meg kell hatarozmj -et is

2400 100
=./2 ~~ 447.
n \/ 12 9.25-0.02 = W

Hasonlitsuk dssze B7(q;) és K(Q) értékeket!

Kr(q) = Kp(447) = \/2 -2400-12-10-100 - 0,02+

1
+2400 + 5100 -12-0,02 = 25085,
mig
100 - 2400

1
9.95 - 2400 + 100 - 12 - 0. 02
500 7 *3 , 0ot

K7(500) =

1
+§9, 25-12-0,02 - 500 = 23247.
Azt kaptuk, hogy K1 (500) < Kr(447) igy az optimdlis tételnagysag
?=500. Ebldl szamolhato ki az optimalis @ko6z is.

— 500 _ 5 h
to = 555 = 3 honap.

. Az els) példa adataival dolgozunk kivéve
c; =100, Q = 3000.

Ezért ¢ = 465 < 3000, ¢ = 447, K(447) = 25085,
K(3000) = 25622, K (447) < K (3000).

Az optimalis tételnagysag 44%.—= % honap.

Megjegyzés:
Harom esetben kovetkezzen be mennyiségi korlattdl diggengedmény,
mégpedig

b, ha0<qg<@,
by, ha Q1 < g < Q2 by > by > bs,
by, ha Q2 < ¢q.

A kovetend eljards most a kovetkéz

a, Kiszamitjuk ¢5-t, azaz ab; egysegarhoz tartozé optimalis tételnagysagot.
Hags > ()2, akkorgs a keresett optimalis nagyséag.
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b, Hags < Q,, akkor kiszamitjuk ap-t. Minthogy bs < bs, igy ¢2 < gs.
Ennek kdvetkeztében, < Q; vagy @1 < ¢ < Q2. Hags < Q5 és
Q1 < q2 < ()4, akkor a helyzet ugyanaz, mint a mar targyaftzélesetben,
vagyis 0ssze kell hasonlitani &(q,) koltségeit a K((Q),) koltséggel,
eldontend, hogy ag, vagy aQ, a keresett optimalis tételnagysag.

c, Hags < Q; ésqy < Oy, akkor ki kell szamitani g,-t, amire sziikségképpen
igazq; < ¢2 < Q1. Ebben a helyzetbeK (q;)-et kell 6sszehasonlitani
K(Q1)-el, és eldonteni melyik a keresett optimalis tételnagysag.

Javaamlet¢s, q1, k(ql) ésk(Q) meghatarozaséra.

1.2.4 Az optimalis tételnagysag modell hiany esetén

Tekintstk ismét az 1.2.1 részben targyalt feladatot, azzal a kilénbséggel, hogy
most nem toérekszink a2 = r - T szukségletef" id6 alatti teljes, hanem csak
részbeni kielégitésére. A raktarhiany tehat megengedett, és jeldljik a hiany aru és
idéegységre éskoltségéts-mal. (c3 Ft/db/idd)

Foglaljuk 6ssze az adott feltételeket:
e A [0,T]id0szakasz 0ssz-szukségléie
e Minden idbegység alatt pontosan r egységre van szikség,
e ¢, Ft a tételben foglalt egységékifliggetlentl, allandéd beszerzési koltség,

e A készlet egységénekdegysegre ésraktarozasi koltsége Ft
(co Ft/db/idd),

e A hiany id6egységre &b raktarozasi koltsége (kara)ks; Ft
(c3 Ft/db/idd),

Az a koérilmény, hogy ha rendelkezink készlettel, edeglségkéntr
egységnyi intenzitdssal aramlik ki a raktarunkbdl, ismét determinalja a kiaramlasi
gorbét. Az idtengely alatti gorbetertletnekeca kbltségtényeavel valé szorzata
adja a hianykoltséget. A készlet mennyisége ndedpa beérkezés torténik, de ha
a hianyt ekkor sem elégitjuk ki, elvész. Az 1.2.1 részben kovetett gondolatmenet
alapjan nem nehéz belatni, hogy az optimalis készletezési eljaras most is a
szabalyos flrészfog-gorbével abrazolhaté raktarfeltdltési politika, csakhogy most
nem az egész? igényt elégitjiuk ki, hanem annak egy részét. Nyilvanvalo,
hogy azx tengely alatt elhelyezkédderékszogl haromszdg teriilete a hiannyal
kapcsolatos raktarozasi@d Az optimalis készletezési eljaras tehat most is az,
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hogy egyerth id6k6zonként ugyanarra a szintre toltjik fel raktarkészletiinket,
csakhogy most nem, hanem valamely-nal kisebbS mennyiséget szerziink be.
S ésq aranya a koltségtényeék egymashoz val6 aranyatdl fligg.

Meghatarozand® és ¢ azon mennyisége (jel6ljuk ezt,, go-val) amely
mellett az ©sszkoltség mint e két mennyiség flggvénye minimalis. A
koltségfuggvényt a kdvetkézmoddon szamolhatjuk ki. Ha egységet szerziink
be, akkor? id6kbzc'jnként% szadmu beszerzéssel a teljes igényt ki tudjuk elégiteni.
Most azonbarf idokozonként csupafl < ¢ mennyiséget szerziink be, éideig
fedezi a sziikségletet. Eblnyilvanval6, hogy készlet a% id6tartam felett, hianyt
pedig a? — § = q%g idoszak alatt jelentkezik. Az @bbiek figyelembevételével
konnyen felirhatjuk az 6sszkdltséget

rT S? (g —9)*
K(q, S) = 7 |:Cl + 502 + TC:{| .

Az analizis ismert mddszereivel megoldva ezen minimalizalasi feladatot a
minimumhelyekre a kovetkézertékek adoédnak:

C1 Co + C3
Go = 2r— )
C2 C3

illetve azr = % helyettesitéssel
B \/2R61 co+ c3
qo = TCQ Cs )
So = \/27'ﬂ . \/ e s
Co (&) -+ C3
R
So=f2L. |5
TCQ Co + C3
Ezeket az értékeket az

0K(q,S) STex T(q—5)

illetve

XS - q q C3 = 07
2 QY (g Q)2
0K (q,95) _ rT'e;  S™Te n 2q(g—S)—(¢g—29) Te, =0
dq ¢ 2¢° 2¢°

egyenletrendszer megoldasaikent kaptunk. Raktarfeltoltésiedokozonkent
kerdl sor, jeldlje ezty(qo, So), ekkor

[2¢1 [ca +c3
to(qo, So) = o o
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illetve

Tec co + c:

Az Bsszkoltség az egésDichrtamra

K(qO, So) =\ 2RT0102 “ == T\/ 27”0162 < .
V c2+ cs V c2+c3

Tehat az optimalis eljaras az, hogyqo, So) idokdzonként a raktarkészletst
mennyiséggel toltjuk fel, ekkor a minimalis sszkoltdégy,, So) Ft lesz.
Megjegyzés:

Jeldljik o masodik tényedjének a gyokjel alatt szere’jal@%CB mennyiséget
o-val (o < 1 &ltaldban) Hap ~ 1 akkor% ~ 1. Ebben az esetben a 1.2.1
részben szereplképletek megegyeznek az itt szeteképletek megfeléivel. A
o =~ 1 akkor all fenn, ha:y, < ¢3, azaz a hianykoltség nagyon nagy a raktarozasi
koltséghez képest. Ekkor hianyt nem szabad megengedniink, igy ez a modell
valoban a fenn emlitett modellnek felel meg. igy az 1.2.1 rész ezen modell
specidlis esete; = oo helyettesitéssel. Ekka$, = ¢, amely az optimalis
feltdltési egység. Az dsszefliggésékleolvashaté, hogy

\V 2RT01C2 = K(QQ> > K(QO, So) = 2RT01C2 <

)
02+03

azaz az itt kovetett optimalis eljaras mindig kisebb 0sszkdltséget ad. Bggenl
csak ap = 1 esetben all fenn.

Konny( latni, hogy ha a beszerzési koltség + bg alaku, akkor a

koltségfiggvény
s*  (g=95)?
m|:01 + 562 + TCg + Sb],

majdm = ¥ bevezetésével

R S? - 9)?
K(Q,S)_g[cl—i‘—CQ‘i‘(q )

2r 2r ¢t Sb] '

o 0K RS R
%:ECQ—Q_T(CI—S)C;HJ?:O?

a_K—_E( _|_S_2 _|_(q_S)2
dqg ¢ AT o 2r q r
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Ezen egyenletrendszer megoldasa

2rcy(eq + c3) — r2b?
do = )

C2C3

2 —r2p2
\/ cy TRl T (Cztsg’) = —br
SO == .

02+Cg

Példa:

El6allitand6é 12000 db alkatrész 1 év alatt folyamatosan, sorozatgyartassal. Egy-
egy sorozat legyartasaval kapcsolatos koliség sorozatnagysagtol fuggetlendl
2000 Ft. Raktarozasi koltseg = 0.3 Ft/db/nap, hianykoltség, = 0.1 Ft/db/nap.
Meghatarozandé az optimalis sorozatnagysag, és 0sszkoltség.

Megoldas: Az 6sszefliggések alapjan

12000 - 2000 (0.3 40,1
G =1/2 2102+ 1324db,
365 - 0,30 0.1

12000 - 2000 0,1
=4/2 ’ ~ 331db,
50 \/ 365 - 0,30 \/0,3+0,1 33

365-2000 [0,3+0,1
t(qo, So) = 4 /2 d "~ ~ 40nap,
(90, 50) \/ 12000-0,3\/ 0,1 P

0,1

———— = 36249Ft.
0,3+0,1

K(qo, S0) = /2 - 365 - 12000 - 2000 - 0, 30
Tehat a kovetkdéz eljarast kovetjuk: Kb 40 naponként a szobanforgd
mennyiségbl el6allitunk 331 db-ot, 1324-331=993 db hiannyal, de az 6sszkoltség
fele annak, mint amikor a teljes sziikséglet kielégitésére térekszink. Ezt az 1.2.1
rész el§ példajaként kaptuk mely (¢o) = 72498 Ft.

Javaapplet go, So, t(qo, So) €SK (g0, So), mo meghatarozasara.

1.3 Sztochasztikus készletgazdalkodasi modellek

A készletezési problémak talnyomd tbbbsége sztochasztikus modellre vezet.
A kidramlasi folyamat sok esetben a kereslet fliiggvénye, a kereslet pedig
a véletlendl flgg. Az alkatrészek tartalékolasi problémai is kulorboz
valoszinliségszamitasi meggondolasokat igényelnek. A szallitasi késedelmek és
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maga az unelészallithsos rendszemmikor a megrendelt cikk egy meghatarozott
idéintervallumon belil meg nem adott Gdontokban és résznagysagokban
érkezik be, sztochasztikus torvényszerliségeket kdvet. Tévedés azonban azt
gondolni, hogy minden jelenség, amelynek gbeli alakuldsat nem tudjuk,
valoszinliségszamitasi modszerekkel becsiilhetA valdszinliségelmélet és

a matematikai statisztika nagy segitséget nyudjt olyan esetekben, amikor
valbjaban sem kisérletre, sem tbbbszorbés megfigyelésre nincsddépet

de a vizsgalt jelenségekkel azonos tipusu jelenségekkel kapcsolatosan mar
torténtek ilyen megfigyelések. Sztochasztikus modellekkel gyakran bonyolult,
bar alapjaban véve determinisztikus jelenségek is modeliézhet Egy

nagy kikob hajéforgalmat — noha szigord menetrend szerint bonyolodik
le — igen 6l lehet Poisson-folyamatokkal leirni. Taldn ez a tény
megnyugtatja azokat a val6jaban értret aggodalmaskoddkat, akik a
sztochasztikus modellek gyakorlati alkalmazhatésagaban kételkednek, mondvan,
hogy soha sincsen elég tapasztalatunk, a jelenségek sohasem isibiételbgt
szamtalan sokszor ugyanolyan korilmények kozott, miért mindig csak azzal a
néhany valoszinliségeloszlassal dolgozunk, amelyek megseimetegyszeriien
kezelhebk, holott a valésagban sokkal bonyolultabbak. A mérési adatok
esetében pontosabb és pontosabb miszerekkel Ujabb és Ujabb pontatlansagok
mutathatok ki. A gyakorlat azonban igen jol boldogul a ,durvdbb” mérési
adatokkal is. Az elkovetett hiba becsllbets ez gyakorlatilag kielédit A
sztochasztikus modellek felépitése, logikaja a legtdbb esetben ugyanaz, mint
a determinisztikusoké. Meg kell ismerkedniink a bedramlas és a kidramlas
torvényszerliségeivel, meg kell hatdroznunk azt a célt vagy célokat, amelyeket
elérni kivanunk, s ha kdltségoptimumra vagy nyereségoptimumra térekszink,
akkor a megfelé@ koltségtényedt is meg kell adnunk. A bearamlasi és
kidramlasi folyamatokban fell@pvéletlen tényedk valdszinliségeloszlasainak
meghatarozasa a megfigyelési adatok alapjan matematikai statisztikai médszerek
alapjan torténik. Ebben a fejezetben a leggyakrabbaiorelulé sztochasztikus
modellekkel foglalkozunk, tigyelve a valoszinliségszamitasi modszerek és tételek
alkalmazhatoséagara.

1.3.1 Egyszerl megbizhatdsagi tipusu statisztikai sztochasztikus készletmo-
dellek

Ezeknél a készletmodelleknél nem szerepelnek kdltségtékyezupan egy ére
adott biztonsag, s a kulonbdzéletlen jelenségek valdszinliségi torvényeinek
ismeretében olyan raktarfeltdltési eljarast kell kbvetniink, amely @z eldott
biztonsaggal kielégiti az igényt, sziikségletet.
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1.3.1.1 modell

A ,B” véllalat napi felhasznéldsa valamely anyagholegység. Egy|0,T]
idoszak, pl. negyedév Osszikségletét, @2 = R mennyiséget rendeli
meg egy A’ vallalattél. Az A’ vallalat ezt a mennyiséget valamikor a
[0,7] id6szakon belul egyszerre széllitia. A szallitasi, beérkezé&gpat
valoszinliségi valtozd, amefjr feltesszik, hogy a medgfigyelések alapjan
ismerjuk az eloszlasfliggvényét, jeldlje €2tx), F(T) ~ 1. F(x) ismeretében
meghatarozhatunk egyf, kezdbkészletet oly mddon, hogly— ¢ valészinliséggel
az egésZ iddintervallum alatti idegységre jutd kivételt biztositani tudjuk. A
feladat nem mas, mint az

M, M,
F (—0> =P (§ < —0) =1—c¢ (konfidenciaszint)
r T

egyenlet megoldasad/y-re. My-et ugyanis ugy kell meghatarozni, hogy
szallitasi idpontl —e valoszinlséggel kbvetkezzék be. (Ha ugyanipahtban
M, készletlink van, akkor -napifelhasznalast tételezve fel- a4, készlet%
ideig elég.) Igy mire elfogy a kefkészlet a széllitds nagy valdsziniiséggel
megtorténik(P(&r < My) = P (£ < ) = F (1)),

Példak:

1. Atermelést nyersanyaggal kell ellatnunk, a sziikséges 6sszmeniyH$ég
nap alattR=400 db. Ebzetes tapasztalat alapjan a nyersanyag szallitasok
beérkezésiideje egyenletes eloszlasu. 95%-0s biztonsaggal biztositani akar-
juk a napi egyenletes felhasznalast. Mekkora legyehgkezdkészlet?

Megoldas:

R
r= = 4 db/nap,

My
F(=2) =0,95.
(%)=

Mivel egyenletes eloszlasrél van szfaT'| intervallumon, ezért

Mo

4 —0.95.
100

Ekkor M;,=380 db.

2. T=30 nap alatt R==60 kg egyenletes felhasznalashoz mekkavg
kezdbkészletet kell fenntartanunk, ha 95%-0s biztonsaggal fenn akarjuk
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tartani a termelést? A megfigyelések alapjan a beérkezgsixjponencilis
eloszlasu, 5 napos atlaggal.

Megoldas:
§:5, /\:%, r:%zl
F <%) —1—e %% =0,95
e OWMo — 05  F(30)=1—¢5 ~ 1.
fgy M,=30 kg.

3. Bizonyitsuk be, hogy ha¢ )\ paraméterli exponencialis eloszlasu
valoszinliségi valtozo, akkor

1
My = gln—, haF(T)~1, ¢ ~0.
€

Megjegyzés:

A ,B”vallalat szerepét vegye at a raktar, igy a raktarnak egyenletes kiaramlast
biztositania kell aj0,7] idGintervallumban. A kérdés mikor, milyen kezd
raktarkészletnél rendeljen, hogy a kidramlast biztositani tudja.

1.3.1.2 modell

Az A vdllalat a B vallalattal olyan szedzést kot, hogy a megrendeltl’
mennyiséget g0, 7] idodintervallumon belll egy fix ére meghatérozott,
idépontban fogja szallitani. Tegyuk fel, hogy(a7’] id6szakaszon belll mindig
egy adottt; idépontban kbvetkezik be a megrendelt mennyiség szallitasa. Mégis
szamolnunk kell azzal, hogy @ nem lathaté véletlen okok kévetkeztében
el6fordulhat az, hogy; + £ idopontban érkezik meg a szallitmany. Legyen
valészinlségi valtozo eloszlasfiggvenyer), ekkor meghatéarozhaté a kiindulo
M, raktarkészletnek az a része, mely csak a véletlen okozta késés fedezésére
szolgal. Ha a termelés folyamatossagat ¢ biztonsaggal akarjuk biztositani,
akkor M jeldlje azt a készletet, amelytaidépontban & |épés fedezésére szolgal,
idéegységnyt intenzitast feltételezve.

P(r§<M):P(§<¥):F(¥):1—€

A kiindul6 készlet

My =rt; + M, haF(T—tl)wl
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1.3.1.3 modell

Tegyulk fel, hogy &0, 7] id6kéz n szdma egyeidl hosszu olyan résziihter-
vallumra tagozodik, amelyek mindegyikében a megrendElt= R mennyiség
n-edrésze biztosan megérkezik, csupan az bizonytalan, hogy a részintervallu-
mon belll melyik napon érkezik a széllitas. A szallitasabpiohtjai egymastol
flggetlen azonos eloszlasu val6szinliségi valtozok. Tegyuk fel tehét, hogdya

[0, L, (L 2L [(k — DI EL], L [(n — 1)L, T részintervallumaiban torténik

a szdllitas. Ezt leirja minden olyan nemnegativ értékl valészinliségi valtozé,
amelyreF(£) ~ 1. llyen pl. a[0, £]-n egyenletes eloszlasi valésziniiségi val-
toz0. Jeldlje isméd/, azt a kezdeti készletet amely méay mldpontban a fennallé
bizonytalansagok okozta esetleges termelési kieséseket hivatott adott biztonsaggal
fedezni. Nyilvanvaléan barmely =1, ..., n-re

{(k—l)z+§k]r<(k—1)E+MO, R=n1T,
n n

ahol¢&;, jeloli a k-adik intervallumban az aru érkezési idejét.
lgy & < My, k= 1,...,n-re. Feltételink

P(&r < My, k=1,...n)<1—¢.

Mivel a &,-k fuggetlenek, azonos eloszlasasuak, ezért az
M
I (—0) =1-—¢
r

relaciot kapjuk, melybl

a, Ha F(x) egyenletes eloszlastiitaZ]-n, akkor

My
=V
R, —
MOI— 1—e.
n
b, HaF(z) =1 — e, F(%) ~ 1, akkor
- e = Y1—¢
r 1
My=—-In ———.
D N W =
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1.3.2 A véletlen Gtemezési rész-szallitmanyok modellje

A hazai tapasztalat az bizonyitja, hogy a cikkek, anyagok jétemészének

a megrendelés teljesitésére az Umldszallitasos rendszgellemz, azaz a
megrendeltR mennyiség egyl’ id6intervallum belll kizarélag a megrendelést
teljesit féltdl figgd, elbre meg nem hatarozhatddigontokban és részletekben
érkezik be, ugy azonban, hogdy id6pontig az egész megrendétt mennyiség
beérkezik. Ha a tobb évi tapasztalat azt mutatja, hogy a megrendelt mennyiségek
id6szakrol-iddszakra tobbnyirex (n > 2) alkalommal és nagyjabol egyénl
részletekben érkeznek be, akkor ennek az utanpoétlasi rendszernek a leirasara a
véletlen Gtemezésl (Prékopa-Ziermann) modell alkalmas.

Miel6tt ratérnénk a modell ismertetésére szikségink van néhany valészini-
ségszamitasi tételre. Legyén ..., &, a £ valdészinlseégi valtozora vonatkozo
elem( minta, azaz egymastél fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszinliségi valtozok,
melyeknek eloszlasfliiggveégyé aloszlasfuggvenyével azonos. Jeldljuk Bzt )-
el.

Jeldlje &7, ..., & az ebbbi mintdbdl szarmazd rendezett mintat. Ekkor a
tapasztalati eloszlasfiggvény:

0, hazr <&,
F(z)=4q £ hag<ae<&, k=1,2,...,n—1,
1, haxz >¢;.

Az F,(x) tapasztalati eloszlasfuggvény esfaz:) elméleti eloszlasfliiggvényre
a kovetkep alapveb tételek ismertek:

Glivenko-tétel:

lim P (Sup B, (z) — F(z)] = o) —1.

n—oo xeR

Szmirnov-tétel:

n—oo xeR

lim P <\/ﬁ sup(Fy(z) — F(x)) < y) _

o _ [ 11— hay>0
~fmp (e =Rl <u) = 0 R

Kolmogorov-tétel:
lim P <sup |F(z) — F(x)| < y) = Z (—1)e 2, y>0.

n—oo reR B
1=—00
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1.3.2.1 A véletlen Utemezésli modell egyénlnagysagu rész-szallitAsok
esetén

(Prékopa-Ziermann modell, 1962)

Tekintstink egy[0, 7] intervallumot, amelyre véletlenszerlien radobuntzamu
pontot. E pontok barmely lehetséges elhelyezkedését ugy tekintjuk, mint
,,n” szamu szallitasi @pont egy lehetséges realizaciojat, mégpedig edwnl
valészinl realizicijat, ami azt jelenti, hogy a pontok egyenletes eloszlast
kovetnek d0, 7' idoszakaszon. Tehéat a beérkezégpidntok egymastol fuggetlen
egyenletes eloszlasu valoszinliségi valtozok, amelyeket nagysag szerint rendezve
jeléljink ¢4, ..., t,-nel. Ezekben az tpontokban a megrendelt mennyisegd

része érkezik be a raktarba. Mekkora az a legkiséhbkezd) raktarkészlet
amely az egész @artam minden egységében (pl. napontgység raktarkészlet-
felhasznalast (az. un. kivétdt)- ¢ valdszinliséggel biztositja?

Jeldljuk [0, T]-vel a vizsgalt idtartamot, My(n,c)-nal pedig a keresett
kezdbkészletet. Minthogy iflegységenként (pl. naponta, hetenteggység
felhasznalasat tételezzik fel, ez&€ft a [0, 7' id6tartam alatti felhasznalag =
rT mennyiséget rendeliink a rendelési szokadsoknak megfielélel korabban
a0 kezddpont ebtt. Jeldljey, at idopontig 6sszesen a raktarba érkezett anyag,
cikk mennyiségét; at idépontig 6sszesen felhasznalt, illetve a raktarbdl kivett
anyagot, cikket. A feltételezések értelmébgn= r - ¢, azaz a felhasznalast az
origbn atmen r iranytangensl egyenes reprezentalja. Ezzel szembegneapy
lépcDs fliggvény, amelynek ugrasata..., t,, idbpontokban vannak. Tegyuk fel,
hogy a kezdpontban\/, raktarkészlet van. Ha tehat

M0+yt2rt

egyenbtlenség minden T itbontban legalabb—« valdszinliséggel teljesil, akkor
az iddegységenkéntifelhasznalas, raktéari kivét az egé8z7'] idintervallumban
e kockazattal biztositva van. A fenti egyétienség nyilvan ekvivalens az

rt — 1y < M,
relacioval. Mi még ennél is tébbet kivanunk meg, nevezetesen

sup {rt —y:} < Mp.

0<t<T
igy a
P(sup (rt —y;) < My) =1—¢
0<t<T
relaciobol

Plrt—y, < M) >1—¢
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kovetkezik.

Tétel:
Han elég nagy(n > 20), akkor az egési, T'| idotartam alatti idegységre
ed) r konstans felhasznalast- ¢ szinten biztosité kefikészlet

1 1
M, ~rTy/—In-.
o(n,e) = “2n n -
Bizonyitas:

P(sup (rt—yt)<Mo):P(sup (3—£)<%):1_5.

0<t<T 0<t<T T rT
Bevezetve aZ’,(t) = Y jelolést

My

P ( sup (i — F,(t)) < T> =1 — e-t kapjuk

0<t<T r
Nyilvanvald, hogy

OJ Ogtgtlu
yp=q L, te<t<tpy k=1,.,n—1,

rl, t,<t<T.
Ekkor az uj jelolésekkel

07 Ogtgtlu
F.()=14 & ty<t<tpy, k=1..,n-1,
1, t,<t<T.

Ez nem mas, mint 0, 7] egyenletes eloszlas tapasztalati eloszlasfliggvénye,
a + érték a valddi eloszlasfiiggvény. Ekkor a Szmirnov-féle hatareloszlas-tétel
ertelmében

. t 1—e 2" y>0
lim P n su — —F, (1) ] < = ’ ’
n—oo (\/_0<th (T ( >> y) { 0, y<0.

Az y = /n*% helyettesitéssel

M2

/ M, g MR
P{ su —— )| <—)|x1l—e 0D x1—-c.
(OStET (T ( )) TT)

2
My

—2n 5
e (rT) ,

Ebbol

Q

£
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Mg
Ine =~ —QTLW,
1 1
My~ rTy] —In -
2n €

Ezt a kozeli® megoldast Prékopa Andras és Zieman Margit adta 1962-ben. Az
Moy(m, ) egzakt értékeket Szmirnov &g fliggetlentl Birnbaum és Tingey hataroztak
meg. Bizonyitas nélkil k6zoljuk a kovetkeretelt.

Tétel:
Ha 0 < % < 1, akkor az adott értékhez tartoz6 kebdkészlet (/) a
kovetked Osszefliggésth hatarozhaté meg.

[n(1—20

My = (n My G\"7(My 5\
£=— J1l=-— —= — + = ,
rT J rl n rl  n

J=0

ahol[z] az egészrész fuggvény. Aﬁ% ertékek tablazatban adottak meghatarozott
n, e értékekre. Ezt a tablazatot a fliggelékben talalhatjuk meg.

igy p. n = 5 esetben az = 0,05 kockazathoz tartozé' érték
0,50945. A tablazatban kiolvashato értéké&t-vel szorozva kapjuk a keresett
M, kezddkészletet. Ha tehat valamelyy, 7] id6szakban 5 egyedl(vagy kozel
egyenb) részletekben érkezik b mennyiség, akkor az tiszak kezdpontjaban
0.50945rT kezdbkészletnek, azaz az 6sszfelhasznalds 50,945% raktaron kell
lennie ahhoz, hogy az @egységre ésr felhasznalast 95%-os biztonsaggal az
egész idszak alatt biztositani tudjuk. AZ2 < 1 feltétel azt jelenti, hogy biztosan
torténik szallitas.

Javaapplet M, meghatarozasara.

1.3.2.2 Véletlen Gitemezéslt modell véletlen nagysagu rész-szallitasok esetén

(Prékopa-Ziermann modell, 1973)

A medgfigyelt anyagok, cikkek egy jeldrg részénél azonban nem teljesil az a
feltétel, hogy a véletlen tpontokban beérkézészmennyiségek kozel allandéak,
egyenbek. A tapasztalat inkabb azt mutatja, hogy a résszallitmanyok nagysaga
is jelents ingadozast mutat. Tegyuk fel, hogy az egy-egy alkalommal be#rkez
mennyiségek ko6zott hatarozottan megallapithatd egy olyan legkisebb mennyiség
-jeldljuk ezt a-val - amelyet, ha szallitds torténik, biztosan szallitanak. 6KBs

latni fogjuk, hogy ez a megkotés feloldhato, amennyibes 0 is lehet, ami azt
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jelenti, hogy nincs semmilyen biztos informacionk a résszallitasok nagysagarol,
azok teljes egésziikben a vélet@ntiiggnek. Mint minden véletledt fliggd
mennyiség esetében, Ugy most is vagy empirikus Gton, vagy a vizsgalt jelenség
természetélil adddé elméleti hipotézisok alapjan feltevéssel kell éInlink a vizsgalt
jelenséget generalo, azt leird torvényszeriiségekre. A gyakorlattal 6sszhangban az
alabbi modell irja le azt az esetet, amikor az utanpétlasi rendszer olyan, hogy
egy idbkdzon beldl, , n” szdmu véletlen ingadozasnak alavetett résszallitmanyok
érkeznek a raktarba véletlerbigontokban, de a résszallitmanyok 6sszege adott.

Tétel:
Hae, a,n adott és

(i) A raktarfeltoltési idpontok barmely lehetséges realizacioja, T
intervallumon belil egyefkn valdszind,

(i) Az egy-egy alkalommal beérkézlegkisebb mennyiségy, amikor is
0<a<th,

(iii) A biztosan szdllitotva mennyiség feletti" — na mennyiség barmely,

n részre tortéd véletlen felosztdsa az szallitasi idpontra egyeiden
valoszind,

akkor
ln%
2n

My ~rT K, (a),

az a legkisebb kezikészlet, amely —e val6szinliséggel az egéBaddszak
alattir intenzittasu raktari kivétet biztositja, ahol

1gmy:¢yu1—@%y

Bizonyitas:

Tegyuk fel, hogy0 < na < rT' = R ami a (i) feltétel. A (iii) ekvivalens

a kovetked feltétellel: a megmarad® — na mennyiség barmely lehetséges
n részre tortéa felbontdsa egyeden valdszinli. Feltesszik tovabbéa, hogy a
beérkezési idpontok lehetséges elrendelései(t,, ..., t,) a0, T]-n fuggetlenek
az R — na mennyiségek lehetséges felosztasaitol. Vezessu%eﬂa jelolést,

0 < X < 1. Ekkor a feltétel értelmében azoskzallitdsok nagysaga ugy alakul,
hogy A% mennyiséget minden alkalommal szallitanak biztosan, a megmarado
(1 — M)rT mennyiséget pedig elosztjak azelbszallitas kozott. Az elosztas
modellje olyan, hogy agl — \)rT hosszUsagu szakaszt 1 véletlen és flggetlen
ponttaln részre osztjuk fel. A kapott részintervallum hosszakat, amelyeket jeldlje
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Bi(i = 1,...,n) rendre hozzaadjuk az = A% mennyiségekhez. Az egyes
beérkebd mennyiségek tehat

T T T
A= 4 B A + By, s A=+ B
n n n

Jeldlje marmost
O< << . <Th1<rl

a [0,rT] intervallumon egyenletes eloszlashol szarmazé 1 elemi rendezett
minta elemeit. Ekkor

Bi=1=XN(r—7i1),(i=1,.n,70=0,1, =rT),

és ezért az efsk szalliths 6sszege
k
“MT+(1-=N71, , k=1,.,n.
n

igy a beérkezett aru mennyisége

O’ Oététh
Ye=14 EXT+ (1= N7, e <t<tra,
rT, t, <t<T.

A zavartalan kiaramlast akkor tudja a raktér biztositani, ha
MO + Yt > TT,

ami nyilvan ekvivalens a
rT — 1y, < My

relacidval. Nyilvan ez kdvetkezik a

sup (rt —y) < My
0<t<T

relaciobol. igy feladatunk ax/, meghatarozasa a

P(Sup (rt—yt)<Mo) =1-—¢

0<t<T

Osszefliggésh, mert eblidl

Plrt—y, < M) >1—¢



36 1. KESZLETGAZDALKODASI MODELLEK

kovetkezik. Az ebz6 példahoz hasonléan

t 1
P(sup (———yt<M0>)21—5
o<t<T \T'" 1t

egyenlet irhatd fel, ami viszont d@z,(\, t) = 2 jelolés bevezetésevel a
t My
Pl su ——F M) <—)=1-—¢
(ogET (T ( ) TT)

A sup (% — Fn()\,t)) sztochasztikus folyamatra vonatkozéan Prékopa Andras
(1973) bebizonyitotta a kovetk@hatareloszlas-tételt:

alakba irhat6 at.

n t
lim P ————— su = —IaA) ) < -
n—o0 ( 1+ (1 -2 osé)T <T ( )) y)
1—e 2 y>0,
0, y < 0.

Lathat6, hogy\ = 1 esetén a Szmirnov-tételt kapjuk vissza. A@z28lmodellhez

hasonldéan az
. MO n

ST\ 11
helyettesités elég nagyesetén

Y

M

t M —2(=2£0Hy2_n
v ( Sup (_ B F”()‘at)) = _79) o1 G EESE 1

0<t<T r
Ebol Ny
2 n
enl—e Ut AT,
Mo ~ 1Ty —1 1\/1+(1 \)2
o~T o ng .
A K,(a) = /1+ (1 — 2%)? bevezetésével
1.1
My~ rTy\/—In-K,
o= 2n ne (@)
kezdbértéket kapjuk.

Lathato, hogyn = 0 eseténM, ~ v/2M;, ahol M, az egyert rész-szallitasok
kezdbértéke. igy altalanos esetre, vagyis a véletlen szallitasra a

Mi(n,e) < My(n,e) < V2M;(n,¢)
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korlatok adddnak.

Abban az esetben, ha nem a beétkezsz-szallitmanyok, hanem csak

az idbkozok egyerdek, amelyben véletlen résznagysagu teljesités torténik
szintén alkalmazhaté a modell, mert matematikai szempontbol csupan egyszert
tengelytranszformacioérdl van sz6. Ha tehat a rendelt mennyiség, amelyet
alkalommal, mégpedig egyenidokdzonként szallitanak, de oly médon, hogy az

rT mennyiség barmely részre tortéd felosztasa egyeden valdszinl, s egy-egy
ilyen felosztas a raktarkészlet feltoltésének egy-egy lehetséges realizacioja akkor
is a meghatarozott/y(n,c) a minimalis kez@készlet, hisz végul is ugyanazt a
mennyiséget szallitjak €I idétartam alatt.

A véletlen Utemezésl modell gyakorlati alkalmazésakor kidertlt, hogy még
olyan esetben is j6 kdzelitését adja a minimalig-nak, amikor a feltételek mas
készletmodell felallitasat indokoljak. Egy ilyen pl. hogy a beérkezéiddok és
a beérkezeési tételek egymastol fliggetlenek.

Megjegyzések:
1. Abban az esetben, ha = L, akkor K,(a) = 1 igy visszakapjuk az

v

egyenb szallitasok kezikrtékét.

2. Végesn értékre az
sup (t - Fn<t7 )‘))
0<t<1
altalanositott Kolmogorov-Szmirnov statisztika eloszlasasabr LaszIlo
Zoltan hatarozta meg.

Ugyard foglalkozik aXA = 0 vagy a = 0 esettel, ami annak felel meg,
hogy nincs olyan mennyiség, amelyet biztosan szallitananak, azaz teljesen
véletlen a szallitds. Ez az edetjesen véletlen Gtemezési szallivésen
ismert. A szer@é bebizonyitotta, hogy = 1 esetén

2 ( sup (t — Fy(t,0)) < M*) _

0<t<1
[ 1-(Q =M1+ M) had < M* <1,
N 0, haM* < 0.
Innen azl — (1 — M*)"(1+ M*)"~! = 1 — ¢ egyenlet megoldasaval, azaz
e=1—(1—M"(1+ M*)"*

s 7

egyenletnek M*-ra tortéd megoldasaval megkapjukM *-ot.
MO =rTM*.
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3. L&szl6 Zoltdn megvizsgélja azt az esetet is, amik@y,a) iddintervallum
0sszigénye nem egyezik meg a beétkézszes mennyiséggel, mert pl. az
igény intenzitdsa kulonbozik a feltételezett éréékEkkor a

sup (v -t — F,(t,\))

0<t<1
statisztika eloszlasat kell meghatarozni, ahol> 0 konstans (igény
intenzitds). A\ = 0 esetre bizonyitja a

P(sup (y-t—F,(t,\) < M) =

0<t<1

1= (1=2)"(1+M)"", hamax(0,7y—1) < M <,
= 1, hay < M,

0, maskor.

Ha a beérkezési @pont hosszlsaga kilonbozik a felhasznalasi periodus
hosszatdl, akkor ez a tétel alkalmazhat6 az optimalis indul6 készletszint
meghatarozasara)a= 0 feltételezés mellett.

4. Ha a(0,t) intervallumban(0 < ¢t < T) igényelt 6sszmennyiségétt),
a kdzben beérkéz6sszmennyiséget(t) jeldli, akkor a valészinliséggel
korlatozott készletmodelleket egy termék esetére a kovétkeamaban
fogalmazhatjuk meg:

min M
feltéve, hogy

P( sup (£(t) = y(t) < M) > 1—ec.

0<t<T
Az eddig vizsgélt modellekben agt) sztochasztikus folyamatot az empirikus
eloszlasfliggvénnyel, vagy annak altalanositott formajaval kdzelitettik(és-a
rt (0 < t < T) feltételezést tettik. Prékopa Andras és Ziermann Margit
megvizsgalta azt az esetet, amikog (@) igényfolyamatot is az(t) beérkezési
folyamathoz hasonléan modellezzik. Németh Gyula @z illetve £(t) ésy(t)
beérkezési folyamat mindegyikét homogén Poisson-folyamattal kdzeliti meg, és
megadja a feladat megoldasat. Homogén Wiener-folyamattal valé kozelitését is
megvizsgalja. Feltételezi, hogy

Plyte) <) =0 (100,
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Ple(t) < 2) = ® (z j;)

Hao, = o, teljeslil, akkor a feladat optimalis megoldasat az

My = /o? + 0307 (1 — g)

adja.Példak:

1. 200 nap alattn = 5 kozel egyer részletben, de véletlenGgontban
érkezik be a megrendel000 mennyiség. Az szallitasi idpont egyeriden
valészinl a(0,200) intervallumban. 95%-0s biztonsagi szinten akarjuk
biztositani akarjuk a napi felhasznélast. Mekkara kezdkészletet
tartsunk fenn?

Megoldas:
1

In
M ~ 10 - 200 207(;5 — 1095 db.

Ez azonbam kicsi értéke miatt durva megoldas. A megféléhblazat
szerint 5 és 0,05 értékhéq}-% = 0, 50945, ebdl M = 10 - 200 - 0.50945 ~
1019 db. A nagy biztonsaghoz nagy kexdszlet kell.

2. 500 napon &t a termeléshez napi db alkatrészt kell biztositarti0%-
os val6szinliséggel20 részletben érkezik a szikséges alkatrész egy-egy
alkalommal legalabB00 db-ot szllitanak. A szallitasi @gontok barmely
megvalosulasa egydyen valdszinl. A megmaradé alkatr&szszallitasi
idépontra tortéd felosztasa egyedéen valészind.

a, Mekkora legyen a kezikészlet?
Megoldas:

T =10,n = 20, a = 200, nov = 4000,
megmarad 1000 db

Ings 200 2
M =10 - 500 010 14 (1-20- ~ 1221 db.
2.20 \/+( 10-500)

M ~ 1221 db.

b, Mennyivel nagyobb ez az egyénlrészszallitasok soran kapott
kezddszinteknél?
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= 1158 db pontos érték,

My 1900 db kézeli6 érték.
—63 db,
M=M 51 4p.

1.3.3 Statikus sztochasztikus készletmodell kdltségtényidkel
1.3.3.1 Kezd koltség nélkdl

(i) Kezdo raktarkészlet nélkil

Egy arucikk®l (0,7") idbintervallumban kell ellatnunk a szilikségleteket
a raktarkészletl. A szikségest mennyiség a véletledt fiigg. Ezeket
a valészinliségeket detes tapasztalatbdl ismertnek tételezzik fel. Ekkor
eloszlasfuggvényem = P(¢ = r), jelolés mellett

PE<r)=F@)=po+...+pr1

Legyen raktari készletiink egység. Ha kevesebb készlettel rendelkeziink, mint
a T ido alatt ténylegesen fellépigeny (S < r) akkor a hiany miatt minden
egység utarh Ft veszteség éri a raktart (pl. elesik bizonyos nyerédggEz a
hianykoltség Ha viszont a raktaron eladatlan készlet maféd> r), akkor a
tbbblet minden egysége utarfFt veszteségr benntinket (pl. amiatt, hogy az aru
oregszik, vagy amiatt, hogy nem tudunk Ujat termelni). Eermtartasi koltség

Ha készlet darabjdt Ft-ért adjuk, akkor a varhat6 bevétetaktarszintnéb igény
esetén

hY  sps = hE(9).
s=1

Ezenkivil jel6ljec < h az egységenkéntietelarat Lathatd, hogy mind a harom
koltség csak a darabszamtél fiigg.

Kérdés:

Mekkora legyen az a3, raktarkészlet, amely varhat6 értékben a minimalis
veszteséget eredmeényezi. (As) koltség vagy veszteség valdszinlségi valtozo,
igy E(C(s))-t kell minimalizalni.r < S db esetérb — r feleslegiink: zfzo(s —

r)p, Ftvarhato veszteséget jelent, mig- S esetén—.S db hianyunk van, amiért
atlagosarh ) . (r — S)p, Ft-ot kell fizetni. A vételar - S.
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Nézzik meg, hogyan lehet kiszamitaniC'(.S)) minimumat.

E(C(S)=u) (S=rpr+h > (r—S)p, +c-S.

r=0 r=S+1
S+1 o0
E(C(S+1))=ud (S+1=rp+h > (r=S—1p +c-(S+1)=
r=0 r=S+2
S
= Z(S—i—l—r)pr—i—hz r—S—1p +c-(S+1) =
r=0 r=S+1
S o0
:uz —rpr+uZpr+hZ r—.S —thr+c-(S+1):
r=0 r=S+1 r=S+1
S
uz —rpr—l—hz r—S)p.+c- S—i—uZpr—therc—
r=0 r=S+1 r=S+1

E(C(5)) +UZpr —h(1 - Zpr) +e=

r=0

E(C(S)+ (u+h)> pr+c—h=

r=0
E(C(S)+ (u+h)P(r<S)+c—h
Hasonléan

E(C(S—-1)=EC(S)—(u+h)Pr<S—1)+h—c
Tételezziik fel, hogy,-olyan, hogy
E(C(So—1)) > E(C(Sy)), E(C(Sy)) < E(C(Sp+1)).
Ekkor az ebzoekldl
E(C(So+1))— E(C(Sy)) =(u+h)P(r < Sp)+c—h>0
és
E(C(Sy—1)) = E(C(Sy)) =—(u+h)P(r <Sg—1)+h—c>0.

igy

h—c h—c
P(r < s P(r<5,—1).
quh< (r_So)esu+h> (r<Sp—1)
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Vagyis
h—c
P(TSSO—1)<m<P(T§SO)
Ha
P(r <8, —1)<h_C—P(r<S)
= 0 u+h_ = ~0

akkor E(C'(Syp + 1)) = E(C(Sy)), vagyisSy €sSy + 1 egyarant optimumhelyek.
Hasonloan, ha

h—c
Pr<Sy—1)< ——<P(r<
(r < S )<u+h< (r < So),
akkor Sy — 1 ésS, optimumhelyek. Folytonos esetre megfogalmazva a problémat

[e.e]

mSin(E(C’(S))zu/U (S—a:)f(a:)dx—i—h/s (x = 9)f(x)dx +c- S

fliggvény minimumat keressiik, Ha(z) = P({ < x),F(z) = [; f(u)du, és
letezik £(&).
Az analizisben jol ismert médszerek alap%t 0 egyenletet kell megoldani

S-re. Lathato, hogy paraméteres integralt kell derivalnunk, melyre ismert a
kovetked 6sszefliggés

d b(y) b(y)
— g(w,y)dw=/ 8g<x’y>dx+
Ay Jagy) aw) Oy

db(y)

+g(b(y),y)d—y —g(a(y), )

Lathato, hogy .
| (s -ty =5 - B
Mivel 5 .
| s=a@ar+ [ (5= -5 B,

igy ezen kifejezés szerinti derivaltja 1.

Az fOS(S — x) f(x)dx fuggvénynél
b(5) = S,a(5) = 0,9(x,5) = f(x)(S —x),

gy
%/0 (S—:l:)f(:li)ch::/o f(x)dq:+f(5)(5_5)_1_f(0)(5_0).;1_2:
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/OS f(z)dz

Szamitsuk ki a% [ (z — S) f(x)dz mennyiséget.

Figyelembe véve a
d [® 5
% [ s—ar@is= [ e
dsszefuiggést
d [ ° >
ﬁ/s (S—x)f(x)dle—/o f(x)dxz/s f(w)da,
melyhol

d [ d [ o0
%/5 (x—9)f(x) dx:—ﬁ (S—x)f(x)da::—/s f(z)dx

adodik. Vagyis
—u/ f(x)dz —h / f(z)dz +c=

= uF(S) F(S)+c=F(S)u+h|+c—h=0,

melyhol

(i) Kezdo raktarkészlet esetén

LegyenL(S) = h [ (x — S) f(x)dx +u [;’ (S — x) f(x)da.
fgy =, kezdbkészlet esetén a varhato koltség

c(S —xo) + L(S), hasS > xo,
L(Io), haS = Zg-.

Vegyuk észre, hogy a- S + L(S) ugyanaz a varhat6 koltség, mint az (i) esetben.
LegyenS, az a készlet, amely minimalizaljaca S + L(S) fuggvényt, azaz
h—c

F(%0) = h+u

Lathatd, hogyha, > Sy, akkorVS > x, esetén

c- S+ L(S) > cxo + L(xg).
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gy
c(S = x9) + L(S) > L(xo),
vagyis
min (¢(S — zo) + L(S)) > L(zo).

S>xo

Azaz nem érdemes rendelni.

Masrészt, ha, > x,, akkor nyilvanvaldéan

min (c¢(S — ) + L(S)) = min(L(S) + ¢+ S — cxo) =

S>x0 S>xo
L(So) + ¢+ Sy — cxg = L(So) + ¢(So — o).
igy az optimalis stratégia

nem rendelink  hasS, < z,
So — xp-at rendelink hazy < 5.

Hasonlo eredményt kapunk, ha a koltségfiggvények nem linearisak. A
hianyfiiggvény legyen
h(x —S5), ha$sS <z,
0, maskor.

A tébblet blntetésfliggvénye legyen

u(S —x), hazr <S5,
0, x> 5.

nem szikségképpen lineéris figgvények. Tegyuk fel, hagkezdkészlettel
rendelkeziink. Ekkor a teljes koltség varhat6 értBke'(S)) = C'(S—xo)+L(S),
ahol

e S
L(S) = /S Wz — ) f(x)de + / (S — 2)f(z)de.

Az optimdlis politikat vagy stratégiat az aldbbi feltétellel és minimalizalassal
kapjuk

gin{C(S —x9) + L(5)}.
Nem nehéz belatni, hogyhdy) ésh(y) fuggvények szigortan konvexek, akkor

a feladat megoldasat a
—dL(S) +c=0
dS -

egyenlet gyoke adja.
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fgy az optimalis stratégia

nem rendelink  haxy, > Sy,
So — xo-t rendelink hasS, > z,

ahol Sy a %% + ¢ = 0 egyenlet gyoke.

Megjegyzeések.

1. Konnyd latni, hogyF' (z) = 1 — e=*?, r > 0 esetén

1 u+h
So = =1 .
0 )\n(u—l—c)

2. {eFla,b] esetén, azaz ha

e zela, b],

F(z) = 6, r < a,
1, x>0,

akkor
~alc+u)+b(u—c)

50 = b+ u

3. A minimalis értéket ugy kapjuk meg, hogy kiszamitjuk &z2C(Sy))-t.
pl. exponencialis eloszlasu igény esetén az atlagos koliskgzdkészlet
mellett, haS, > x,

1 1
C(Sy — xo) +uSy + X(u + h)e ™ — T

egyenletes eloszlas esetén

C(So — x0) + [S2(u + h) + hb(b — 25,)].

2(b—a)
4. A Weibull-eloszlas esetén, azaz ha
Fl)=1—¢e™" >0, A>0, a>0,

akkor

1 h+u
= 4{/=l
5o /\nu+c

Haxz, > Sy akkor E(C(Sy)) = L(zo).
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Peldak:

1. Egy gyarbdl generatorokat rendeltiink. A generatorokkal megrendelt
pétalkatrészek ara&00 Ft/db. Az alkatrészek a véletldit fliggden
hibasodnak meg, de még éllas kdzben is eléregednek, hasznalhatatlanok
lesznek. A hibas alkatrészeket azonnal ki kell cserélniink egy a raktaron
lévd Ujjal. Ha nincs alkatrész a raktaron, akkor a generator ledll. Az
ebldl ered kér és egy alkatrész pétldlagos beszerzési koltséged Ft.

Ha aT id6szak végére felesleges alkatrészek maradnak, ezeket tobbé nem
tudjuk felhasznalni, a veszteseg darabonkéntFt. Har jel6li az igényelt
potalkatrészek szamat a valészinliségeloszlas a kodetkez

po = 0.90, p; = 0.05, po = 0.02, p3 = 0.01,

pa = 0.01, ps = 0.01, ps = 0.00.

Meghatarozando a minimalis alkatrészek szama, mellyel az 6sszkdltség varhato
értéke a minimalis lesz!

Megoldas:
h =10000, n =500, ¢=0.
Ekkor h 10000
= = 0.952.
h+wu 10500

EzértolyanF'(r) = > _, p, értéket kell keresni, melyre

h
F —-1) < < F
(SO )— htu = (S()),

ilyen Sy = 1 ésS, = 2. zvatossagbol a nagyobbat szokas vélasztani.

2. Egy Ujsagarus az Ujsagok db-t 70 fillérért veszi és 1 Ft-ért adja, a fenntartasi
koltség 10 fillér/db. A kereslet egyenletes eloszlasu 200 és 300 db kozott.
Hatarozzuk meg a beszerzéndjsagok optimalis szamat, és a minimalis
veszteség nagysagat!

Megoldas:
h=1Ft,¢c=0,70 Ft,u = 0,10 Ft,a = 200 db,b = 300 db

~200(0,1+0,7) 4+ 300(1 —0,7)
N 140,1
E(C(Sy)) = 211 Ft.

SO ~ 228 db,
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3. Egy hetente éallitott cikk iranti kereslet, a¢ = r kereslet bekbvetkezési

valészinlisége,. A tapasztalatok alapjaf eloszldsap, = 0.04, ps =
0.20, p1o = 0.37, p15 = 0.30, poy = 0.009. A hetente eladatlan
cikkek vesztesége 2 Ft/db, a hetente jeleriikeizany vesztesége 24 Ft/db.
Milyen legyen az optimalis készletszint, hogy minimalis legyen a varhaté

veszteség?

ho 24 _24_12N092
h4+u 24+2 26 13 77

F(15) =0.91igy Sy = 16 db.

. Egy mlhelybenm gép mikodik ésS szamu szerél (m > S) javitja

a meghibasodasokat. Ha meghibasodik egy gép, a ézemdnnal
javitia. EgQy szerd egyszerre csak egy gépet javit. Ha nincs szabad
szered, a gép all. Annak a valészinlisége, hogy egyszerggp all

pr (r =0,..,m). A gépledllasbdl ergilveszteséd Ft/gép havonta, a
szereb u Ft/szered havonta.

a, Hatarozzuk meg a szetd azon optimalis szaméat, mely mellett a
veszteségfliggvény varhato értéke minimalis lesz!
b, h = 20000,n = 4000, mennyi a szikséges szdielszama,
ha a tapasztalatok szerint a havonta szikséges 8keseima az
alabbi eloszlasu, vagy ami ezzel ekvivalens a gépleallasok szamanak
eloszlasa
rjo|1]2[3][4]5]6]|>7
Dr \ 0.0l\ 0.05\ 0.07\ 0.15\ 0.20\ 0.30\ 0.20\ 0.02

¢, Milyen legyenh ésu hogy az optimélis megold&s = 6 legyen?
d, Milyen u ésh esetén érdemes 4 szérehlkalmazni?
e, Milyen munkabér( szerék esetén tervezzik 7 szayddedllitasat?
f, Az eloszlas valtozik, mégpedig majdnem egyenletesre.
r ] o | 1 | 2 | 3 | 4 | =5
Dr \ 0.15 \ 0.20 \ 0.20 \ 0.18 \ 0.18 \ 0.09

Milyen u ésh esetén célszerli 5 vagy tébb szétdébglalkoztatni?

Megoldas:

a, A probléma ugyanaz, mint a koéltségmodellnél, a Kd&bzletnek
megfelel a szerék szama, az igény pedig a géphibasodasok. igy

F(So—1) < - "< p(sy).

+u
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b, gg 888 = 0,833 igy 6 szerdh sziikséges.

c, 0,78 < - < 0,98, 0,2h < u < 0,28h esetén 6 szer@l
szukségesh = 20000 esetén a szer@k atlagbére 400 és 5600 kozé

esik.

<0,48,  1,08h <u < 2,57h.

h
0,28 <
’ h+u

Ha a szerdlk atlaghére magas, cstkken a szgtedzama.
e, 7 szereb esetén
< 1.

h
0,98<h

+u

Ha h = 20000 Ft, ekkor0 < u < 400 ekkor a munkadij nagyon
alacsony.

f, Akkor kell 5 vagy tobb szerét foglalkoztatni, ha), 91 < - < 1,
melybdl 0 < u < 0, 114 kdvetkezik.

1.3.3.2 Kezd koltséggel

Tegyuk fel, hogy a rendelés megkezdésekordsszeget kell fizetnink (pl.
rendelési dij). Mint az éiz6 fejezetben legyen

00 S
L(S):h/s (x—S)f(a:)dx—i—u/O (S —x)f(z)dx

an. véarhaté hiany + fenntartasi koltségfiiggvény. lgykezdkészlet esetén a
varhaté koltség
K+ ¢(S — zo) + L(S), haS > x,
L(l’o), hasS = Zg.

Vegyuk észre, hogy - S + L(S) ugyanaz a varhato koltség, mint amit aéz8l
fejezetben vettink. Legyef, az a készlet amely minimalizélja- S + L(5)

fuggvényt, azaZ'(Sy) = Z;j. Legyens, az a legkisebb értékg-nek, melyre

C'SQ+L($Q) :K+CSO+L(50), So < Sg.
() Lathato, hogy ha > S, akkor
K+c-S+ L(S) > cxo + L(xg), VS > x,

mivel
¢ So+ L(Sp) <c-S+L(S), VS # Sy.
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EzértvsS > xy > Sy-ra
c-xg+ L(zg) <c-S+L(S)<c-S+L(S)+ K.

Innen
K+ ¢(S — xg) + L(S) > L(xy),

ahol a baloldal az:, kezdbkészletS szintre torted feltoltés koltsége és
L(z,) az atlagos koltség, ha nem torténik rendelés. igydelahato, hogy
xg > Sy esetben az az optimalis taktika ha nem rendeliink.

(i) Abban az esetben, g < xq < Sy ésxy < .S, akkor
K+c¢-S+ L(S) > cxo+ L(xp),

mivel
cS + L(S) > ¢Sy + L(zo),

igy
K+ ¢S+ L(S) > K + ¢Sy + L(Sy) = ¢so + L(so) > cxg + L(zo).

EbbSI
K +¢(S — 20) + L(S) > L(zo).

igy a nem rendelés ismét olcsébb, mint a rendelés.

(iii) Végul, hary < so(< Sy) akkor

gr;in{K +cS+ L(S)} = K+ ¢So+ L(So) = ¢so + L(so)
< cxg + L(xy),
ebtdl
min{ K + ¢(S — zo) + L(S)} = K + ¢(So — xo) + L(So) < L(zo).

S>x0
igy K +c(So—x0)+L(Sp) a minimalis koltség, ami, < s, esetén létrejon.
Ezek utdn az optimalis eljaras:

xo < So, So — xo€gyseget rendellink,
To > Sg, hem rendellnk.

F(So) = 1<, éss, az a legkisebb érték, amelyre

c-so+ L(sg) = K 4 ¢Sy + L(Sp).
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Nem nehéz belatni, hogy nemlinearis bludkélitségek esetén, feltéve, hogy a

hiany és fenntartasi fliggvények szigoruan konvexek, az optimalis rendelési eljaras
a kovetked:

xo < So, So — roegyseéget rendellink,

Tg > So, nem rendellnk.
aholS; a

dL(S)
as

megoldasa, és, az a legkisebb érték, amely kielégiti a

=0

c-so+ L(sg) = K +c-Sy+ L(S)

egyenletet. Nyilvanvalé, hogy ezen modell magaban foglalja az 6s<zd &,
illetve x4 alkalmas megvalasztasaval. = 0 esetén az ékb fejezetben targyalt
modellt kapjuk vissza.

Megjegyzések.
1. Ha R
Ae M x>0,
)=

0, z <0

akkor bevezetve & = Sy — s jelolést

2K
(c+u)A’

Ezt a kdvetke@képpen lathatjuk be. Jél ismert, hogy kékdszlet nélkil

1 u—+h
SO_Xln(u—irc)'

TetsdDlegesS esetén

S 00
¢S+ L(S)=cS —I-U/ (S —z)f(x)dx + h/ f(z)dz.
0 S
f(z)-et behelyettesitve

1 1
L(S) = (c+u)S + X(u + h)e™ — T

igy a
C'80+L<SO>IK+C'SO—|‘L(50)
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egyenletet a

1 1 1
(cFuso+ L (u+h)e™ = K+ (c+u)Sp+ L (u+h)e ™™ — tu

A A
alakban irhatjuk fel. Eblil e*0-al beszorozva$,-t visszairva
ut+h 1 AX u+h u+h u+h
—_— p— K .
(u+c)sou+c—|—)\(u—|—h)e u+c+(c+u)Soc+u—|— 3
Elvégezve a megfeléimiiveleteket, rendezve
2K
e = + A+ 1
ctu
egyenletet kapjuke“*-t Taylor sorba fejtve a kozl
AN)? 2K
1+A)\+( ) ~ + A+ 1
2 c+u
2K
AMu+c)
Ebbdl
2K
S0 = 5o = Mu+¢)

2. (eEla, b esetén,
a(c+ u) + b(h — c)

S0 = h+u
Ekkor
s 1 ’ 1
L(S):u/o (S—x)b_adquh/S(a:—S)b_ada::
1 2
= —29)].
2<b_a)[5(u+h)+hb(b S)]
A

cSo + L(So) =K+c- S() + L(So)
egyenletidl kapjuk, hogy

1
K +¢(So — so) + =+—[(u+ h) (S5 — s5) — 2hb(Sy — s0)] = 0.
2(b—a)
Ezt kell megoldank,-ra. Az egyenletet rendezve
u+h o blc—h)—ca 1 9 B
2(b—a)80 i SO+2(b—a) [2hbsg— (u+h)S5]—K —cSp = 0.

Konkrétc, h, u, k esetérs, meghatarozhato.
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3. A minimalis kdltségek

(i) exponencidlis eloszlasnal
Ty < So
1

1
K+ (c+u)(so — xo) + X(u + h)e ASo—zo) _ U=

K+ C(S() - xo) + L(So)
Ty = So

1 1
+u -z + X(u + h)e M — U= L(xg).

(i) Egyenletes eloszlasnal

Ty < So

—20)*(u+h) +hbb—2(so — z0)]] +¢(So — o),

[22(u + h) + hb(b — 2z0))-

2(b—a)
Ez xo = 0 esetben magaban foglalja a kékészlet nélkuli modellt és

mindenhol az e rész érvényes.
Példa:
1. Hatarozzuk meg az optimalis rendelési politikat, ha az igény egyenletes

eloszlasu a [0,20] intervallumon és a felfégdltségek:

fenntartasi: 1 Ft/db,
hiany : 3 Ft/db,

beszerzési: 2 Ft/db,
kezelési : 0,9 Ft/db.

Mennyi a maximalis atlagos nyereség?
(So =5, E(C(5)) = 28.4 Ft atlagos veszteség, 1.6 Ft az atlagos maximalis
nyereséq)

2. Hogyan alakul az optimalis politika, ha a kékaszlets, =2 db ?

a, 1 db (rendel 4 db-ot)
b, 3 db (nem rendel)
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1.3.4 Feladatok

1.

Egy készletezési rendszerben évente konstans intenzitasu felhasznélassal
dsszesen 2400 db valamely cikkre van sziikség. Hianyt nem engediink meg.
Egy tétel beszerzésének allandd koltsége 22 Ft, a készlet egy darabjara
ed) raktarozasi koltség évi 5 Ft. A beszerzés csak 100-as csomagolasu
tételnagysagokban lehetséges. Mekkora az optimalis tételnagysag és a
készletezés minimalis koltsége? A tételnagysagokra vonatkozo feltétel
miatt hany %-kal Btt az 6sszkoltség. (200 db, 764 Ft, 9%)

. Egy anyagbdl 200 napon &t egyenletesen mindig ugyanannyit igényelnek.

Az dsszes igény 600 tonna. Egy beszerzeés fix kdltsége 750 Ft. A tarolas
koltsége 5 Ft/tonna naponként. A termékimem engedhétmeg hiany.
Milyen részletekben rendeljik meg a 600 tonnat hogy az dsszkoltség a
lehe® legkisebb legyen? Mennyi ez a minimalis értékjg £ 30 tonna,
to=10 nap,K+=30.000 Ft)

. 30 napi termeléshez egy nyersanyagbo6l 40 db a napi igény. Altalaban a

rendelésil szamitva 10 napra vallaljak a szallitast, azonban a vélétlent
figgden a 10 naphoz viszonyitva a késeés:
késés(nap) 11]2|3]4]
megfigyelt gyakorisagl |2|4|3|

90%-o0s valosziniséggel kivanjuk
biztositani a termelést. Mekkora legyen a k&zdktarkészlet? (580 db)

. Egy arucikki®l a kereskedelem 120 napra 6sszesen 1200 egységet igényel.

30 naponkeént 300 egység szallitasa biztos, csak azt nem tudjuk, melyik
napon szallitunk. A széllitasi @a (0,30) idintervallumban egyenletes
eloszlasu. 80%-0s biztonsaggal akarjuk ellatni az igényeket. Mekkora
kezd raktarkészlet kell minden 30 napos egység kezdet&2285 db)

. Hatarozzuk meg az optimalis rendeléspolitikat, ha az igény eloszlasanak

sUrliségfliggvénye

o hae[0, 20]
— 207 ?
f(x)_{ 0, maskor
és a koltségek: fenntartasi: 1 Ft/db,
hiany . 3 Ft/db,
kezdési : 0,9Ft/db,
beszerzési: 2 Ft/db.
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Mennyi az atlagos minimalis veszteség?
(80:2, 50:5, E(C(5)):19,4 Ft)

. Hogyan alakul az optimalis politika, ha a kékeszlet

a, 1 db (rendel 4 db-ot)
b, 3 db (nem rendel)

. Hatarozzuk meg az optimalis rendelési politikat, ha az igény eloszlasa

2e % 1 >0,

f(x):{ 0, <0

koltségek: fenntartasi: 1 Ft/db,
hiany . 3 Ft/db,
kezdési : 0,9Ft/db,
beszerzési: 2 Ft/db.
(nem rendeltink)

. Egy raktarnak egy éven &t napi 10 db intenzitdssal kell biztositani az
anyagellatast. A beszerzési koltségek 10 Ft fuggetlen koltség, 5 Ft/db
vasarlasi koltség,raktarozasi koltség 0,5 Ft/db/nap. A hiany koéltsége
30 Ft/db/nap Hanyszor kell rendelni, milyen gyakran, és hany db-ot?
Mekkora lesz a minimalis koltség®(=45 db,q,=46 db,n,=80,%,=4,5 nap
K(=25992 Ft)

. Egy raktér felé érkezigény eloszlasa:
r |0J1]2|3 |45 |6|
p(r) |0,2/0,3]0,20,12]0,05]0,02|0,01|

A hiany koltsége230 Ft/db, fenntartasi koltségo Ft. Mekkora legyen a
kezdeti raktarszint és mekkora lesz a minimalis koltségg=4 vagy 4,
K = 61,6 Ft)

. Egy aru iranti kereslet eloszlasa exponencialislb atlaggal. Az aru
eladasi ara230 Ft/db, fenntartasi koltsége0 Ft/db. Mekkora legyen a
kezdeti raktarszint és mennyi a minimalis veszteség értéeki?—=( 8db,
K = 152 Ft)

. Egy aru tételének beszerzési ara 1000 Ft/db. A tétet fix koltségeo Ft,
araktar 1 Ft értékii készleténeldehységre jutd koltsége 10~* Ft/Ft/nap.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Ha egy évrers 000 db-ot igényelnek a felhasznaldk, milyerdkbzonként,
hanyszor kell elvégezni a raktarpoétlast? Mekkora lesz a koltség? Hany db-
ot rendeljink a raktarba egyszerré3=40 nap,q,=8333 db, 9-szerk, =
75903 000 Ft)

Egy gépalkatrész-gyarosn&lo 000 db kapcsolétablat rendelnek, amelyeket
egy év alatt kell szdllitani. Milyen Utemben toéltse fel készletét, ha szal-
litdsi késedelem nem engedfeheg? A megrendélegyforma lUtemben
kéri a szallitast hiany nélkal. Az alkatrész 6nkoltségi 208000 Ft, rak-
tarozasi koltségs, 5 Ft/db/nap. Mekkora legyen a tételenkénti darabszam,
az érkezési idszakasz és a minimalis kéltség® & 7559, t,=22,7 nap,
K=9525000 Ft)

Tegylk fel, hogy az @éz6 példanal hiany is felléphet 35 Ft/db/nap
koltséggel. Mekkora legyen a raktarszint az aruérkezések utan, hany db
hiany engedhétmeg, milyen idszakokban érkeznek az aruk, és mekkora

a minimalis koltség? ,=7210 db, 720 db hidny engedligtt,=24 nap,
Ky=9077000 Ft)

Egy aru iranti kereslet eloszlasa

r]0)1]2 |3 |4]5]6]
p(r) [0,9]0,05(0,02{0,01{0,01(0,01(0,00

A feleslegldl ad6d6 veszteséd0 Ft/db, a hidny okozta veszteség
1000 Ft/db. Mekkora legyen a raktar keakEszlete és mennyi a lesz
minimalis veszteség?s(=2, K,=152 Ft)

Milyen korlatok k6zé eshet a hianykoltség abz példa esetében, ha az
optimalis kezdkészlet3 db? (1620 Ft <h < 2450 Ft)

A raktar egy bizonyos aru beszerzésekor a kovétkaakat fizeti:1000 Ft,

ha 500 db-nal kevesebbet vaséarol 880 db utan75 Ft kedvezményt kap
darabonként. A mennyiséijtfliggetlen koltséd35 000 Ft, a raktarozasi

6 - 1073 Ft/Ft/ids. Egy év alatt2400 db-ot kell leszallitania valamely
vallalathoz ebbl a fajtdbél. Mekkora a gazdasagos mennyiség a
beszerzéseknél9,£917 db)

Tekintstik az €z0 példat azzal a kilénbséggel, hogy 1000 db utan kap
kedvezmeényt a raktar. Hogyan alakul ekkor a gazdasagos készletezes, es
mennyi lesz a minimalis koltség?€1000 db,K (Q)=2 407 680 Ft)
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18

19.

20.

21.

22.

23.

A feltételek valtozatlanok aQ)=4000 db kivételével.  Milyen lesz
az optimalis rendelés és mekkora koltség eredményez?,=8§2,
Ky=2594 280 Ft)

Egy aru iranti kereslet strliségfliggvénye

r
=0,02(1 — —= 0 <r <100.

A tobblettel kapcsolatos koltség) Ft/db, a hiany koltség800 Ft/db.
Mekkora az optimdlis keZibzint és mekkora a varhaté minimalis koltség?

(Sy=63, K=2070 Ft)

Egy dohanyarus az aruit 3 Ft/db koltségen szerzi be és 5 Ft/db aron adja el.
A fenntartasi koltség 1 Ft/db. A rendelési koltség 64 Ft. A raktaron 80 db
arucikk van. Mennyit kell még rendelnie, hogy a varhat6 kéltség minimalis
legyen, mivel egyeid ez a koltség? Az igény egyenletes eloszlasu a
[200,500] intervallumon.§, — K,=220 db,M,=814 Ft)

Mennyiben modosul az optimalis eljaras ha a raktaron 200 db arucikk van
kezdetben, mennyi a varhato koéltség?
(Nem rendeky > s=180 db,M,=817 Ft)

Egy raktaron napi 10 db alkatrészt kell biztositani 1 éven keresztil
95%-0s megbizhatésaggal. A raktarfeltoltésnél @szillitasos mbdszert
alkalmazzak, minden alkalommal a rendelt mennyiség 8%-at leszallitjak, de
a szallitas tétele szintén ingadozik. Az egyerdsznagysagokban bearamlé
utanpétlashoz képest hany szazalékkal kell emelni a diesrletet?
Mennyi lesz ez a keZikészlet? (11%, 2226 db)

Ha nincs informéacionk az é¥6 példanal az egyes széllitasoknal
minimalisan érke@ mennyisédil, hany szazalékkal kell névelni a kezd
tételnagysagot az egyéniészszallitasos esethez képest és mennyilesz ez a
kezdbkészlet? (29%, 2599 db)
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2 Elemi sorbanallasi rendszerek

2.1 Alapismeretek

E fejezet az élet egyik leghaszontalanabb tevékenységével, a varakozassal
foglalkozik. Felmerll a kérdés: miért van szikség egy ilyen kellemetlen
jelenség tanulmanyozasara? Azért, mert ha rajovink az dsszefliggésekre, akkor a
varakozast csokkenthetjik és tevékenységinket tervezhetjik.

A sorbandllasi elmélet az alkalmazott valoszinliségszamitas egyik terilete.
Sorok barmikor keletkezhetnek, amikor egy adott kérés kiszolgaladsa meghaladja
a kiszolgalé egység kapacitasat. llyennel a gyakorlati életben is sokszor
talalkozunk, pl. egy aruhazban sorbandllunk a pénztarnal, varakozunk az
Utkereszte@désekben a piros lampanal, tartjuk a telefont amig kicseng, varjuk
mig a CPU kiszolgalja a jobot, stb.

2.1.1 Folyamatok

A dinamikai rendszerek egy tagabb osztalyanak - amelyet az egyszerliség kedvéért
folyamatoknak neveziink - az elemei a sorbanallasi rendszerek. A folyamathoz
tartozik egy olyan ,halézat” vagy ,csatorna”, amelyen valamilyen ,anyag’
vagy ,arucikk” folyik, mozog. Példaként tekintsiik az autéforgalmat, vagy egy
aruhazban a vasarlék haladasat a pénztait.el A szamitbgépes rendszerek
terliletén sem ismeretlen a sorbanallas fogalma, a hardver és szofifeerasok
kiosztasénal taladlkozunk vele. Jobok sora varakozik a hattértarban a memoériaba
tortérd beolvasasra ( the job scheduling queue - job Utémsar ); sorban
allnak azok a jobok, amelyek ugyan megkaptak a memoria hasznalati jogat,
de kénytelenek varakozni a CPU-ra ( the process scheduling queue - folyamat
Utemed sor ); valamely 1/0 egység szolgaltatasara varakozé jobok sora ( the
I/O scheduling queue - I/O Utem&zor). Ezekben a példakban az ,aruk”
szerepét az autok, a vasarlok és a jobok jatszak, a ,csatornak” szerepét pedig
az uthaldzat, az aruhaz pénztara, ill. valamely hardver és szoftlergs. A
.veéges kapacitas” azt a tényt fejezi ki, hogy a csatornak csak véges intenzitassal
tudjak kielégiteni az (,aru” altal tamasztott) igényeket. Vilagos, hogy az ilyen
rendszerek vizsgalata olyan analitikus eszkdzoket igényel, amelyeket kifbnboz
szakterulel gydjthetiink 6ssze, a sorbanallas elmélete éppen ilyen terilet.

A folyamatokat két nagy osztalyra bonthatjuk:daterminisztiku®s a nem
determinisztikus, Un. sztochasztikusragy véletlen folyamatokra. Az dis
osztaly azokbdl a rendszerdlall, amelyekben ére pontosan ismert a folyamat
mennyisége, és az tbbbnyire alland6 a vizsgditathtt, ugyancsak ismert az az
idépont, amikor a folyamat megjelenik a csatorna bemenetén, és a folyamatnak
a csatornaval szemben tamasztott igénye is ismert és allandé. A masodik osztaly



2.1.2. ITOCHASZTIKUS FOLYAMATOK OSZTALYOZASA 59

a sztochasztikus folyamatok osztalya. Ezen azt értjuk, hogy bizonytalanok és
elérejelezhetetlenek azok azdigdontok, amikor az igények beérkeznek, és a
csatornaval szemben tamasztott igények nagysagat sem léretredigmondani.

A gyakorlatban talalhat6 rendszerek nagy része ebbe a kategoriaba esik.
Természetesen felhd@nek kilonféle kérdések, amelyekre értelmes és
hatarozott valaszt szeretnénk kapni. Példaul: varhatéan mennyi ideig all sorban

egy igény miebtt kiszolgaljak? Hany igényt fognak kiszolgalni no#l az
Ujonnan érkezett sorra kertl? A munkdicthekkora hanyadaban lesz foglalt a
CPU ? Mekkorak lesznek a folyamatosan lefoglaftindervallumok? Ezek a
kérdések bizonyos valdszinliségekre, de legalabbis bizonyos varhaté értékekre
vonatkoznak.

2.1.2 Sztochasztikus folyamatok osztalyozasa

Az elemi sorbanallasi elImélet matematikai segédeszkozei aziitetéskihalasi
(halalozasi) folyamatok. Ahhoz, hogy ezt megértsuk, tekintsik at roviden a
sztochasztikus folyamatok rendszerét.

A sztochasztikus folyamatok véletlen folyamatok, vagyi&) valoszinliségi

valtozok egy csaladja, ahol a val6szinliségi valtozok indexét@araméter tolti
be. Pl. egy mozi nésinek a szama az @dfiggvényében
sztochasztikus folyamat; ugyancsak sztochasztikus folyamat a mozienéa
uralkodé légnyomas, mint azodiiggvénye. Egy sztochasztikus folyamatot ugy
is fel lehet fogni, hogy az egy részecskéleli mozgasat irja le valamilyen térben.
A véletlen folyamatok osztalyozasa harom térjyék fligg: az allapottértdl
az indext6l (id6paramétertdles at index kulonbod értékeihez tartozdx (t)
valészinliségi valtozok kozotti statisztikai 0sszefliggdsektVizsgaljuk meg
ezeket a ténydiket.

El6szor tekintsik az allapotteret. Allapottérnek nevezzik J6#t)
altal felvehed lehetséges értékek (méasként &allapotok) halmazat. Diszkrét
allapotter(i folyamatokrél, mas elnevezéskricrdl beszeliink, ha a folyamat
csak véges vagy legfeliebb megszamlalhatéan végtelen sok kit
valamelyikében tartézkodhat. A lanc allapottere gyakran az egész szamok
halmaza. Ha a megengedett allapotok egy véges vagy végtelen intervallumot
(vagy intervallumok halmazét) fednek le, akKolytonos allapotter(i folyamatrol
beszéllink.

Most tekintsiik az indexet (azdgparamétert). Ha csak véges vagy legfeljebb
megszamlalhatéan végtelen azoknak aipwhtoknak a halmaza, amelyekben
allapotvaltozas mehet végbe, akktiszkrét paraméteri folyamatrghn sz6. Ha
ezek az allapotvaltozasok akarhaobferdulhatnak az idtengely egy véges vagy
végtelen intervalluman (vagy ilyen intervallumok halmazan), akiadytonos
paraméter( folyamatrdbeszélink. Az éz6 esetben aX (¢) jeldlés helyettX
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jelolést hasznaljuk és véletlen vagy sztochasztikus sorozatként emlitjiik, az
valtozokat.

Az egyes sztochasztikus folyamatok meghatarozo jeligenaz a viszony,
amely a kulonboa X (t), ill. X valoszinlségi valtozok kozoétt fennéll. A
folyamat leirasdhoz meg kell adni a¥(t) valoszinlségi valtozolegyittes
eloszlasat. Kulonbod ¢; idopillanatokhoz tartoz6 valdszinliségi valtozdkat egy
X = (X(t1), X(t2), ...) vektornak tekintjuk, és meg kell adnunk az

Fo(z;t) .= P(X(t1) < 1, ..., X (tg) < xx)

egyuttes eloszlasfuggvényeket mindes: (x1, zs, ..., zx), t = ({1, t2, ..., tg) €Sk
értékekre.

A sztochasztikus folyamatoknak tobb tipusa ismeretes: stacionarius
folyamatok, figgetlen névekményii folyamatok, Markov folyamatok, sziiletési-
halalozasi folyamatok, szemi-Markov folyamatok, feldjitasi folyamatok.
Részletesen csak a Markov és azon belll is a szuletési-halalozasi folyamatokkal

foglalkozunk, mivel a ké&sbb ismertetett elemi sorbanallasi rendszerek ezen
folyamatokra épulnek.

2.1.2.1 Markov-folyamatok

1907-ben A.A. Markov egyik cikkében definialta és tanulmanyozta azt a
folyamatot, amiMarkov-folyamatnakevezink (ill. diszkrét allapotter(i folyamat
esetéberMarkov-lancnak Legegyszerlibben a diszkrét idejii Markov-lancot
lehet megérteni. A valoszinlségi valtozQkK, } sorozata Markov-lancot alkot, ha
a kovetked felvett érték (allapot) X1, csak a pillanatnyi értéét (allapottol),
x-tOl fligg, a kordbbiaktél nem. Tehat ez olyan véletlen sorozat, amelyben a
fliggdség az iben visszafelé egy egységnyire terjed ki. Vagyis a mult befolyaséat
a folyamat joWjére teljesen tartalmazza a pillanatnyi allapot. Szemléletesen azt
is mondhatjuk, hogy a rendszer (a sztochasztikus folyamat) ,emlékezetnélkili”,
hiszen a multbeli értékek (az emlékezet) nem befolyasoljak a rendszdrgibv
viselkedéseét.

Folytonos ideji Markov-lanesetében barmelyik @pillanatban bekdvetkezhet
az allapotvaltozas. Ez arra késztet minket, hogy diszkrét allapotterii Markov-
folyamatok esetében vizsgéljuk meg, mennyi ideig marad a folyamat a pillanatnyi
allapotaban miéitt atlépne egy masik allapotba. A Markov- tulajdonsag miatt en-
nek az idtartamnak (valdészinliségi valtozonak) az eloszlasfliggvénye lIényegében
determinaltexponencidlisnakell lennie. Diszkrét ideji Markov-lancoksetén a
folyamat allapotvaltozas nélkili ddartama csageometriaieloszlasu lehet.

Analitikusan a Markov-tulajdonsagot a kdvetké&gppen lehet felirni:

P(X(tk+1) = xk’—i—l‘X(tk) = I’k,X(tk_l) = Tk—1, ,X(tl) = .fl?l) =
P(X (te1) = wpa | X (8r) = 71),
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aholt; < ty < ... < tp < tiy1 €sx; valamilyen diszkrét allapottér eleme,
1=1,...,k, k> 1.

2.1.2.2 Sziletési-halalozasi folyamatok

A Markov-folyamatok egy igen fontos specidlis osztalyailetési-halalozasi
folyamatok néven ismert. A definidld feltétel: minden allapotbdl csak
,szomszédos” allapotba mehet végbe atmenéllapottérnek ekkor az egész
szamok halmazat valasztjuk (ami nem megy az altalanossag rovasaxa)-€s
esetébenX, ; vagy i — 1, vagy i, vagyi + 1 lehet. A szuletési-halalozasi
folyamatoknak nagy szereplik van a sorbanallasi rendszerek vizsgalataban.

Ahhoz, hogy egyX (t) Markov lanc szuletési-haldlozéasi folyamat legyen, ki
kell elégitenie az alabbi feltételeket :

1.P (X(t+h)=k—1X() =k) = M\eh + o(h);
2.P (X(t+h)=k—1X(t) =k) = pxh + o(h);
3P (X(t+h)=kX@)=k)=1— M+ p)h+ o(h);
4. P (X(t+h)=m|X(t)=k)=o0(h), |m—k|>1,

ahol h egy tetsblegesen kis intervallumot jeleni(/) pedig olyan mennyiséget
jeldl, amely gyorsabban tabthoz, minth, hah — 0, vagyis@ — 0, hah — 0.

Vegyuk észre, hogy, ux pozitiv mennyiségek fliggetlenek adtdl. A \,-kat
szilletési intenzitasnak i, -kat pedighalalozasi intenzitdsnakevezzik.
Jeloljuk P, (t)-vel annak valészinliségét, hogy a folyamatiddpillanatban az
allapotban van, vagyis

Pi(t) = P(X(t) = k).

Ezt szokas abszolut valdszinliségnels nevezni. Ezen valdszinliségek
kiszamitasahoz figyelembe kell venni a kdvetidet. A ¢ + h id6pillanatban
aX(t) k allapotban van akkor és csak akkor, ha az alabbi feltételek teljesiinek:

1. t iddpillanatban a folyamat ak A&llapotban van és at,t + h)
iddintervallumban valtozas nem kovetkezik be;

2. tid6pillanatban a folyamata— 1 allapotban volt és &-ba tortént atmenet;
3. tiddpillanatban a folyamat &+ 1 allapotban volt és &-ba tortént atmenet;
4. (t,t + h) alatt 2 vagy tobb atmenet tortént.

Lathatd, hogy az 1-3 feltételek kolcsbonodsen kizarjak egymast, és a 4. eset
valoszinlsége(h).
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Vildgos, hogy & minden értékére teljes eseményrendsitesan szo, igy:

> Pit) =1, (1)
k=0

vagyis teljesil az umormalizalo feltétel

Az elbbbi feltételek teljesulése utan mar felirhatjuRdt + h) valdszinliséget:

Pe(t+h) = Pu(t){1 — \h — uph +o(h)}
+Pp_1(t){\—1h +o(h)}
+Pei{pk +1h+o(h)} +o(h), k>1.

Ha mindkét oldalbol kivonjuk & (t)-t és osztjukh-val, akkorh — 0 esetén a
kovetked differencialegyenletet kapjuk:

Py(t)
dt

= —XoFo(t) + i Pr(), (2)

WD = — (e + ) Pilt) + M1 Poa (£)+ (3)

+luk+1pk’+l(t)7 k= 1a2737""

Annak belatasa, hogy a fenti egyenleteknek létezik egyértelmlen meghatéro-
zott megoldasa nem koénnyi feladat. Az egyenletrendszer megoldhato, ha bi-
zonyos megkotéseket tesziink a sztiletési-halalozasi folyamatra vonatkozéan. Meg
kell adni aP;(0), k = 0,1, 2, ... értékeket, ezenkivil a normalizalo feltételnek is
teljesulnie kell.

Most tegylink egy kis kit&t. Adjunk egy intuitiv modszert arra, hogyan
lehet az ébbi differencialegyenlet-rendszert megkapni. Figyeljikalapotot.
Eszrevehetjilk, hogy oda csakka— 1 és ak + 1 allapotokbdl lehet atlépni.
Hasonloképpen & allapotot csak Ugy lehet elhagyni, hogyka— 1 vagy a
k + 1 allapotba jutunk. Mivel dinamikus szituaciot vizsgalunk, ezért vilagos,
hogy a két ratanak a kulonbsége, amellyel a folyamat belépakapotba, ill.
elhagyja azt, egyedlkell, hogy legyen az illét allapot abszolut valészinliségének
a megvaltozasaval. Ennek segitségével leirhatjuk, @) valoszinliségekre
vonatkoz6 mozgasegyenletet. tApillanatban az érkezés intenzitasa ebbe az
allapotba:

M1 Pr1(t) + pi1 Prga (1),
mig a tavozas intenzitasa:
<)\k + Mk)Pk(t)
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E ket kuldonbsége az abszolut valészinlsdoeli valtozasaval (derivaltjaval)
egyenb, azaz
dPy(t)
dt

De ez éppen a (3) 6sszefugdés- 0 eseten. Konnyl belatni, hogy ez az érvelés
ak = 0 esetben is korrekt egyenletre vezet.

= N1 Preo1(t) + o1 Preyr (£) — (Mg + ) Pi(t)

Az é&ltalanos, iéfliggd megoldas nehezen adhaté meg, ezért mi megelégszink az
an. egyensuly{vagy stacionarius) megoldassal, mivel ez sok esetben elégend

Definialjuk astacionariugnegoldast, mint egy,. valészinliségi eloszlast, amelyre
fenndll a kdvetke@: P, (t) = px. Ha egy ilyen eloszlas létezik, akkor egyértelm
és minderk-ra teljesul:

Mivel minket csak a folyamat @6l fliggetlen tulajdonsagai érdekelnek, ezért

elészor vegyuk a (3) baloldalanak hatarértékét> oo esetén, ed-val lesz
egyend, és egy kis atalakitassal a kovetidinearis differenciaegyenletet kapjuk:

ARDk = Mk 1Pkl = Ak—1Pk—1 — HiDPks k=12, ..
Ebdl arra kdvetkeztethetlink, hogy
Ae_1Pr—1 — Mipr = konstans k=1,2,..

A (2)-bol:
Aopo — p1p1 = 0.

Tehat a fenti konstansnak nullanak kell lenni, ezzel az alabbi egyégte
jutottunk:

LkPE = Ak—1Pk—1, kE=1,2,..

Ez a kovetkeéképpen értelmezh@t a baloldal & allapotbdl ak — 1 allapotba

valé atmenet rataja, ami egyensulyban vark a 1 allapotbdl ak allapotba
valé atmenet ratajaval, ami a jobboldalon talalhaté. igy az egyensulyi allapot
valészinliségei a kovetkgk:

Pk = )\kflpk 1= MPo
pe o M(k)T

ahol

k
INGOES | BY=T
i=1
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és
k
M(k) =[]
=1

A py valoszinliséget egyértelmlien meghatarozhatjuk, mivel a valészinlségi
eloszlasoK py; k = 0,1,2, ...} 6sszegének-nek kell lenni. Tehat, ha az

i1
K

H;W_sz

k
1i=1

sor konvergens, és 6sszegakkor

Po = 90_17

€s ez egyben a stacionaris eloszlas létezésének elégséges feltétele is.

A Poisson-folyamat

Avizsgalt rendszerek kdzll a legegyszerlibb a tiszta szlletési folyamat. Ebben
azt tesszuk fel, hogy @, = 0 mindenk esetén. Tovabb egyszerUsitve a problémat
tegytk fel, hogy\, = A\, &k = 0,1, 2, .... Ekkor a (2, 3) a kdvetkére redukalodik:

Pl = _\Py(t) + AP (t), hak > 1,

MO = _\Py(t), hak = 0.

Az egyszerlség kedvéert tegyik fel, hogy a rendszerdlapotbdl indul a0
idépillanatban, azaz

1 ,hak =0,
Pk(o):{ 0, hak #0.

Konnyd latni, hogy &P (t) valoszinliségre:
P(](t) = €_>\t.
igy ak = 1 esetre az alabbit kapjuk:

dP(t)

= =P (t e,
I 1( )+ e

Ennek a differencidlegyenletnek a megoldasa:

Pi(t) = Xe ™.
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Indukcioval folytatva a megoldast, konnyen meggydhetink, hogy

k! ’
Ez a hiresPoisson-eloszlas A konstans)\ szilletési intenzitdsu tiszta sziletési
folyamatban @fordul6 szilletések sorozatat neveRidisson-folyamatnak Vizs-
galjuk meg alaposabban a Poisson-folyamatot, mivel kbzponti szerepet tolt be a
sorbanallasi elméletben, ezenkivil ad ék élettelen természet sok folyamata-
nak viselekedését j6l modellezi. Példaként Fry megemliti, hogy a katonasagnal
a lérugéasbal erdil halalesetek ilyen folyamatot képeznek. Tovabbi példak a ra-
dioaktiv részecskéki kibocsatotty-sugarak sorozata, vagy a telefonhivasak id
pontjai.

Py(t) = k>0,t>0.

Mivel a kapott eredményeket kilsb a sorbanallasi rendszerek tanulmanyozasakor
szeretnénk felhasznalni, igy rogton sorbanallasi jel6léseket vezetiink be: a Poisson-
folyamatot mint igények beérkezését tekintjik valamilyen kiszolgalasi rendszerbe,
nem pedig mint egy populacio 0] tagjainak sziletését. Exée igénybeérkezés
atlagos intenzitasa. A kezdeti feltétellel egyuitdt) mennyiség megadja annak
valoszinliségét, hodyigény érkezik be &0, ¢) intervallumban. Vildgos, hogy ha
atlagosan\ igény érkezik be masodpercenként, ezért egpsszusagu interval-

lum alatt atlagosait szamu igénynek kell beérkeznie, azaddd alatt beérkezett
igények szdmanak varhato értéke

Bizonyitsuk ezt be !
Legyenu(t) a t hosszdségu intervallum alatt beéremények szama, igy a
kovetked adddik:

j{:kﬂ) —M

use (A)E = (AR
e Zﬁ:e )\tZ%.

k=1 k=0

Mivel e* = > SZ”—: kapjuk, hogy
=0 "

E(u(t)) = M.

Tehat a0, t) intervallumban beérkérigények szaméanak varhato értéie
A beérkezések szamanak szoérasahoz célszészd kiszamolni a kdvetkéz
momentumot:

E(v(t)(v ik k—1)P(t
k=0
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BS (At)*
e k(k—1) =
k=0
k

2 (k—2)!
7)\t(>\t>2 Z (>Z') _ ()\t>2

Ez utébbi mennyiség és dz(v(t)) segitségével a szérdsnégyzet az alabbi:
o,(t)? = BE(v(t)(v(t) — 1)) + E(v(t)) — (E(v(t))* = (A\t)* + Mt — (Mt)* = At

Az adédott tehéat, hogy a Poisson-folyamat szorasnégyzete és varhato értéké,egyenl
mégpedig mindket éppenit.

A Poisson-folyamat, mint tiszta szilletési folyamatot vezettik be, és levezettik
a P.(t) mennyiségekre - egy adathosszusagu intervallum alatt bekdvetkéz
érkezések szamanak valoszinliségeloszlasara - egy formulat. Vizsgéaljuk most meg
a beérkezések ipillanatainak egyittes eloszlasat, harelismert, hogy éppen

igény érkezett ebben az intervallumban. Osszuk fél, 8 intervallumot2k + 1
diszjunkt részre a kovetkéképpen. Azqo; hosszUsagu intervallumok&azék

meg af; hosszusagu intervallumokat = 1,...,k), és az utolsd intervallum

a1 hosszusagu legyen, tovabba

k+1 k

i=1 =1

Jelentsed, azt az eseményt, hogy éppen egy beérkezés forduhelden egyes
G; intervallumban(i = 1,2,...,k), az a; intervallumban pedig egy semA;
valoszinliségét akarjuk kiszamolni, feltéve, hogy éppdreérkezés torténik a
(0,t) intervallumban. A feltételes valoszinlség definiciojabdl

P(Aj|pontosark beérkezés &), ¢) alatt) =

__ P(A, €S pontosan beérkezés,+) alatt
~  p(pontosan: beéerkezeg ) alath

Amikor a Poisson-folyamat szerinti beérkezéseket vizsgaljuk diszjurikt id
intervallumokban, akkor figgetlen eseményeket vizsgalunk, azaz ezek egyiittes
valoszinliségét az egyes valdszinlségek szorzataként lehet kiszamolni. Kénnyl
latni, hogy

P(egyetlen beérkezés egyhosszusagu intervallum alate \3;e
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és
P(nincs beérkezés egy; hosszusagu intervallum alate e~
Kihasznalva ezt, azonnal kapjuk a kdvetiez

P(Ag|éppenk beérkezes0, ¢) alatt) =

()\ﬁl)\@m)\ﬁke—mle—wgme—wk)(e—mle—xm_“e_mk) B .
(M) /RT)e = ()
tk

Masrészt tekintsiink egy olyan folyamatot, amelipa) intervallumbank darab
pontot valaszt ki egymastal fuggetlendl, mégpedig mindegyiket az intervallumon
egyenletes eloszlas szerint. Kénnyen belathatd, hogy

P(Ag|éppenkt beéerkezeg0, t) alatt) = (%) <%) (%) k!, 5)
ahol ak! tényed amiatt jelenik meg, mert nem kulénboéztetjik meg gont
permutacioit. Eszrevehetjiik, hogy a (4) és a (5) 6sszefliggésekben megadott két
feltételes valoszinliség megegyezik, és ennek alapjan arra gondolhatunk, hogy
ha a Poisson-folyamatbanidd alattk beérkezés torténik, akkor a beérkezések
eloszlasa ugyanaz, mihtdarab ugyanazon az intervallumon egyenletes eloszlasu
pont eloszlasa. Ennek pontos igazolasa a fenti gondolatmenet finomitasaval
elvégezhdi. A sziiletési folyamat tulajdonsagaibol kénnyl levezetni, hogy a
Poisson-folyamat homogén; vagyis Kds, s + t) jeloli at hosszusag(s, s + t)
intervallum alatti beérkezések szadmat, akkor

()\t)kef)\t
kT

fuggetlendl attol, hogy hol helyezkedik el az intervallumon (vagyis fiiggetlendil az
intervallums kezddpontjatol).

P(X(s,5+1) = k) =

Most a Poisson-folyamat €s az exponencialis eloszlas kdzotti 6sszefligges
vizsgalatara térink at. Az exponencialis eloszlasnak szintén kbzponti szerepe
van a sorbanallas elméletében. Tekintsik waldszinliségi valtozot - a két
egymas utani ,szomszédos” beérkezések kozott eli@hk,idmelynek eloszlas- és
slrtsegfugvenyét'(t), ill. f(t) jeldli. Ekkor f(t)At 4+ o(At) a valészinlisége
annak, hogy a soron kovetkebeérkezésig a legutolsd beérkedésttelt idd
legalabhy, de legfeljebh(t + At).

Mivel F'(t) a valoészinGsége annak, hogy a beérkezéesek kozotti idezeért

F(t)=1— P >1).
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De P(t > t) éppen annak valoszinlisége, hogy egyetlen beérkezés sem koévetkezik
be a(0, t) intervallumon, azaZ(t). Azt kapjuk tehat, hogy

F(t) =1- Py(t),
igy az eloszlasfuiggvény (a Poisson esetben)

Ft)=1—e, t>0. (6)

s sy

Ezt differencialva, a strliségfiiggvény:
ft)y=xe ™ t>0.

Ez a jol ismert exponenciadlis eloszlas, tehatPaisson-folyamat esetén a
beérkezések idokdze exponencidlis eloszlasu

Az exponencidlis eloszlas legfontosabb jellé&ezz, hogy emlékezetnélkili, azaz

a val6észinliségi valtozé multja nem jatszik szerepédijgvek meghatarozasaban.
Ezen a kovetkex értjuk. Képzeljuk el, hogy & idopillanatban kdvetkezett be
egy beérkezés. Ha azt kérdezzik, hogy mi a legkdzelebbi beérkezésigt eltel
id6 eloszlasa, a felelet nyilvanvalo, a (6) képlet adja meg az eloszlasfliggvényét.
Teljék el bizonyos id, mondjukt, masodperc, ez alatt ne torténjen beérkezés.
Ekkor Ujra megkérdezhetjik: Mennyi a valészinlisége annak, hogy a legkdzelebbi
beérkezésig mostantdl szamitvalo telik el. Ez a kérdés csak annyiban kulon-
bdzik a0 id6pillanatban feltett kérdést hogy most tudjuk, a két beérkezés kdzott
elteld id6 legalabbt, masodperc. Ahhoz, hogy feleljink a masodik kérdésre, a
kovetked szamitasokat végezzik:

P <t +to|f > to) = Dlesisttto)

. _ P(t>to)
P(t<t+to)—P(t<to)
P(t>tg) ’
A (6) miatt
B B 1 _ e—A(t—l—to) _ (1 _ e—/\to)
Pt <t+tylt > ty) =
( -~ + O| 0) 1—(1—€7>\t0) 9
és igy

PE<t+tlf >t)=1—eM=PE<H).

Az eredmény azt mutatja, hogy ha az utols6 beérkezég, add telt el, akkor a
kovetked beérkezésig hatralévdd eloszldsa ugyanaz, mint a beérkezés8kiik
feltétel nélkili eloszlasa. Vagyis a jokeli beérkezés valdszinlisége fliggetlen
attol, hogy a legutolsé beérkezélsszamitva mennyi id telt mar el. Tehat egy

exponencidlis eloszlasu valoszinliségi valtoz@jéviiggetlen a valtozé multjatol
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- az eloszlas iflben allandé marad. Es ez az egyetlen olyan folytonos eloszlas,
amely ilyen tulajdonsagu. Nem nehéz belatni, hogy

1—e ™= Xh+o(t).

Ez nyilvan egyenértéki a
=t
lim L A
t—0 t

allitdssal, amelyet a L'Hospital-szaballyal egyszerien bebizonyithatunk. Hiszen

1 — -t/
i (L)
t—0 t/

=\

ya

Az 1—e M = M+o(t) egyenbség a kédbbiekben nagyon fontos lesz szamunkra.

2.2 Elemi sorbanallasi elmélet

) oz

A sorbanallasi elméletre vonatkozo "elemi” @lazt fejezi ki, hogy olyan rendsz-
ereket vizsgalunk, amelyek tiszta Markov-folyamatok, és ennek koévetkeztében az
allapotatmenetek leirdsara egyszerl, kénnyen kezfetisstzefliggéseket kapunk.

Az el6z6 fejezetben azokkal az egyenletekkel foglalkoztunk, amelyek a sziletési-
halalozéasi folyamatok abszolut valészinliségeit &tdidfliggetlendl irtak le. A

(7) 6sszefuggés a fejezet Iényeges eredménye; az anyag tobbi része nem mas, mint
ennek egyszeri alkalmazasa. Itt Ujra csak azt az univerzalis eszkdzt hasznaljuk,
amit mar korabban is igénybe vettink, és még sokszor fogjuk alkalmazni a zart
rendszer hataran araml6 anyagi részek mennyiségének kiszamitasanal. Egyensu-
lyi helyzetben a rendszerbe bearamlé anyagmennyiségnek éggé&rkell lennie

a rendszertl kiaramléval. Ezeknek az alapweeredményeknek az alkalmazasa
nem csupan gyakorl6 feladat, ez az a pont, ahg$ézir kapunk olyan egyen-
leteket, amelyek a sorbandllasi rendszerekkel kapcsolatos mérnoki és tervezeési
gyakorlatban is alkalmazhatok.

A kégbbbiek soran a kdvetkéképpen jarunk el. Bevezetink egy(t)
sztochasztikus folyamatot, ami tadik iddpillanatban a kiszolgald egységnél
tartozkodo6 igényeket jeldli majd. A beérkezési és kiszolgalasi folyamatok
eloszlasainak felhasznalasaval megadjukh addintervallum alatti atmeneti
valészinliségeket.  Mivel a fellép eloszlasok exponencialisak, aX (t)
folyamat Markov-tipusu lesz, 6¢ szlletési-halalozasi folyamat.  Konkrét
rendszereknél mindig meghatarozzuk a sziletési, halalozasi intenzitasokat, és
ezek felhasznalasaval megkeressiik az egyenletrendszer megoldasat. Berkdvet
kiszamitjuk a rendszer miikédésére vonatkoz6 jelfdmaiz (pl. atlagos sorhossz,
kihasznaltsagok, atlagos varakozasi gib.)
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2.2.1 Stacionarius szuletési-halalozasi folyamatok

Az elbbbi fejezetben sztochasztikus folyamatok kil6rib6gztalyait tanulmany-
oztuk. Azt allitottuk, hogy a sorbandllasi rendszerek vizsgalatdban ategrete-

pik van a Markov-folyamatoknak. Ezen belil is egy specialis Markov-folyamatot
vizsgaltunk meg - a szlletési-halalozasi folyamatot. Megmutattuk, hogy a szlletési-
halalozasi folyamatoknak az az igen ,,j0” tulajdonsaguk van, hogy mind a szileté-
sek, mind a haldlozasok kozottide@xponencidlis eloszlasu (ami kozvetlen kovet-
kezménye annak, hogy ezek Markov-folyamatok - feltéve, hogy a rendszer nem
Ures). Ezutdn megadtuk a folyamat allapotegyenleteit. Ennek az egyenletrend-
szernek a megoldasa adja meg a sorbanallasi rendszer abszolut valészinliségeinek
idobeli viselkedését. Jelen fejezetben ezeknek az egyenleteknek hataratmenet
Gtjan adddé alakjait vizsgaljuk, igy a szlletési-halalozasi sorbanallasi rendszerek
stacionariusviselkedését kapjuk meg.

Az elemi sorbanallasi elmélet egyrészt torténeti okokbol, mésrészt pedig
azért fontos, mert alkalmas arra, hogy szemléltesse a bonyolultabb sorbanallasi
rendszerek jellendit. A kapott eredmények betekintést nydjtanak sok egyéb
sorbandllasi rendszer viselkedésébe.

Nem szabad elfelejteniink, hogy a sziletési-halalozasi folyamat miképpen
felel meg a sorbanallasi rendszereknek. PI. tekintsiink egy orvosi varészobat
(amelyben esetleg varakozni kell), és tekintstink egy orvosi réhdalint egy
kiszolgaloegységet. Minden egyesdombntot, amikor egy paciens belép az
utcarol a vardszobaba, agy tekintjuk, mint egy igény beérkezését a sorbanallasi
rendszerbe; masrészt ezt a beérkezést ugy is fel lehet fogni, mint egy
populacié 0] tagjanak sziletését - a populaciot a jeléniegciensek alkotjak.
Hasonl6képpen, amikor kezelés utan egy paciens elhagyja a deneldl mint a
a sorbandllasi rendszéibvalo tavozast tekintjuk, a sziletési-halalozasi folyamat
terminologiajaban ez a populacio egy tagjanak halalat jelenti.

Minthogy a )\, szlletési és ayu, halalozasi egyutthatokat szabadon
valaszthatjuk meg, ezért kulonféle sorbandllasi rendszerek konstrualasara van
lehetséguink, mint ezt révidesen latni fogjuk.G8k6r azonban hatarozzuk meg a
stacionarius megoldasokat az altalanos esetre.

2.2.1.1 Altalanos stacionarius megoldas

Amint azt az ebz6 fejezetben lattuk, a sziletési-haldlozasi folyamatdkoid
flggd megoldasa gyakorlatilag kezelhetetlenné valik, amint bonyolultabb
sziletési-haldlozasi\,, pu; intenzitasokat veszink. Tovabb4, még ha a
P(t) fuggvényeket meg is tudnank hatarozni, nem vilagos, mennyire segit
minket ez a flggvényhalmaz abban, hogy jobban megértsik a sorbanallasi
rendszer viselkedését. Ezért természetes, hogy azt kérdezzik, vdjpn)a
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valoszinliségek novekedésével megallapodnak-e végiil is valahol, megszlnik-e
id6beli valtozasuk, beall-e stacionarius allapot. Legyen

P ‘= thm Pk(t),

ahol p, jelenti azon esemeény valdszinliségét, hogy a rendsadlapotban van.
Nagyon fontos, hogy megértsik: jollehepamennyiségek ( feltéve, hogy létez-
nek ) nem & flggvényei, ebbl nem kdvetkezik, hogy a hataresetben nem megy
at a folyamat az egyik allapotbdl a masikba. A populacio tagjainak szama valtozik
az iddvel, azonban annak valészinliségét, hogy a rendstaagu lesz, nagy-re
éppenp;, adja meg.

Feltételezve, hogy a hatarérték létezik, a szlletési-halalozasi folyamatokra felirt

(2, 3) egyenletben aim; .., dPC‘;t(t) mennyiséget nullaval tehetjik egyéwmé.
Ebbdl azonnal adddik, hogy
0= —(Xe + k) Pk + Ne—1Pk—1 + Hk+1Pk41, hak > 1,
0 = Aopo + H1p1, ha k=0

Eztk minden értékére atirva, a kovetikekapjuk:

0= —(Mk + fk)Pk + Ne—1Pk—1 + [ht1Pk+1, k=0,1,2,..

feltételezve, hogy,_1 = 0, ésyy. Megkoveteljik a teljes eseményrendszerre
vonatkozé 6sszefliggést is, melyre normalizalé feltételként hivatkozunk majd :

Zpk =L
k=0

Egyensulyi helyzetben a befelé iranyul6 folyamnak egyeek kell lennie
az adott allapotbdl kifelé iranyul6 folyammal. A allapotra koncentréalva
megfigyelhetjik, hogy

e a bearamlés intenzitasaallapotba 2, _1px_1 + frr1Drr1s
e a kiaramlas intenzitasafadllapotbol £\, + 1 )py.
Egyensulyi helyzetben ez a kétinegegyezik, igy azonnal kapjuk, hogy
Ne—1Pk—1 + Mt 1Dkt1 = (A + ) D

Megmutatjuk, hogy a kdvetkézisszefliggés all fenn

Ae—1Pk—1 = [kDk-
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és az altalanos megoldas:

- )\0)\1--~)\k71
Pk = ————Po-
Hipto..
Az 0sszey, valdszinlseget egyetlen ismeretigrallandoval fejeztik ki:
k—1 \
pk:pUH . ) k:071727"" (7)
o Mi+1

(Az Ures szorzat értéke definicié szerigt A normalizalé feltétel segitségével
meghatarozhatjuk gy-t, nevezetesen

1
Po = oo k—1 ’
1+ =

Ez a szorzatalaki megoldasegyik legfontosabb egyenlete az elemi sorbanallasi
elméletnek

Most megvizsgéljuk @, stacionarius valoszinliségek létezését. Pontosabban
azt kell megnézni, hogy ezek a mennyiségek valdban valészinlségeloszlast
alkotnak-e. Ehhez viszont az szukséges, hogy,a> 0 legyen. Ez az
egyenletekben szeréplsziletési és halalozasi egyitthatokra ro ki feltételt.
Lényegében azt koveteljik meg, hogy a rendszer alkalomadtan dres is legyen.
Az, hogy ez feltétele a stabilitasnak rogton elfogadhatonak latszik. Pontosabban
osztélyozhatjuk a lehéségeket, ha ébb definialjuk az aldbbi két 6sszeget:

Azt mondjuk, hogy a szuletési-halalozasi folyamat minden egyes allapota
ergodikus ha
S1 < 00,55 = o0;

rekurrens nullaha

ST = 00,55 = o0;
atmenetj ha

Sl = 0, SQ < Q.

Az ergodikus esetbem, > 0, és akkor kapjuk a{p.} stacionérius
valoszinliségeket. Ez a legfontosabb eset szamunkra. Az ergodikussag elégséges
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feltétele teljesil, ha &)\, /ux} sorozat egy bizonyos értéktl kezdve végigl
alatt marad, pontosabban ha |étezik valamilygmozitiv egész szam és> 0
agy, hogy minderk > k, értékre fennall

A
ZE o1
Mk

A legtdbb vizsgalt sorbanallasi rendszerben teljestl ez a feltétel.

2.2.1.2 A sorbandllasi rendszerek jellenta

Ahhoz, hogy teljesen jellemezziink egy sorbanallasi rendszert, azonositanunk kell
azt a sztochasztikus folyamatot, amely a beéikiggnyeket irja le, és le kell
irnunk a kiszolgalas szabalyait és strukturajat. A bedrKelyyamatot altalaban

az egymas utan beérkemgények kozotti idintervallumok valészinliségeloszlasa
segitségével irjuk le. Jeldljd(t) a beérkezési itkdzok eloszlasfiggvényét. A
sorbanallas elméletében tobbnyire feltesszik, hogy az egymas utani beérkezések
kozOtti idokozok (réviden beérkezési id6kdz azonos eloszlasu fluggetlen
valoszinliségi valtozok (ezért a beérkezési folyamat delljitasi folyamatot
alkot).

A masik sztochasztikus mennyiség, amit meg kell adni, a beérkginyek

altal a csatornaval szemben tamasztott kévetelmények (munka) nagysaga; ezt
kiszolgélasi iddnekevezzik és valdszinlségeloszldsat)-szel jeloljuk.

A kiszolgalas ideje annak azddhtervallumnak a hosszat jelenti, amelyet az igény

a kiszolgal6 egységben eltolt.

A kiszolgalas szabalyara és strukturajara vonatkozoan tovabbi mennyiségeket kell
meghatarozni. Az egyik @efogaddképessg@mi nem mas, mint a varakozoé
sor maximalis hossza. Ezt rendszeriRtval jeldljiuk, és értékét gyakran
végtelennek tekintjik. Egy tovabbi jelleihza rendelkezésre allkiszolgalo
allomasok (csatorndk) szama kiszolgalasi sorrendrja le azt a szabalyt, amely
szerint a varakozok kozul sorra kerlilnek az egyes igények kiszolgéalas celjabol.
A leggyakrabban hasznalt kiszolgalasi elvek : FIFO (First In - First Out) -
érkezési sorrendben; LIFO (Last In - First Out) - forditott sorrendben tbrtén
kiszolgalasok. Ha a beérk@igényeket bizonyos csoportokba tartozas szerint
meg lehet kilonboztetni, akkor a csoportok kdzitoritast lehet megallapitani,
€s ezen a prioritason alapul a kiszolgalas sorrendje. Ez az egyik legalkalmasabb
Utemezési elv, mivel igy az igények kozotti fontossagi sorrendet felallitva torténik
a kiszolgalas.

A prioritdsos sorbanallasi elvnek kéi fipusa van:abszolutésrelativ. Az
elébbi azt jelenti, hogy ha egy igény kiszolgaladsa folyamatban van, és érkezik
egy magasabb prioritasu igény, akkor az éppen kiszolgalas alatt all6 folyamat
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kiszolgalasa megszakad, és Ujra bedll a varakozasi sorba. ®liviidgadott
prioritasi osztély hianyaban nem mindig alkalmazhato6 a FIFO elv. PI. figyeljink
meg egy CPU utemézsort egy interaktiv rendszerben. A sorbadf@ldulhatnak
olyan jobosztalyok is, amelyek rendkivil nagy CPW@igknnyel rendelkeznek.
Ha egy ilyen job megkapja a CPU-t, akkor az utana kévetkehoknak nagyon
hosszu idt kell varniuk. Legtdbb esetben az lterdemnegvizsgalja az adott job
el6z6 kiszolgalasi idejét, és ez alapjan ad prioritast. Ilyenek pl. énsdtasos
(Time Sharing, roviditése TS) vagy Round-Robin (RR) Utemezési elvek.

A sorbanallasi rendszerek hatékonysaganak és teljesitményének vizsgalatahoz
a kovetked mébszamokat fogjuk meghatarozni: aggnyek varakozasi idgje
a rendszerben lévigények szamaa foglaltsagi intervallum hosszévagyis az
a folytonos idintervallum, amelyben a kiszolgalé egység allandéan foglalt); az
Uresjarati id6szakasz hossza pillanatnyimunkahétralék eloszlasavindegyik
mennyiseg valoszinlseégi valtozo, és igy teljes valoszinliségszamitasi jellemzeésui-
ket (vagyis eloszlasfliggvenyuket) keressik, amit altaldban nehéz megadni, igy
sokszor megelégsziink az atlagos mennyiségekkel.

Az elemi sorbanallasi elmélet egyrészt torténeti okokbdl, masrészt pedig azért
fontos, mert alkalmas arra, hogy szemléltesse a bonyolultabb sorbanallasi
rendszerek jellendt is.

Egyszerliség kedvéért tekintsiinkstor egy egykiszolgalds rendszert !

A sorbanallasi rendszerek teljesitményének méréseére legalkalmasabb eszkdz a
torlédas vizsgalata. Legyen egy dimenzidé nélkuli mennyiség, amelyet a
kovetkeDdképpen lehet definiélni:

atlagos kiszolgalasi

= forgalmi intenzitas= - - -
¢ g atlagos beérkezeésio#oz

Feltételezzlink egy végtelen populacioju modellt, jeldljik a beérkezési intenzitast
A-val, az atlagos kiszolgalasiot1 /u-vel. Ekkor a kdvetkeidt kapjuk:

0 = érkezeési intenzitas atlagos kiszolgalasi = —.
7]

Az 1-nél nagyobbforgalmi intenzitdsazt mutatja ,hogy az igények gyorsabban
erkeznek, mint ahogy egy szerver (kiszolgaldéegység, csatorna) ki tudna szolgalni
Oket. Jeldljex(A) az A esemény karakterisztikus fliggvényét, azaz

(4) 1, haAteljesl,
X0 0, hanem A teljesill
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és X(t) = 0 azt az eseményt, hogy a kiszolgal6 tétlenrdik idopillanatban.
Ekkor a szerver idegységre @skihasznéltsaga

T

%/xmw £0) dt

0

ahol 7' egy elegenden hosszu idintervallum. HaT — oo esetén a fenti
mennyiségeknek létezik hatarértéke, akkor a szekiersznaltsagarzt azl,-
sel jelolt mennyiséget értjuk. Tovabbaaloszinliséggel fennall

U, = lim l/x(f(t);&O)dtzl—pO:

T—oo T
0

ES
Eé + Ei’

ahol py annak stacionarius valészinlsége, hogy a szerver tdilen, kiszolgald
egység atlagos foglaltsagi periodushosszétpedig az atlagos tétlenségi perié-
dushosszat jeldli.

Ez az 0sszefliggés Markov-folyamatoknal specialis esete a kobetggakran
felhasznélhato relacionak. Legyérit) egy ergodikus Markov-folyamatl pedig
allapotterének egy részhalmaza. Lé&thatd, hagy) az idd folyaman felvaltva
tartozkodikA-ban és4-ban. Ekkorl valészinliséggel

1 T
lim — /XX EAdt) D
T—o0 T ( 0 ( ( ;
_ m(4)
m(A) +m(A)’
aholm(A) ésm(A) az A ill. az A részhalmazban valo atlagos tartzkodasét id
jeldli egy ciklus alkalmavalp; pedig azX () folyamat ergodikus eloszlasa.

Egym parhuzamos szervaiball6 rendszerben atlagosam'/m igény érkezik
szerverenkent, feltéve, hogy a forgalom egyenletes eloszlasu kszolgalo
egység kozott. Ha minden beérkezett kérés kiszolgélasa atlaggsaaeig tart,
akkor a szerver teljes foglaltsagi idejének varhato értékém . Osszuk el ezt a
mennyiseéget -vel, igy a

o= A
mi
Mivel a kihasznaltsag maximum lehet, igy azm szerveres rendszer
kihasznaltsagi tényére vonatkozo korrekt kifejezés:

e
o=minqg —.,15.
muy
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Masik gyakran haszndlt teljesitményrad@szkoz a szamitdgépes rendszerek sor-
banallasi modelljének analizisébeneadszer atbocsatoképességéniekgalata.

Ezt a mennyiséget Ugy definialhatjuk, mint agégységenként kiszolgalt igények
atlagos szdmat.m szerveres rendszerben mindetdedység alatinoyu igény
kiszolgalasa fejemik be, igy az

atbocsatoképességmop = min{\, mpu}.

Ami azt jelenti, hogy az atbocsatoképesség ekvivalengekezesi intenzitassal,
amennyiben a kisebb, mint a maximalis kiszolgalasi sebesseég), azon tul az
atbocsatoképesség bealli-re.

A legjelentsebb teljesitménym@reszkdz az igények szempontjdbdél az &z, id
amit a varakozasi sorban vagy a rendszerben tolt. Definialjuk; aarakozasi
idot, mint aj-dik igény varakozasi sorban eltoltott idejet, €s;avalaszidot mint

az igény altal e rendszerben eltoltott teljestid Ezen jeldléseket hasznalva a
kovetked egyenbséget kapjuk:

Ty =Wj +5;,

ahol S; a kiszolgalasi i@t jeloli. W; ésT} is valészinliségi valtozo, varhato
értékuklV; ésT; alkalmas a rendszer teljesitményének mérésére.

A rendszer teljesitményének vizsgalata torténhataeakozasi sor hosszanak
mérésével is. A)(t) valdszinliségi valtozo jelentset adbpillanatban a sorban
talalhaté igények szamat, €§(¢) a ¢ iddpillanatban arendszerben taldlhato
igények szamatEgy rendszerben |Iévigény vagy a varakozasi sorban van, vagy
éppen kiszolgalas alatt all, tehatszerveres rendszer esetén:

Q(t) = max{0, N(t) — m}.

Miel6tt ratérnénk az elemi sorbanallasi rendszerek vizsgalatara, bevezetjik a
Kendall -féle jeldlést, melyek segitségével osztalyozhatiakt.

Az A/B/m/K/N szimb6lum, olyan sorbanallasi rendszert jeldl, ahol

e A: abeérkezési itk6zok eloszlasfiiggvénye,

B: a kiszolgalasi id eloszlasfliggvénye,

m: a kiszolgalok szadma,

e K: a rendszer befogadoképessége, azaz a kiszolgaloegységhben és a
varakozasi sorban tartézkodd igények maximalis szama,
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e N: azigényforrds szamossaga.

Ha az emlitett eloszlasok exponencidlisak, akkaVigeldlést hasznéljuk. Tovabba,
ha a befogadoképesség vagy az igényforrds szdmossaga végtelen, akkor ezeket a
jeloléseket elhagyjuk.

igy pl. azM/M/1 rendszer, egy egy kiszolgalos Poisson beérkezéssel és expo-
nencidlis kiszolgalasi igvel jellemzett rendszert jeldl. Ax//G/m rendszernél

a beérkezések Poisson-folyamat szerint torténnek, a kiszolgatksalthlanos
eloszlasuak, és: szerver all rendelkezésiinkre.

Az M/M/r//Nrendszer esetén az igények eljyelemi forrasbél szarmaznak
ahol exponencidlis eloszlasu ideig tartozkodnak, a kiszolgal&sgtység végzi
exponencialis eloszlasu ideig.

2.2.2 AzM/M/1 tipusu klasszikus sorbanallasi rendszer

Az M/M/1 rendszer a legegyszerlibb nemtrivialis fontos rendszer. Emlékezzuk
ra, hogy ebben az esetben a beérkezési folyanparaméter(i Poisson-folyamat,
vagyis a beérkezési@dzok\ paraméterli exponencialis eloszlasu valészinlségi
valtozok. A kiszolgalasi idk 1 paraméterli exponencidlis eloszlasu valoszinliségi
valtozok. Feltesszilk tovabba, hogy a beérkezé&Skddok, és a kiszolgalasi
idok egymastodl fuggetlen valoszinlségi véaltozok. Jeldlje mest) a t-ik
idopillanatban a rendszerben tartozkod6 igények szamat, és ekkor azt mondjuk,
hogy a rendszer & allapotban van. Mivel a fellép valoszinliségi valtozok
exponencidlis eloszlasuak, vagyis emlékezet nélkuliekX &2 folytonos idejl
Markov-lanc lesz.

Vizsgaljuk meg a rendszer allapotvaltozasainak valészinliségeit egyradott
id6tartam alatt:

Pegs1(h) = (Ah+o(h)) (1 — (ph + o(h)) +
kZZZQ (A + o(h)* (uh + o(h))*
=0,1,2,....

Az 0sszeg els tagja annak a valészinlisége, hogy a rendszerben egy igény
érkezett, és nem szolgaltak ki egyet sem. Az 6sszeg masodik tagja pedig
annak a valészinliségét adja, hogy a rendszerbe 2 vagy tébb igény érkezett, és
a beérkezettnél eggyel kevesebb kertlt kiszolgalasra. De ez a valdszinliség éppen
o(h)-val egyend, igy

Pk,k+1(h> = Ah + O(h)
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Az elbbbiekhez hasonl6an irhatd fel annak valészinlisége, hogy a reridszer
allapotban volt és & id6tartam utan & — 1 allapotba kerult:

Pri-1(h) = (ph+o(h)) (1 — (Al + o(h)) +
Sorey (A +o(h)* ™ (uh + o(h))"
= ph +o(h).

Kdnnyen lathaté tovabb4, hogy
Py j = o(h), | k—J|>2.

Tehat egy olyan szilletési-halalozasi folyamattal van dolgunk, amit a szliletési és
haldlozasi intenzitasok alabbi megvalasztasaval lehet jellemezni:

M=)\ k=012 ..,

Wi = b, k=1,2,3...

Vagyis az 0sszes szlletési intenzitgsaz 6sszes halalozasi intenzitas pedig
u. Feltesszik, hogy végtelen hosszusagu sorok is létrejohetnek, és az igények
kiszolgalasa FIFO elv alapjan torténik.

Helyettesitsik be az intenzitasokat a (7)-be, igy a kovétkebdik:

k—1

vagyis
A k
ol

Az eredmény kézenfekv Az ergodikussag feltétele altalanossagban (és igy
annak is, hogy egy;. > 0 stacionarius megoldast kapjunf) < oo ésS; = c;
esetlinkben az ddeltétel:

00 00 k
Dk A
-3 (3) <
o PO =o W
Az egyenbség bal oldalan lévsor akkor és csak akkor konvergens, ha

Mp < 1.

Az ergodicitds mésodik feltétele esetiinkben
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Ez akkor teljesul, ha\/u < 1. Tehat az ergodikussag sziikséges és elégséges
feltétele az M/M/1 sor esetén egyszerlieh < pu. A py valészinlség
kiszamolasahoz a normalizalé feltételt hasznéljuk és azt kapjuk, hogy

1

Po = T/\k-
1+ (%)
k=1

Mivel A < i, ezért az 6sszeg konvergens, és igy

1 ) A
1+ I_A’ju I

A kihasznaltsagi tényérp = ﬁ vagy 1. A stabilitas feltétele miatt a
0 < o < 1 egyenbséget meg kell kdvetelni. Ez biztositja, hogy> 0 legyen.

lgy
Pr = (1_Q)Qk7 k:071727"'7

amely val6ban valdszinliségi eloszlas, nevezetesen a geometriai eloszlas.

A rendszeijellemzéi

(1) A rendszerben tartézkodgények atlagos szama
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[e'S) 2 2
Y 4% 4%

k(k — 1)pr + + —2( ) =
ZO T I-0? T 1-0

P & 0 o\
1—0)0°— k — =
( Q)ngzzg 1 < )

k=0

20 o _<L>2: 0
(1-902 1-0 \l-p (1—0)?

(I1.) A véarakozo igényelatlagos szaméatlagos sorhossz):

Q=) (k=1p = Zk‘pk—Zpk ~(1-p)=N-g=-°
k=1

Az atlagos sorhosszorasnégyzete
0 2 2
—2 o (I+o0o—0p
=Yk 1pp Q= LU
P (1-0)
(11.) A szerver kihasznaltsaga
A
Us=1-py=—=0o
7]
Ismert tovabba, hogy

1
_ A
bo = %—‘—E(S’
ahol E£6 akiszolgalo atlagos foglaltsagi periédushos,s%ea tétlenségi id
varhat6 értéke. Mivel a szerver addig tétlen, amig igény nem érkezik, az
pedig exponencialis eloszlad(paraméterrel. Igy

l—0=7
X

melykdl
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(IV.) Egy igényvéarakozasi idejéne&loszlasa:

Megmutatjuk, hogy egy tetdkeges olyan sorbanallasi rendszerre, amelybe
az igények Poisson-folyamat szerint érkeznek,

Py(t) = Ry (1),

ahol P,(t) - mint kordbban is - annak valoszinlisége, hogyédlanatban a
rendszer & éallapotban vanRy(t)) pedig annak val6szinlisége, hogy egy a
t pillanatban érkez igény a rendszert/aallapotban talalja. Legyen

A(t,t + At)

az az esemény, hogy egy beérkezés torténik @+ At) intervallumban.
Ekkor
Ri(t) := lim P (X(t) = k|A(t,t + At)),

At—0
ahol X (t) a rendszerbeli igények szama aillanatban. Felhasznélva a
feltételes valoszinliség definiciojat,
. P(X(t)=Fk,A(t, t+ At))
Ri(t) =1 =
() = fim ——p (A(t,t + At))
~ lim P (A(t,t + At)|X(t) =k)P(X(t)=k)
A0 P (A(t,t + At)) '
Poisson-folyamat esetén tudjuk, hogy (az emlékezetnélkiliség miatt) az

A(t,t + At) esemény nem fugg @apillanatban a rendszerben tartézkod6
igények szaméatol (és magatot alétol sem), ezért

P(A(t,t + At)|X(t) = k) = P (A(t,t + At)),

igy

vagyis

Azaz, annak val6szinlisége, hogy egy beévkiegny a rendszert &
allapotban talalja, éppen azzal a valészinlséggel egyezik meg, hogy a
rendszer a% allapotban van.

Ha egy tetséleges pillanatban egy igény érkezikannak a valészinlisége,
hogy nem kell varkoznia, hisz ekkor a rendszer dres. Minden mas
esetben varakoznia kell. Tegyuk fel, hogy az érkezés pillanatalgény
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(V)

tartozkodik a rendszerben. Ekkor az ékégénynek meg kell varnia mig a
kiszolgalas alatt all6 igény kiszolgalasa befégik és az ditte allén — 1
igény elhagyja a rendszert.

Feltettlk, hogy a kiszolgalasok egymastdl figgetlenek: ggaraméteri
exponencialis eloszlastuak. Koztudott, hogy az exponencidlis eloszlas
emlékezetnélkili, igy a kiszolgalas alattéeigény eloszlasa fliggetlen attol
midta folyik a kiszolgélas, ezért a varakozas id vagy Erlang- eloszlasu

u paraméterrel, ég, esetbenn paraméterrel. Emlékeztail a & és u
paraméter(l Erlang-eloszlas sirlségfliggvénye:

k—1
fule) = % 030

Jeldlje fiy (x) egy tetsbleges igény varakozasi idejének strliségfuggvenyeét,
x > 0. Ateljes valészinliség tétele értelmében:

o ()
= "1 — o) = (1— _
; n— 0" 0 @uz k,
(1 — o)ope (1797,
Tehat
fw(0)=1—p, haz =0,
fw(x) = o(1 — 0)pe #1927 hazx > 0.
gy

FW(.Z') = 1 — Q0 + Q (1 - 6_“(1_9)“:) = 1 —_ Qe_u(l_g)x.

Az atlagos varakozasi @
e
W = / xfw(x =oFEd = N-—.

Egy igénytartézkodasi idejéne&loszlasa:

A gondolatmenet az é6h6z hasonld, de az igény akkor hagyja el a
rendszert, haét is kiszolgaltak, igy az Erlang eloszlast 1 taghdl tewdik
0ssze. Tehat a strliségfiigvény:

e} o

fr(x) = Z(l — g)g”%ﬁpe—w = pu(l —p)e™ ™ Z

n=0 ’ n=0

3
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u(l — Q)e—u(l—g)m_

Az eloszlasflggvény:
Fr(z) =1 — e ri-92,

Vagyis azt kaptuk, hogy a tartézkodasbit exponencialis eloszlasu
1(1—po) paraméterrel, azaz— A paraméterrel. Ezért az atlagos rendszerbeli
tartézkodasi id: . .
T = = :
w(l—0) p—A

Tovabba, nyilvanvalo, hogy

0 11 1

1
T=W+-=—%__ - —
poop(l—0) p pl—0) p—A

Vegyuk észre, hogy

_ 1 0 _
2T =\ — —N. 8
pl—0) 1-p ®

Tovabba )

AW = —2 ¢ _0. 9
pl—0) 1-p < ®)

A (8) és a (9) OsszefiiggéseMattle-formulanak nevezziik, mely sokkal
altalanosabb esetben is igaz.

Példa:

Egy postahivatalban naponta 70 személy fordul meg (a posta minden nap 10
Ora hosszat van nyitva) ; éranként 10 személyt képesek kiszolgélni. Tételezzik
fel, hogy a beérkezések megfelelnek a Poisson-folyamat jellegzetességeinek és a
kiszolgalas exponencialis eloszlasu. Mekkora lesz a varakozé sor atlagos hossza,
mi annak a valészinlsége, hogy sorban 2-nél tébb személy varakozzék? Mennyi
a varhato sorban allasi@@ Mennyi annak a valészinlisége, hogy a varakozéas 20
percnél tobb idt vesz igénybed/j =?

Megoldas:
LegyenT = 1 6ra, akkor\ = 7, u = 10, p = %
p 7T 7 70-21 49

_ 7
N:—:—’Q:N—p:———_ = —
1—p 3 3 10 30 30

=1—-1+p—(1=p)p+p*+p*) =p'=0.343-0.7 = 0.2401
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— N 7 7,
W:_:—:—orazlzlperc
p 3-10 30
1 1
PW > 3) =1~ Fy(3) =0.7- e 10303 — 0.7 ¢71 = 0.257

Javaappletajellemzbk meghatarozasara.

2.2.3 AzM/M/1/K tipusu, véges befogadoképességil rendszer

Most olyan sorbanallasi rendszert vizsgalunk, amelyben rdgzitett a varakozo
igények szamanak maximuma. Feltesszik, hogy a rendszerben legféljebb
igény tartézkodhat (beleértve a kiszolgal6 egységbemitgdnyt is), egyetlen ezen
felll érked igény sem léphet be a rendszerbe, hanem azonnal tavozik, anélkdl,
hogy kiszolgalnalét. Tovabbra is Poisson-folyamat szerint érkeznek az igények,
azonban csak azok az igények léphetnek be a rendszerbe, amelyek érkezésekor
kevesebb, minf{ igény van a rendszerben.

Ennek a latsz6lag bonyolult rendszernek a leirdsat az alabbi médon tudjuk
0sszhangba hozni a sziletési-halalozéasi modellel. 8zekhez hasonléan nem
nehéz belatni, hogy ebben az esetben az alabbi intenzitasokat kapjuk.

N = A L hak < K,
710 ,hak> K,

e = I, k=12, .. K.

Latszik, hogy ez a rendszer mindig ergodikus, mert allapottere véges. Tovabba

k:—l)\ A k
kaPUH—ZPO(—) ; hak < K.
o M p

Természetesen
pr =0, hak > K.

Szeretnénk kiszamolnimg valoszinliséget. A normalizald feltétel alapjan

SN N OV (R VLS ) R R
“;(;)] —l” 1=/ ]—W

Po =

végul

= /) KT

()Y hao <k < K,
P 0 egyébkent
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K = 1leseténad//M/1/1rendszer azt jelenti, hogy egyaltalan nincs varakozas.

1 _
W ,hak—O,
Dk = 1+)\Iju ,hak=1=K,

0 egyeébkent.

Javaapletajellemzbk meghatarozaséra.

2.2.4 AzM /M /ntipusu rendszer

Ismét olyan )\ alland6é beérkezési intenzitdsu rendszert vizsgalunk, melyben
korlatlan hosszUsagu sor kialakuldsa megengedett. A rendszetb
kiszolgalécsatornaval, szerverrel van ellatva. Ez az eset is leirhaté sziletési-
halalozéasi folyamattal a kovetk@ékz miatt. EBszor is vegyunk fuggetlery;
paraméterl exponencialis eloszl&gWaloszinlségi valtozokat. Jeloljiikval
ezen& (i = 1,2,...,N) valtozék minimumat. Nem nehéz belatni, hogyis
exponencidlis eloszlasu ley2 ;; paraméterrel. Ugyanis

Phn<z)=1—-Pn>z)=1-P&>=x,i=1,..,N) =

N
1-— HP(& >z)=1-— e~ ity piz,
i=1

Ezt felhasznélva kapjuk meg annak valészinliségét, hogy a rendszdd alatt
ak allapotbol ak — 1 allapotba, ill. ak allapotbdl ak + 1 allapotba keriil. igy

Pexr(h) = (1= (Nh+ o(h))) (such + o(h)) + o(h) = igh + o),
Pesa(h) = N+ o(h)) (1= (gh + o(R))) + o(h) = A + o(h),

ahol
kp ,ha0 <k <n,

uk:min(k,u,n,u):{ nu ,han < k.

Konnyen lathato, hogy az ergodikusséag feltételey < 1.

Amikor a (7) segitségével hozzakezdinj,amennyiségek kiszamolasahoz,
azt talaljuk, hogy a megoldast két részre kell szétbontanunk, mjvelennyiség
kétféle médon fugg-tol. Eszerint, ha < n, akkor
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Ha viszontk > n, akkor

n—1 k—1 k
A A A 1
o _poill (i + 1) H@ _pO(E) nlpk=n’

Jj=n

Osszefoglalva a kapott eredményeket:

k!
Pr = k:nn
pOQn! ,hak > n,
ahol
A
o=—<1
nu

Ez ap éppen a kihasznaltsagi téngedovabba

n—1 00 -1
B (no)* (no)* 1
Po= (1 + k! + Z nl nk-n ’

k=1 k=n
és igy
n—1 -1
_ (no)*  (no)* 1
Po = (Z k! n! 1—p
k=0
Annak a valészinlisége, hogy egy Ujonnan ébkgénynek sorba kell allnia,
e v~ s~ (no)f 1
P(sorbanallas= ;pk = ;po e
Ebdl
(no)" 1
1
P(sorbanallag= — n 1-o
(ng)* . (n)" 1
k! nl 1—p

Ezt a valészinliséget széles korben hasznéljak a telefonalassal kapcsolatban. Itt
annak a valoszinliségét adja meg, hogy egy Ujonnan beérkezett hivas (igény) sza-
mara nincs szabad vonal (kiszolgal6éegység)egyerveres rendszerben. Ee

lang C-formulaja, amit tobbnyireC'(n, A/;1) szimbélummal jeldInek.

Az M /M /n rendszer jellemi:
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(I.) Az atlagos sorhossz

00 00 oo A\
Q=) (k=n)pr=> jpnsj =) %,)n] po =
k=n j=0 j= :
00 A\ AN\ oo ; A\ " 0o
\u) " d m d ,
Z](I;L), 2’ po :po(l;b)! de—i :po(l:l)! Qd—QZd =
=0 §=0 =0
()" o
P (1= o)

_ 11 —
=0 o, o n—1)0'1-p

n—2

(no)* | (ng)"'  (no)"' [ 1

ne (2 T T o=, ) )=

k=0

n—1 n

(no)*  (ng)" 1 o1
P k! nl 1—op Do

(lll.) Arendszerben tartézkodgéenyek atlagos szama

o0

Z kakJrZ —npk+znpk—ﬁ Q,

ami egyszer( megfontolasokbdl is adddik, hiszen egy igény vagy varakozik,
vagy kiszolgalds alatt van. A kiszolgélas alatt dkvszadma viszont
megegyezik a foglalt kiszolgaléegységek szamaval. SHzgal jeloljik a
szabad szerverek vagy kiszolgaléegységek atlagos szamat, akkor

Y

n —
n —

U0l 3
I

)

=1 )

igy

vagyis
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(IV.) A varakozasiidtloszlasa:
Egy érked igénynek akkor kell varakoznia, ha a rendszerben legaldbb
igény tartézkodik. Mivel ebben az esetben a kiszolgalasparaméter(
exponencialis eloszlasu valoszinliségi valtozo, az igény varakozasi ideje,
han + j igény tartézkodik a rendszerben Erlang-eloszlasti 1 ésnu
paraméterekkel. igy a teljes valészinliség tétele alapjan a varako@asi id
sUrliségfliggvenye:

= 41 ‘rj —nuT
= anJrj(n:u)J ﬁe HE.
Behelyettesitve a stacionarius eloszlast

zpo—gf 2o =

A

Po (ﬁ)nnue—”wf i (onp) _

| 1
n! = I

()" @ 1
N‘ 0 —np(l-g)z _ N‘ Do nu(1 — Q)efw(lfg)w
n n! 1—-0
P(sorbanallas(1 — p)e (1~
Vagyis

PW >z) = /fw(u)du = P(sorbanallag."+(1-9,

A varakozasi ié eloszlasfuiggvénye:
Fy(z) = 1 — P(sorbanallas+ P(sorbanallas(1 — e "(1797) =

1 — P(sorbanallag:—"+(1-2),

Innen az atlagos varakozasoid

W = /xfw(x)dx: (;) pg( !

n (L= o)?np
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(V.) A tartdzkodasi idéeloszlasa:

A kiszolgélas azonnal elkeddik, ha a rendszerben-nél kevesebb
igény tartézkodik, igy stacionérius esetben egy ékigény rendszerben
eltoltétt ideje megegyezik a kiszolgalasibikl. Azonban, ha varakoznia
kell, akkor a tartozkodasi @ és a kiszolgalasi i 6sszege, vagyis az
eloszlas két figgetlen eloszlas 6sszege, mely kdzil az eggpdraméteri
exponencidlis, a masik pedig a rendsaeriiggd paraméteri Erlang-
eloszlas. A tartézkodasi @ slrlségfiggvényét a kdvetkeanddon
hatarozzuk meg.

fr(x) = P(nincs sorbanélljge "*+
{a varakozasi id és a kiszolgalasi lkonvoluciojg.

Megjegyzes:
£, n nemnegativ, fuggetlen valdszinliségi valtozok konvoldciéja:
ferre) = [ fet)fy(z - o).
0

Tudjuk, hogy

fw(z) = P(sorbanallas:—+1=92p,(1 — o).

Ekkor .
fw skiszolgalas?) = / fw (@)pe " dy =
0
P(sorbanallagu(1 — o)p / e M=o pmpEz=T) gy —
0
(nQ>n 1 —zp [ —p(n—1=-X/p)x _
o P )nu(l — o)pue e dr =
0
(ng)n 1 — i — —1-=X
z (1 win /mzY
nl POTEL 1—)\/ue (1-e )
Ezért
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by n
—nr [ 4 (;) Po 1— (n — A/M) e—y(n—l—)\/,u,)r )
nl(l—p) n—1—-X\p

P(T > 1) = / fr(y)dy =

= [ pe M4 (2)”]90 1 pe_“y—u(n—A/M)e_“(n_/\/“)y dy =
! n—1—X\p

= () e T

eHn=N)z) —

Innen

Tovabba

_ oo A" —
T = f.’L‘fT(l’)dl’ = ,% + ﬁ(’;)l pO(l_lg)Q = lll +W,
0

mint az varhato volt.

Stacionarius esetben a tavozo igények atlagos szamanak meg kell egyeznie
az érked igények atlagos szamaval, igy a rendszerben tart6zkodok atlagos
szadma alland6. Tehat annyi igény tartézkodik atlagosan a rendszerben,
amennyi érkezik egy igény tartézkodasi ideje alatt, vagyis

AN =N=Q+m,
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(V1)

(VIL.)

tovabba -

AW = Q.
Ezek az un. Little-formuldk, melyeket szamolas atjan is kdnnyen
bizonyithatunk. Ugyanis, mint belattuk

~ (no)"
N = — 0.
ne +P0n!(1 — Y
Mivel N
— 1 1) 1
T=— - Po 27
pomponl 71— )
igy A ()
= no)" 0
AT =~
vagyis -
N = AT,
mivel ﬁ = np. Tovabba
Q=\W,
mivel
n =no.
A szervereldsszkihasznaltsaga

A rendszerbem db szerver van, ezek akkor foglaltak, ha legaldbb
legalabl2, ..., legalabb: foglalt. igy

n 0o n—1 0o
Un=2_.2_ 0= o+ ) np=T=ne,
=1 l=n

k=1 j=k

ami varhato volt. Nyilvanval6an egy szerver kihasznaltsaga:

Us=—=op.
n

A foglaltsagi periédushosszak
A rendszert akkor nevezzik tétlennek, ha a rendszerben nem tartdzkodik
igény, minden mas esetben foglaltnak nevezziik. Jeliljé® a rendszer
atlagos foglaltsagi periodushosszat. Ekkor a jol ismert felljitasi tételek
miatt:

Es™)

Un=1-po= 1.
P T B
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melykdl
1 —po

Apo
Ha az egyes kiszolgald egységeket tekintjik és feltesszik, hogy Ures
egysegneél, szervernél ahhoz érkezik hamarabb igény, amely korabban valt
Uressé, akkor ha < n igény tartézkodik a rendszerben, a szabad szerverek
szaman — j.

E5™ =

Tekintstink egy konkrét szervert és tegyuk fel, hogy a rendszerimggny
tartozkodik a szerver szabadda valasa pillanataban. Ekkor ezen szerver
atlagos uresjarati ideje ilyen esetben

Annak a valészinlisége, hogy ez az allapot fennall

bj

—1 Y
Db
i=0

igy egy szerver atlagos szabad periédushossza:

a; =

n—1

n—1 =
(n—jp]_ S
aj] - )
)\ ZOpz )\P(G)

J=0

.

ahol P(e) annak a stacionérius valoszinlisége, hogy egy érlggmynek
nem kell varakoznia. A Markov-folyamatok és feldjitasi-elmélet tételei
szerint

v,  Es

n YT ErEs
melyhdl

oe = (1 - 0)EY,

aholp annak stacionarius valoszinlisége, hogy a szerver nemAiregdig
az atlagos foglaltsagi periédushossza. igy

o S

n = 1 esetben

_ A
S=1-op, P(e) =py=1-o, QI;,
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igy

mely a jél ismert képlet.
Példak:
1. Adott egy 4 csatornas telefonkdzpont,= 6, u = 2, melynek forgalmi
intenzitasa:.
Hatarozzuk meg a rendszer jelleditz
Megoldas:

Py=0.0377, Q=1528, N=4528 S=1 n=3
P(W >0) = P(u>4)=C(4,3) = 0.509

W = 0.255 id6egység] = 0.755 idbegységl/ = 3,
e = 0.35 idéegységM ¢ = 1.05 idbegyseq,
M§W = 4.2 id6egységl/, = 0.9623.

2. Egy repubtér kifutépalyainak szamat ugy kell meghataroznunk, hogy a
leszallni kivano repidigép varakozasanak valdszinlisége 0.1-nél kisebb
legyen. A befutasok statisztikai vizsgalata megmutatta, hogy megengedhet
a repubgépek érkezését Poisson-eloszlassal kozeliteni. zrankent

A = 27 érkezést mértek. A kifutopalya elfoglaltsdganalotattama
exponencialisan oszlik @lperc varhato értékkel.

Megoldas:

Alkalmazzuk az ismert képleteket= 30 értékkel.

p= % < 1 feltétel biztositasara > 1 kell hogy legyen.

Py(w > 0) jeldlje a varakozasi valoszinUségdifutopalya esetéen.
Szamolassal a megfeteképletbe valo helyettesitéssel a kbvetkez
valoszinliségeket kapjuk:

Py(w > 0) = 0.278, Py(w > 0) = 0.070, Py(w > 0) = 0.014
igy a kivant valésziniiség eléréséhez 3 értéket kell tekinteni.

Py = 0.403.
Ekkor alV = 0.0665perc, @ = 0.03
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3. Egy Uzlet pénztarahoz a W@k atlagban 6 masodpercenként érkeznek
Poisson eloszlas szerint. A kiszolgalasi idejik exponencialis eloszasu,
masodperc atlaggal. Ha egy pénztéar fenntartasa 6ranb@rt-ba keril, és
ugyanennyi a varakozasi koltség is, mennyi pénztart kell izemeltetni, hogy
a teljes koltség varhato értéke minimalis legyen? (Ez érankénti kdlség lesz.)

Megoldas:

@:AW:M}Ox@W

M(TC) =100 x n = 100 x 600 x W
A5 20
S=58=""igyn>4.

1 6

o

Sorba véve azn = 4, 5, 6, 7, 8 értékeket az 6rankénti minimalis varhaté
koltségn = 5 esetben adodik. Ekkor a rendszer jelléinz

W =3.9sec, P(e)=0
Mo =29.7sec, e=1
2

66, P(W)=0.34,

4.9sec, Q =0.65,
5, M(TC)=565Ft/6ra

m=25 N=315 S

Javaappletajellemzbk meghatarozasara.

2.2.5 AzM/M /n/n tipusu Erlang-féle veszteséges rendszer

Ezen modellren csatornas veszteséges rendszerként is szokas hivatkozni az
alabbiak miatt. Azn csatornas rendszerbe Poisson-folyamat szerint érkeznek
az igények. Ha van Ures csatorna vagy szerver az igény Kkiszolgalasa
exponencidlis idtartamuiu paraméterrel. Ha minden kiszolgal6é egység foglalt,
akkor az igény elvész, azaz sorbanallas nem megengedett. Ezen probléma
a tomegkiszolgalas egyik legrégibb problémaja, mellyel a szazad elején a
telefonkdzpontok kihasznaltsdgéval kapcsolatban foglalkozott A.K. Erlang és C.
Palm. Hasonlo jelenséggel talalkozunk a parkolohelyek esetében is.

A feltételek alapjan ez is egy sziletési-kihalasi folyamattal modellézhet
melynek intenzitasai a kovetkgk:

N A L hak <n,
710 , hak > n,

e = ke, k=1,2,....n.
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Azt mondjuk, hogy a folyamat allapotban van, ha szerver foglalt, azaz ha
igény tartdzkodik a rendszerben.

Nyilvdnvaléan az ergodikus eloszlas létezik, mivel a folyamat véges allapotterd.
A folyamat stacionarius eloszlasa:

M1

Z2) = <
pr= 1" <,u) k' hak <.

0 , hak > 0.

A normalizal6 feltétel miatt:

igy .
é) 1
Pr = 1 K — K
. (é)ll ol
i [
i—0 \H/ i—0
A rendszer egyik jellentge a
L2
n!
pn: n
¢
k!

k=

[en]

valészinliség, melyet @&zo6r Erlang vezetett be (1917-ben) Edang-féle
veszteségformula vagy Erlang-féle B formula néven ismert,altalaban
B(n,\/u) szimbolummal jeldlik. Ap, valészinliség annak a val6szinlsége

stacionarius esetben, hogy egy Ujonnan &@kgeényt nem fogad a rendszer, azaz
az igeny elveszik.

Kis n-re ap, valészinliség kdnnyen kiszadmolhat6. Nagye és kisp-ra
po ~ e ¢, igy
k

azaz a Poisson-eloszléis+ 1)-dik tagja. Nagyn-re és nagy-ra altaldban

~ o
;j!#eg'



96 2. ELEMI SORBANALLASI RENDSZEREK

Ebben az esetben a netea ¢ kdzepli Poisson-eloszlas &l&n + 1) tagjanak
0sszege. Elegedcagyp-ra (o > 15) a Poissson-eloszlast kozelitjilkdzepl és
/0 szorasu normalis eloszlassal, igy

'

e
~ n:
ahol .
o L 24
s) = e 2dx,
() /\/27r
és
s——n+%_g
Ve o

Az M /M /n/n rendszer jellem:

(I.) Arendszerben tartézkodgények atlagos szamafoglaltszerverek atlagos
szama

igy 1 szerverre juté atlagos igényszam:

S(1=p.).

(II.) A szerverek kihasznaltsaga
A szerverek akkor foglaltak, ha a rendszerben legalabb

legalabkz, . . ., legalabbn igény tartozkodik. igy

Un=> Y pj=> jpj=n
i=1 j=i k=0
Ezért _
Us = 2 = g(l_pn)
n n

(1) Az atlagogtétlenségi iddegy konkrét kiszolgal6 esetén):
A jol ismert 6sszefliggést alkalmazva:

1/p
e+1/p

I

P(az adott kiszolgal6egység foglak:
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ahole az atlagos tétlenségidd igy

0 1/p
_(1_pn):_ )
n e+1/p
tehat
_ n 1
e=—— — —.
A(l_pn) 1%

Ha az ures szerverek olyan sorrendben kezdik kiszolgalni az @rkez
igényeket, mint amilyen sorrendbék meguresedtek, akkor egy szerver
mikodését a kovetkéképpen irhatjuk le. Ha egy Uressé valt szefyer1)
masik Ures szervert talal megiresedése pillanataban, akkor csakka
igény kiszolgalasaval kebdik ismét a foglaltsagi periodusa.

Jeldljee a szerver atlagos Uresjarati periodusa hosszapedig a fenti
allapotban az atlagos tétlenségbidNyilvanvaloare; = 1, € pedig a teljes
varhaté érték tétele alapjan:

= - Pn—j . 1 = n—n
eyt e T
j=1 1- Pn )\(1 - pn) )\(1 - pn)

>

n 0 n 1

Ml=pa) A Ml=pa) o
azaz mas (ton is ugyanarra az eredményre jutunk.

(IV.) Arendszer atlagofoglaltsagi periédushossza
Nyilvanvaléan
Es(™)
Un =1- = 1 A
Po = T o
melyhol
~d
Apo "ot
4%
A (1 S _,>
=1
Példak:
1. Egy parkoldéhoz az aut6R0 masodpercenként érkeznek, és atlagoan

percig maradnak. A beérkezés Poisson, a kiszolgalas exponencialis. Milyen
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nagynak kell lennie a parkolénak, hogy egy aut6 1% eséllyel forduljon

vissza, mert a parkolo telitett.

Megoldas:

A 10

ro3

e

Pn = n - o =0.01
>0 i
a normalis approximaciot kovetve
ﬁe_p

Ebb| 1 1
0.99% (m> _ % (m) _
NG NG

A normadlis eloszlas tablazatabél nem nehéz élteami, hogyn = 41.

. Egy 50 csatornas telefonkdzpontba atlagoskh percenként érkeznek

hivasok Poisson-eloszlas szerint. A kiszolgala8iédponencialis) perc
atlaggal. Hatarozzuk meg a rendszer jelléihz

Megoldas:
I’ . . 74 7 77 z . )\ _ 2 _
Esetlinkben Poisson kozelités véhégy p = 2=1=05
Pso = 0.00000 a Poisson-eloszlas szerinbtsmégn = 6-nal is
Ps = 0,00001. Ez azt jelenti, hogy igény szinte sohasem lesz elutasitva.
A foglalt csatornak atlagos szama

n=p(1—P,)=p=05,

igy az egy csatornara jutd atlagos igényszam

0.5 5x107!
=T = i =102,
20 5 x 10
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mely egyben a csatornak kihasznaltséga = 10~2.
U.=1-0.606 = 0.394 mely a rendszer kihasznalatsaga.
A rendszer atlagos foglaltsagi periodushossza

(1-P) 0394  0.394

M§ = = = = (0.32 perc
(\Py)  2x 0606 1212 P
A csatornak atlagos tétlensegi ideje
_ n p 50 0,5 1
- C T _ 952 —24.75perc
TXI-P) A 21-0) 2 1 P

A csatornak atlagos foglaltsagi ideje
p 1
M == = - perc
P

Javaapletajellemzbk meghatarozasara.

2.2.6 Véges forrasu rendszerek

Eddig olyan rendszerekkel foglalkoztunk, ahol a beérkezések Poisson-folyamat
szerint tortéennek. Ez mas széval azt is jelenti, hogy a forrasunk végtelen.
Azonban a gyakorlatban is talalhatdk olyan problémak, amelyekoélas véges
Tekintstk az un. gépkiszolgalasi problémat Tegyik fel, hogyn darab gép
mikodik egymastadl fuggetlenil. A gépek mikddési ideje valdszinliségi valtozo.
Miutan a gép meghibasodik egy vagy tobb szglgjavitja, ahol a javitasi idk

is valoszinliségi valtozok. Javitas utan a gépek ismét dolgozni kezdenek, és
az egész folyamat keddik elérél. Lathatd, hogy teljesen hasonl6 problémaval
talalkozunk a terminal-rendszernél, ahol a gépek szerepét a terminalok, & szerel
szerepét a CPU veszi at. Mivel az utébbdlieen a szamitégépek sztochasztikus
modellezésében egyre nagyobb szerepet jatszanak a sorbanallasi rendszerek, jelen
fejezetben gyakran hasznalunk szamitastechnikai kifejezéseket is.

2.2.6.1 AzM/M/1//n modell

Feltesszik, hogy az igények egy eleml véges forrasbdl érkeznek, ahol a
forrasban eltoltétt i@ minden igény esetén egymastél fliggetheparaméteri
exponencidlis eloszlasu valoszinliségi valtozé. A kiszolgal&sk iszintén
exponencialis eloszlastakparaméterrel és fliggetlenek ablabi valdszinliségi
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100 2. ELEMI SORBANALLASI RENDSZEREK

valtozoktol. JeldljeX (t) a ¢ idopillanatban a kiszolgaldé egységnél tartézkodo
igények szamét. Az ébbiekhez hasonl6an nem nehéz belatni, h&gy) is egy
sziletési-kihalasi folyamat

P (n_k))‘ ,ha()ﬁkgn,
k= 0  hak > n,

sziletési intenzitasokkal, és
P = [, k=1
kihalasi intenzitassal. igy

n! B
P i P = (n =k +1)ope-1,

ahol

és

Do = n = .
1+ Z (nﬁ!k)!Qk Z (nﬁ!k)!Qk
k=1 k=0

Az ergodikus eloszlas mindig létezik, de ha- 1 akkor az igények torlodnak és
tobb kiszolgaldegységre lenne szikseég.

Az elébbi valészinliségekre egy masik kifejezést is megadunk, amely
numerikus szamitasoknal kdonnyebben alkalmazhat6. Legyénl)) a A
paraméter(i Poisson-eloszlasgs; \) ennek kummulativ eloszlasa, azaz

)\k Y

P(k;\) = e

0<k< oo

k
Q(k;A\) =D P(i:)),  0<k<oo.
=0

Megmutatjuk, hogy

ahol
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Ugyanis
k
n! n—k _u n! k n:
P(n —k; R) _ (n—'k:)! ()" s B (n—'k)! (,%) B (n—'k)! (ﬁ)
‘R n " i _p  n N i - . N 7-
AU OF 1 D OF 10 LD =t

Az M/M/1//n rendszer jellen:

(I.) A szerver kihasznaltsagss arendszer atbocsatoképessege
A szerver kihasznaltsaga:
Us=1- Po-

A korabbi rekurziv 6sszefliggést felhasznalva

Qn— L R)

V= 0w n)

A rendszer atbocsatoképessége:

)\t = MUS

(I1.) A rendszerben tart6zkodgények atlagos szama

N = kak—n—z:( —k)pr =

k=0
1 n n—1
”——Z(n—k)ka_n——ZpkH
=0 -
1 US
n——(1-py)=n—-—.
oL~ Po) .
Masképpen:
o _RQ(n—l;R)_ Us

QmR o

(I11.) Az atlagos sorhossz

Q= Z — Dpi = kak—Zpk—n——l—po) (1—=po) =

M -1+,
0

n— (1 —po)(1+ h\
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(IV.) Az igénygeneralasra alkalmesminalok atlagos szama

_ < = u U,
m:Z(n—k)pk:n—N:X(l—po):?.
k=0

(V.) A szerver atlagofoglaltsagi periédushossza

(V1)

(VIL.)

Mivel 5
Us=1-py= 4+,
P I0Es
ezeért . U
E(s — _pO _ S

nApo  nA1—-U,)

A varakozas valoszinlsége
n
P(W>0)=> pi=1-po=U..
k=1

Szamitogépes alkalmazasoknal gyakran szikségink van az alébbi
jellemzkre is.

A terminalokkihasznaltsaga

Véges forras esetén szukségunk van arra az Gjabbszémra is , amely
a gépkiszolgalasi probléma esetén is nagyon fontos: iAdex( terminal
kihasznéltsagaaz

U® = Jim ?/ x(aT-dik id6pillanatban az-dik terminal mikodikdt
—00 0

hatarértéket értjuk, ha létezik. Ekkor
U% = P( azi-dik terminal mékodik
ahol P a stacionarius valészinliséget jel6li.

Nyilvanvald, hogy a terminalok (az igénygeneralas forrasai) akkor vannak
kihasznélva, ha mikédnek, igy az 6sszes terminal kihasznaltsaga:

n i n

S Y=Y (n—kp=m =50 p)

=1 k=1 k=1
Egy tetsbleges termindl kihasznaltsaga:

Ut:%u—po):

m
n
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Ezt az 6sszefliggést a kovetb&Eppen is megkaphatjuk. Lathatd, hogy

. n—=k m
—1 n n

Y

mivel a terminalok azonos kihasznaltsaguak, igy

U, =09 .

(VIIL.) A termindlokatlagos varakozasi ideje
A korabban emlitett 6sszefuiggések alapjan:

_ 1/A _m
TN W o
Ebkol
n
m = 1 Y
LA+W+1/u
és \ -
)\WW:n—m(1+—) =n——(1+0) =0Q,
p 0

ami az atlagos sorhosszra vonatkozé Little-formula. igy

—_ Q
W=—=.
A
Az atlagos valaszolasi id6

_  — 1 1 1 1 1
R BC]

po p\l—=po o p\Us o
Egyszerili szamolassal kdnny( bebizonyitani, hogy

mAT = N,
ami ismét egyLittle-formula. Ugyanis
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(IX.) Tovabbi 6sszefliggések:

Us =1 —po = noU; = my,
melyhol
mA = pul, =\ .
Példak:

1. Tekintsunk6 db. gépetl0 Ora atlagos élettartammal, javitasi idejik 4 ora
atlagosan. Hatarozzuk meg a rendszer jeli@thz

Megoldas:

A = g5 Orankénty = ; 6rankéntp = 2 = 5 = 0.1,n = 6, P = 0.484

Hib4s gépek| 0 1 2 3 4 5 6
varakoz6g.| 0 0 1 2 3 4 5
P, 0,48410.290{0.1450.0580.017{0.003 | 0.000

Q =0.324
P(W > 0) =0.516 = U,,

W = 2.51 6ra
T =2.51 +0.25 = 6.51 6ra
U, = 0.516
€ =40 6ra
U, = 0.86
m=mnxU; =5.16

N=6-5.16=0.84

0.516 4 x5.16 T
6X45x0484 6x0484 10

2. Az elb6z6 feladatban az atlagos élettartamot valtoztassuk eheégara.
Hatarozzuk meg a rendszer jelleiiz

Megoldas:

3=2 =4, ﬁ =2,n =6, Py = == amibdl lathato, hogy egy
szereb nem elégséges.
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Hibés gépek| 0 1 2 3 4 5 6
varakoz6g. | 0 0 1 2 3 4 5
1 1
2 | =2-10.001]0.0120.075[0.303 ] 0.606

Us, ~ 0.999
Q~45
Py0) = 0.999
W ~ 22.5 Ora

T = 26.5 6ra

Minden adat azt mutatja, amit vartunk, mivel a karbantartasi ténye®l
nagyobb. Arra, hogy ezek utdn mennyi szétdell bedllitani, tobbféle

kritérium lehet.

Ezzel a kdvetkei felyezetben foglalkozunk. Mindenesetre, hogy ne legyen
torlodas, a% < 1feltételnek kell teljesuilnie, ahola szergdk szamat jeldli.

Javaapletajellemzbk meghatarozasara.

2.2.6.2 AzM/M/r//n modell

Az el6z6 modellben adott feltevéseinket most csupan annyiban valtoztatjuk, hogy
azn szamu terminalt szerver szolgdlja kir < n). Igy k < r esetén a
allapot azt jelenti, hogy éppendb terminél igénye van kiszolgalés alatt, egyetlen
varakozo6 igény sincs és — k szerver tétlen. A szerverek tevékenységiket

egymastol fluggetlendl végzik.

kapunk:

Ekkor is egy szuletési-halalozasi folyamatot
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intenzitasokkal.
Az egyensulyi eloszlas

br = (Z]z'Qpra 0< k < T,

Dk —W(k)pkpo, r<k<n.
Természetesen teljesulnie kell a

Zpk =1
k=0

0sszefluggésnekp, meghatarozasara ez a képlet tulsagosan bonyolult, igy egy
egyszerlbb rekurziv formulat hasznalunk.
Jeldljika,-val a kbvetked hanyadost:

Dk
Qp — —.

Po

Ekkor a kovetkea 6sszefliggés alapjan szamolhatunk
agp = 1,
—k+1
ak:%gak—b OSI{?ST—l,
—k+1
ax = ugakfla r<k<n.
T

Mivel a .
> pi=1
k=0
osszefliggésnek teljestlnie kell, ezért

n
po=1->
k=1

Mindkét oldaltp,-al elosztva:

o1y
= Z Po ;ak’

Po = Po
igy
B 1
=T + D e @
Majd
Pr = akPo-

Az M /M /r/n rendszer jellemi:
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(I.) Arendszerben tartbzkodgények atlagos szama
k=0

(I1.) A véarakozasi soatlagos hossza

Q= Y =T 3 B DR ()

k=r+1 T k=r+1

(I1.) Az igénygeneralasra alkalmesrminalok atlagos szama

m=n—N.

(IV.) A rendszer 6sszkihasznéltsaga
Up,=1-pp.
igy egy kiszolgéloegység kihasznaltsdga= U, /r.
(V.) Arendszeiétlagos foglaltsagi periodushossza

n\po  nApoy

(VI.) A vérakozas val6szinlisége

W>O Zpk

(VIl.) A foglalt kiszolgal6egységek atlagos szama

FZz:kp/mL Z Tpk—zkpk+7”2pk kak+7“P(W>0)

k=r+1

Tovabba

kak+7“ Z Dk

k=r+1
Us = =

r

=<3
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(VIIL) A tétlen kiszolgal6egységek atlagos szama

S=r—7
Tovabbi 6sszefliggés:
N = kak—f— Z (k—m)pp+7 Z m=Q+r=Q+r—S=n—-m
k=1 k=r+1 k=r+1

(IX.) A terminalok kihasznaltsaga

(X.) Aterminalokatlagos varakozasi ideje
Mint az ebz6ekben is lattuk

amibol . .
— N1 1 1/ N
mA  p p\Tmo

Az atlagos valaszolasi

T=W+ ==

S

1
1
innen

mAT = N,
ami a jol ismertLittle-formula, azaz az atlagos beérkezési intenzitas és a

rendszerben toltott atlagostidszorzata a rendszerben tartozkodé igények
atlagos szamaval egyénlEbidI

1 _
mA <W+—) =Q+T,
i
vagyis
mAW +o=Q +T.
Mutassuk meg, hogy

3l

T =mo,
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mert ebldl
mAW = Q
kovetkezik, ami szintén egyittle-formula.

Tudjuk, hogy

(n—k)A
Pr+1 = Pk
41
ahol
I T By
Hi o, j >
Jol ismert tovabba, hogy
r—1 n
r= kpi +r Zpk
k=1 k=r
Ekkor
n r—1 n—1
om = o(n—kp, =Y oln—kp+ Y oln—kps =
k=0 k=0 k=r
r—1 n—1
An—k)(k+1) A(n — k)
pr+T Y P =
— (k+1) s
r—1 n—1 r n r—1 n
Z(k+1)pk+1+7“ Zpk—i—l = ijj+7‘ Z p; = ijj+7” ij =T.
k=0 k=r j=1 j=r+1 j=1 j=r
Vagyis
om =T,
mas alakban
Am = ur,
azaz

az atlagos beérkezési intenzitas = az atlagos kiaramlasi intenzitassal,

ami varhaté volt, mivel a rendszer egyensulyi allapotban van. Ezért

=_Q _Q _ Q
W_ﬁ_Tg_ —

- .

=|

=
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(X1.) A kiszolgaldk atlagosétlenségi periodushossza
Ha a tétlen kiszolgaldk olyan sorrendben kezdik kiszolgélni az igényeket,
mint amilyen sorrendben @&bleg befejezték a foglaltsagi periédusokat,
akkor egy szerver tevékenységét a kovetke&ppen irhatjuk le. Ha egy
tétlenné valt szervef — 1 masik tétlen szervert talal a munkabeféjdas
pillanataban, akkor csak gdik igény kiszolgalasaval kebdik ismét a
foglaltsagi periddusa.

Jeldlje e a szerver atlagos uresjarati peribdusa hosszapedig a fenti
allapotban az atlagos tétlenséghidNyilvanvaléan

\2
S
S

d

W

ahol
Ple) =3 p;=1-P(W >0),

azaz annak valdszinlisége, hogy van tétlen szerver.

(XII.) A szerverelatlagos foglaltsagi periédushossza

Mivel 26
US:E+E5’
igy
5 — g __ - _ - S 7 5 r _m
T1-U," T 1-I° T =ZP(e)x  SPr Pler pPle)
Vagyis o
m
E§ =
P (e)
Példak:

Egy Uzember20 db gép Gzemel, egyenkébi Ora atlagos élettartammal. A gép
javitdsanak varhato értékedra. A szereléseketfos szerdlgarda végzi. Adjuk
meg a rendszer jellerdit, és hasonlitsuk 6ssZiket a ebzd példaban szerepl
jellemzbkkel.
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Megoldas:

N
I
I
Il
o
[

A
p:—:
I

A rekurziv 6sszefliggéseket hasznalya= 1-rdl inditva a rekurziét,
kénnyen meghatarozhatjuk ag értékeket, pl

a():l
20— 0
a1:0+1 x01x1=2
01 0ix2-19
ao = . = .
2T 1+
20 — 2
ag = 311 x01x19=1.14
2 _
as = Y 3><0.1><1.14:O.646
és igy tovabb.
Tudjuk, hogy
1 1

P = 0.13625.

T 1+>0 ar 1+6.3394

Innen
P=a; x Fy =2 x0.13625 = 0.2775

Py, =ay x Py =1.9 x 0.13625 = 0.2588 stb.

A kovetked tablazat megadja a kilonk®allapotok valdszinliségét.

n=20,r=3,p=0.1
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Javitas alatt)avitasra varakozd étlen karbantartok Stac.
K | allo gépek| gépek szama szama eloszlas
szama (Q) (S) (Px)
0 0 0 3 0.13625
1 1 0 2 0.27250
2 2 0 1 0.25888
3 3 0 0 0.15533
4 3 1 0 0.08802
5 3 2 0 0.04694
6 3 3 0 0.02347
7 3 4 0 0.01095
8 3 5 0 0.00475
9 3 6 0 0.00190
10 3 7 0 0.00070
11 3 8 0 0.00023
12 3 9 0 0.00007
Q =0.339
S =1.213
N=Q+r—S5=212
P(W > 0) = 0.3323
P(e) = 0.6677
W = L_ = 0.918 6ra, kb.59 perc
A(n— N)
m=20—2.126 = 17.874
U™ = (.844
U™ 5 0.844
Ms™ = = - x —— ~15.56ra
APy 2 0.136
r=1.787
5s=1.213
¥ 1.787
U="2220 595
T 3
s 1.21 1.21
e=—" S x2S g8 6ra

P(e)h — 0.667 x &

0.667
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T 1. 1.
My T LTST_S0XLTET 6
Ple)A — 0.667 x & 0.667
m 17.874
Hg n 20
—  — 1
T=W+4+ —=0.981+5 = 5.981 6ra
W
varakozo gépek atlagos szamaQ  0.339
K, = " gp, g, ZQ2—20.0169
osszes gépek szama n 20
tétlen kezebk szama S 1.213
Ky = — = y =—=—=0404
Osszes kezék szdma r 3

Osszehasonlitva a megfdégbéldaban szerepliellemzkkel, lathatjuk, hogy az
egy javitora jutd gépek majdnem egyforma szama melettl.( 6%) a helyzet
sokkal jobb20 gép és3 szereb esetében, ugyanis a hatékonysagi vizsgéalatok az
alabbi adatokat szolgéltattak:

gépek szama 6 20

szerebk szama 1 3

Az egy szerdire jutd gépek szama 6 6§
A szerebkre vonatkoz6 varakozasi egyutthadto 0.4845 0.4042
A gépekre vonatkoz6 varakozasi egyutthato 0.0549 0.01694

Az elb6z6 problémabam = 0.1, n = 20 volt. Tételezzik fel, hogy az @kgység
az ora, hogy a gépallas orankénti koltsd@®00 Ft, mig a szerék orankénti
koltsége600 Ft. Mi lesz ebben ez esetben a székebptimalis szama?

Megoldas:

Lathato, hogy az 6rankenti atlagos koltséfjiggvénye.

A kovetked tablazat megadija a stacionarius elosztast3, 4,5,6, 7

esetén (tapasztalatbol tudjuk, hogyrazzamrad < r < 7).

P | A Py Py | P, | Ps Fs | P, | B
0.13610.272]0.258 | 0.155] 0.088 | 0.047 | 0.023|0.011 | 0.005
0.146]0.292|0.2780.166 | 0.071{0.028 | 0.010{0.003 | 0.001
0.14810.296{0.281|0.168|0.071|0.022|0.006 | 0.001 | 0.000
0.14810.297{0.282]0.169{0.072|0.023{0.006 | 0.001
0.14810.297{0.282]0.169{0.072|0.023 | 0.006

| O U | W[ 3

A kovetked tablazat az idegységre juto koltségeket adja meg:
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r Q S M(K) Ft
3 0.32 1.20 6480
4 0.06 2.18 2388
5) 0.01 3.17 2082
6 elhanya- | 4.17 2502
7 -golhaté | 5.16 3096

Lathatd, hogy az optimélis szedsizam ilyen koltségtényék mellettr = 5.
Ez a példa is mutatja, hogy rendszerek 0Osszehasonlitasa tobbféleképpen
értelmezhei.
Az emlitett példak jol szemléltetik ezen problémakart.
Javaapletajellemzbk meghatarozasara.

Tovabbi rendszerekhez tartozé Java appletek talalhatok még kovetkeean:

http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/education/09/index.htmi
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Flggelek
rMT értékei az 1.3.3.1 modell hasznalatahoz
n |e=0,01]e=0,05]e=0,025|=0,01|ec=0,005
1 | 0,90000 | 0,95000 | 0,97500 | 0,99000 | 0,99500
2 | 0,68377 | 0,77639 0,84189 0, 90000 0, 92929
3 | 0,56481 | 0,63604 0, 70760 0, 78456 0, 82900
4 | 0,49265 | 0,56522 0, 62394 0,68887 | 0,73424
5 | 0,44698 | 0,50945 0, 56328 0,62718 0, 66853
6 | 0,41037 | 0,46799 | 0,51926 | 0,57741 | 0,61661
7 | 0,38148 | 0,43607 | 0,48342 0, 53844 0,57581
8 | 0,35831 | 0,40962 0,45427 | 0,50654 0,54179
9 | 0,33910 | 0,38746 0,43001 0, 37960 0,51332
10 | 0,32260 | 0, 36866 0,40927 | 0,45662 0, 48893
11 | 0,30829 | 0,35242 | 0,39122 | 0,43670 | 0,46770
12 | 0,29577 | 0,33815 0,37543 0,41918 0, 44905
13 | 0,28470 | 0,32549 0,36143 0,40362 0,43247
14 | 0,27481 | 0,31417 0, 34890 0, 38970 0,41762
15 | 0,26588 | 0,30397 0, 33760 0,37713 0, 40420
16 | 0,25778 | 0,29472 | 0,32733 | 0,36571 | 0,39201
17 | 0,25039 | 0,28627 | 0,31796 0, 35528 0, 38086
18 | 0,24360 | 0,27851 0,30143 0, 34569 0, 37062
19 | 0,23735 | 0,27136 0,30143 0, 33685 0,36117
20 | 0,23156 | 0,26473 0, 29408 0, 32866 0, 35241
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