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Jelen jegyzetet feleségemnek ajanlom, aki nélkiil ez a
munka sokkal hamarabb elkésziilt volna.

e Ha valami egyszer elromolhat, akkor el is fog romlani.

o A szakértsi rendszerek arrdl ismerheték fel, hogy abbdl az ismeretbdl, miszerint
“egy rozsa illatosabb, mint egy kaposztafej”, azt a kivetkeztetést vonjak le, hogy a
rozsédbol jobb levest is lehet f6zni.

e Minél kevesebb funkcidja van egy programnak, annél tokéletesebben hajtja végre
azokat.

e Az a virus, amelyik megtamadta gépedet csak azokat az allomanyokat fertézi meg,
amelyekrsl nincsenek biztonségi masolataid.

e Hibatlan program megirasa olyan, mint a kor négyszogesitése. Mindenki azt hiszi,
hogy lehetséges, de ilyent még senki sem latott.

e Ha egy rovid sor felé haladsz, az orrod el6tt hosszi lesz belGle.
e Ha hosszu sorban varakozol, a mogotted allokat 14j, révidebb sorba terelik &t.
e Ha kilépsz egy pillanatra a rovid sorboél, azonnal meghosszabbodik.

e Ha rovid sorban varakozol, az elGtted allok beeresztik barataikat és rokonaikat, igy
lesz hosszi sor bel6le.

e Az, ami rovid sor az épiileten kiviil, val6jaban hosszi sor az épiileten beliil.

e Ha elég hosszu ideig allsz egy helyben, sorbanallast idézel elé.

(Arthur Block: Murphy térvénykonyve)
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El6sz6

A mindennapi élet egyre tobb cselekvését atszové modern infokommunikacio allandé fej-
lesztésre Osztonzi a szakembereket. Természetesen ez nem korlatozhatod egyetlen tudo-
manyagra, hiszen fontos szerepet jatszanak a mérnokok és az elméleti kutatast végzé
tudosok is. Az informatikai rendszerek sok alkalmazési teriiletet 6lelnek fel, tobbek ko-
zOtt a fent emlitett infokommunikacios halézatokat. Hogy jobban megértsiik a hattérben
zajlo fejleszté munka egyes 1épéseit, sziikséglink van pl. az igények kiszolgalasi folyama-
tat modellez6 matematikai modszerek és eszkozok megismerésére. A kiszolgalasi rend-
szerek hatékonysaganak, megbizhatosdganak elemzése az alkalmazott matematika egyik
legdinamikusabban fejl6dé teriilete. A gyakorlatban felmeriilé problémak tjabb és tijabb
modszerek kidolgozasat igénylik.

Jelen segédletben a megbizhatosag-elméleti és sorbanallasi problémakra koncentral-
va a legfontosabbnak itélt eljarasokat és megkozelitéseket targyalom. Az Osszeallitott
Markovi-szintd modellek felépitése csupan alapvets valdszintiségszamitasi ismereteket té-
telez fel. Probalok betekintést nytjtani a modellalkotasba, a képletek szarmaztatasaba,
kiszamitasédba és az eredmények kiértékelésébe.

A jegyzete célja, hogy az olvasokat megismertessem a sztochasztikus modellezés alap-
vets fogalmaival, eszkozeivel és eljarasaival. Fontos szerep jut a szemléletmod kialakita-
sanak hiszen értelmes valaszt csak értelmes kérdésre lehet adni. Hidba a szép, zart-alakt
analitikus matematikai képlet, ha nem tudjuk kiszamitani. Ezért mutatom meg, hogyan
lehet ugyanazt a problémét kiillonb6z6 oldalrél is megkozeliteni. Ne elégedjiink meg csak
egyfajta megoldassal, ha lehetséges mas modszerrel is ellendrizziik az eredményeket!

Arra torekedtem, hogy mind a mérnoki, mind pedig a matematikusi gondolkodésmod
is helyet kapjon. Sok esetben megadtam a pontos formuldk rekurziv illetve kozelitd ki-
szamitési lehetGségét is. Egyszert példékon keresztiil igyekeztem megmutatni a szokasos
megoldasi eljarasokat és a matematikai modszereket. Az alapvets cél, hogy meglassuk mi
van az analitikus képletek mogott, vagyis hogyan kapjuk Sket. Ez azért fontos, hogy az
olvasok késébb maguk is képesek legyenek a sajat képleteiket megalkotni.

Hangsulyozni kell, hogy ezek az egyszert modellek egy nagyon fontos feltevésen ala-
pulnak, nevezetesen, hogy a felléps valdszintiségi valtozok exponenciélis eloszlastak. Ezen
eloszlas emlékezetnélkiilisége lehetGséget ad arra, hogy a rendszerek miikodési jellemzsit
viszonylag egyszeri matematikai modszerekkel hatarozzuk meg. Természetesen a gya-
korlatban az exponencialis eloszlas mellett szamos més eloszlas is szerepet kap, de a
veliik val6 modellezés mar joval bonyolultabb matematikai megkozelitést igényel. Véle-
ményem szerint az exponencialis eloszlason alapulé modellezés azért jelentGs, mert segit
a szemléletmod kialakitasdban, viszonylag egyszeri eszkoézokkel megadhatjuk a rendszer
kiilonb6z§ paramétereinek a rendszerjellemzokre gyakorolt hatasat és ezzel felkésziilhe-
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tiink a varhato trendekre. Az analitikus modszerek jo kiindulési alapot szolgaltatnak a
numerikus és szimulaciés megkozelitésekhez, hiszen segitségiikkel a bonyolultabb rend-
szerek miikodését leir6 modelleket validalhatjuk. A jegyzet a sztochasztikus folyamatok
elméletébdl csak annyit hasznal fel amennyire a modellalkotésnal és a hatékonysigi mu-
tatok kiszamitasdnal sziikségiink van. Bizonyitas nélkiil atvesz alapvetd tételeket és az
alkalmazasra koncentral.

Be kell vallanom, hogy a jegyzet stilusanak kialakitasaban Kleinrock [5] kényve dontd
szerepet jatszott. Nem kovettem a szigoru definicio-tétel-bizonyitas lépéssorozatot, és
igy igyekeztem a nem matematikus olvasok részére is hasznos segédletet adni. Azonban
vannak olyan fejezetek, ahol ez a szigoru felépités a torténeti hiiség miatt megmaradt.

A jegyzet az alapképzésben részvevé mérnok informatikus, programtervezd informa-
tikus, gazdasaginformatikus, alkalmazott matematikus hallgatoknak késziilt, de utolso
fejezeteit mesterszakos hallgatok is jol hasznalhatjak. Tébb szemeszter anyagét dleli fel,
kiforrott osszeallitas, hiszen korabbi idészakban az osztatlan egyetemi képzés keretében
sok éven at oktattam.

Arra torekedtem, hogy az adott problémét valoszintiségszamitasi szempontbol lehe-
t6leg teljes egészében targyaljam, vagyis nem elégedtem meg csak a varhato értékekkel,
hanem igyekeztem megadni a striségfiiggvényt, eloszlasfliiggvényt, generatorfiiggvényt,
és a Laplace-transzforméltat is. Az elméleti problémakat a jobb megértés végett sok
esetben példéakkal illusztraltam és feladatokat gytjtottem Ossze, melyekhez megadtam a
megoldést is. Meggy6z&désem és tapasztalatom, hogy a jegyzet hianypotlo, tudtommal
Magyarorszagon nincs olyan segédlet, amely ilyen részletességgel targyalja ezen témakort.

Ko6szonom Bird Jozsef egyetemi tanar lelkiismeretes lektori munkajat, amely javitot-
ta a jegyzet tartalméat és forméjat. A Latex szerkesztésben sok segitséget kaptam Kosa
Marktol, Barndk Alberttsl, Maté Balazstol, akiknek eziton is szeretném kifejezni héla-
mat.

Az el6fordulé hibékra vonatkozo észrevételeket és mindenfajta javité szandéku meg-
jegyzést érommel veszek az alabbi cimen:

sztrik. janos@inf.unideb.hu
http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik

Debrecen, 2011.

A Szerzd



I. rész

Informatikail rendszerek modellezése,
analizise






1. fejezet

Valoszintiségszamitasi alapok

Sztochasztikus modellezés elképzelhetetlen valoszintiségszamitasi modszerek nélkiil. Az a
tapasztalatom, hogy érdemes a legfontosabb fogalmakrol, tételekrsl egy rovid Gsszefog-
lalot adni, mert a hallgatok esetleg mas szinten és kiilonb6z6 megkozelitésben tanultdk
ezt a tantargyat. Csak azokat a tételeket sorolom fel, amiket t&bbszor hasznalok majd és
esetleg az alapozd oktatasnal nem keriilt sor az ismertetésiikre. Magyarorszagon b&séges
forras all rendelkezésiinkre, akar nyomtatott akar pedig digitalis anyagokat tekintiink.
Ugy gondolom, hogy Prékopa Andras [8] és Rényi Alfréd [10] klasszikus kényve min-
den intézményben megtalédlhato. Digitalis formaban szamos jegyzetet és konyvet lehet
letolteni mind magyar, mind pedig angol nyelven.

1.1. Val6szintiségszamitasi osszefoglalo

1. Tétel (Teljes valdsziniiség tételének f6bb alakjai). Legyen By, B, . .. pozitiv va-
loszintiségi eseményekbdl dllo teljes eseményrendszer, A pedig tetszdleges esemény. Ekkor

(1.1) P(A) = ZP<A|BZ->P(BZ->.

F(z) = ZF(xIBi)P(Bi)
f(z) = Z f(z|B;) P(B;)

fe(x) = / Fen(aly) fo(y)dy

o0

Felx) = / Fan(xly) fo(9)dy

—0o0
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(e 9]

P(A) = / P(Aly = ), (4)dy,

ahol
f(z,y) az egyiittes stirtiségfiiggvény,

f(z,y)

a feltételes strtségfiiggvény,

Fepp(z,y) = / fem(tly)dt pedig a feltételes eloszlasfiiggvény.

— 00

2. Tétel (Bayes-tétel). Legyen By, Ba, ... pozitiv valdsziniségi eseményekbdl dllo teljes
eseményrendszer, A pedig tetszdleges, pozitiv valdsziniségi esemény. FEkkor

P(A|B))P(B))
P(B;|A) = > P(A|B;)P(B;)’

1. Definicio. Azt mondjuk, hogy a pr = P(§ = xy), k=1,2,.. ., eloszldsi & valdszindségi
vdltozonak van véges vdrhato értéke, ha a ), prxy sor abszolit konvergens. Ekkor a &

varhato értéke .
B¢ =) pra.
k=1

2. Definicio. Legyen a £ valdsziniségi valtozo siriségfiggvénye f(x). Ha fj;o || f(z) dx
véges akkor azt mondjuk, hogy &-nek létezik véges varhato értéke. FEkkor az

Efz/_:oxf(x)dx

daltal meghatdrozott mennyiség létezik és véges. Az EE szdmot € vdarhato értékének nevez-

Bizonyitéas nélkiil felsoroljuk a varhato érték f6bb tulajdonsagait.
Hogyha E¢, En < oo, akkor

—_

E(¢ + n) is létezik, és E(¢ 4+ n) = E¢ + En,

-
. E(c€) is létezik, és E(cf) = cEE,

3. E(&n) is létezik, és E(&n) = EEEn, ha & és n fiiggetlenek,
4. E(a& + 1) is létezik, és E(a + b) = aEE + b,

ot

. (E(&n))? is létezik, és (E(¢n))? < EE?En?, ha léteznek a méasodik momentumok,
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6. B¢ = [°(1— F(z)),dz — [°_ F(x)da.

3. Tétel (A teljes momentum tétel). A teljes momentum tétel leggyakrabban hasz-
ndlt alakja

E(¢") = ZE(MBZ-)P(BZ»),

ahol E(£"|B;) a feltételes n -edik momentum. Haszndlatos még az

o0

E(") = / E(E"n = y)f,(y)dy

—00

alak is. n =1 esetben a teljes vdarhato érték tételét kapjuk.

3. Definici6é (Szoérasnégyzet). Legyen & valdsziniségi viltozo, tegyik fel, hogy EE = m
létezik és véges. A

D2 = E(¢ — m)?
mennyiséget(feltéve, hogy véges) £ szorasnégyzetének nevezzik.
[gazak a kovetkezdek

1. Ha D%*¢ < co akkor D*¢ = E&2 — E2¢.
2. D?(a& + b) = a*D?*¢ barmely a,b € R esetén.

3. D¢ > 0; D*¢ = 0 akkor és csak akkor, ha P(§ = E¢) = 1.

1.2. Nevezetes diszkrét eloszlasok

Binomialis eloszlas

A € valoszintségi valtozot n-ed rendd, p paramétert, vagy (n, p) paramétert binomialis
eloszlastinak nevezziik, ha a k szamokat rendre

n
PE = (k>pk(1 —p)" *k=0,1,...,n

valoszintiséggel veszi fel. Jelolése: € € B(n,p).
Bebizonyithato, hogy

EE = np, D*¢ =np(1 —p).

Ha n=1, akkor £&-t Bernoulli-eloszlastnak nevezziik.
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Poisson-eloszlas

A £ valbszintiségi valtozot A paramétert Poisson-eloszlastinak nevezziik, ha a valoszi-
niiségi valtozo6 a k szamokat rendre

k

A
pk:ﬁe”\,)\>0,k:0,1,...

valoszintiséggel veszi fel. Jelolése: & € Po()\).
Jol ismert, hogy
E¢ =), D% =)\

Meg lehet mutatni, hogy

>

)\k
lim = <n)pk(1—p)"k: ﬁe* , k=0,1,...

n—o0,p—0,np—A k

vagyis a binomialis eloszlast jol lehet kozeliteni a Poisson-eloszléssal. Ez a kozelités annél
jobb, minél kizelebb van a p a nulldhoz. Egy elfogadott szabaly a kozelitésre n > 20 és
p < 0.05.

Geometriai eloszlas

A € valoszintiségi valtozot p paraméterti geometriai eloszlastinak nevezziik, ha a valo-
szintiségi valtoz6 a k szamokat rendre

pk:p(l_p)k_l7k:1727"'

valoszintiséggel veszi fel. Jelolése: & € Geo(p).
Bebizonyithato, hogy

A & = £ — 1 valoszintiségi valtozot p paraméterti moédositott geometriai eloszlasnak
nevezziik. Ekkor

P =k)=p(l—p). k
]D)Qf* —

0,1,...
E¢* = :

S

’ 2

ESRES)
3

Konvolticio

4. Definicio. Legyenek & ésn figgetlen valdszinidségi valtozok P(§ =1i) = p;, P(n=j) =
q; eloszldssal, i,7 = 0,,1,2.... Ekkor a ¢ =&+ n eloszldsa

k
P(C=k)=> pigej k=012, ..
j=0

melyet a fenti eloszldisok konvolacidjanak nevezink, vagyis a £+n eloszldasdat hatdrozzuk
meq ily maodon.
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1. Példa. Mutassuk meg, hogyha & € B(n,p), n € B(m,p) figgetlenek, akkor & +n €
B(n+m,p) !

Megoldds:

R T ey T

l
k=0

2. Példa. Igazoljuk, hogyha & € Po(\), n €Po(B3) figgetlenen, akkor & +n € Po(A+ () !

Megoldas:
l
)\k Bl—k’
P ==Y e -8
(Etn=0=> 75 =
k=0
l l
\eo gk e—(A+8) l
_ AP Ak gl—k
‘ Zk'(l—k)' I Z(kj) P
k=0 k=0
_ (A +B)’ —(0+8)
[!
|

3. Példa. Egy forgalmas druhdzban A\ paraméterd Poisson-eloszldassal érkeznek ldtoga-
tok. Mindeqyikbdl a tobbitdl fiiggetlendil p valoszinidséggel lesz vdasdrlo. Hatdrozzuk meg a
vasdrlok szamdnak az eloszldsdt!

Megoldds:
Legyen £ € Po(\) a latogatok szama, n vasarlok szama. Ekkor teljes valoszintiség tétele
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alapjan

[e.9]

n=mn)=Y Ph=nl{=k) P¢=k)
k=n
o0 k
= kz;l (fb)p"(l—p)’“"-%6A
e k! AR
—re A;n!(ls—n)!(l_p)k k!

s 1
_on_—A k—n\n\k—n
—re Zn!k—n!<1_p) ATA

=1
n —)\
— —(1-p
l
1=0
)" e _ Q)" s
oy e
1=0
— (/\p> 67)\p
n!

Vagyis azt lathatjuk, hogy n € Po(Ap).
]

1.3. Nevezetes abszolit folytonos eloszlasok

Egyenletes eloszlas

A ¢ valoszintiségi valtozot az |a,b] intervallumon egyenletes eloszlastinak nevezziik, ha
strtségfiiggvénye

b—a’

L haa<az<b,
0, egyébként.

Konnyen lathato, hogy eloszlasfiiggvénye

0, ha z < a,
F(r)={ %2, haa<uz<D,
1, ha b < x.

Jelolése: & € E(a,b).
a+b (b—a)?

2 12
Megmutathato, hogyha £* € F(0,1), akkor £ = a+ (b —a)&* € E(a,b).

A véletlen szamok generalasanal fontos szerepet jatszik, hogyha
F¢ () letezik, akkor ) = Fe(€) € E(0,1) és igy £ = F~'(n).

Belathato, hogy E¢ = D% =

16



Ezt az alabbi médon mutathatjuk meg
Fy(x) = P(n < x) = P(Fe(§) < 2) = Fe(F () = =,

vagyis n € E(0,1). Ebbsl € = F, ' (n).

Exponencialis eloszlas
A € valoszintiségi valtozot A paraméteri exponencidlis eloszlastinak nevezziik ha st-
riiségfiiggvénye
0 haz <0
fla) =9, ’
Ae ™ haxz >0.

Ebbdl pedig eloszlasfiiggvénye

0, ha z < 0,
F(.I‘) - -z
1—e™™, hax>0.

ahol A > 0 rogzitett. Jelolése: € € Exp(N).
Belathato, hogy

E¢ =

Erlang-eloszlas

A 7, valészintiségi valtozot (n, \) paraméterd Erlang-eloszlastinak nevezziik ha stri-
ségfiiggvénye

0, ha x < 0,
f@) =9 001

A e ha z > 0.
Hosszadalmasabb szamolassal bebizonyithato, hogy eloszlasfiiggvénye
0, ha x < 0,
F(z) = w1 A2
L= o3¢ haz>0,

ahol n természetes szam, A > 0. Jelolése: & € Erl(n,\), vagy £ € E,(N).

Konnyen lathato, hogy n = 1 esetben az exponencialis eloszlast kapjuk vissza.

Megmutathato, hogy
n
) DZnn = 39

En, = 2

>3

Gamma-eloszlas

A ¢ valoszintiségi valtozot (a, A) paraméterti I'-eloszlastinak nevezziik, ha stirtségfiigg-
vénye
0 ,haz <0
flz) =
)\()\l.)a—le—ksc
T s ha x Z 0.

17



ahol A > 0, a > 0,
[Na) = /ta_le_tdt
0

az ugynevezett teljes gamma-fliggvény.

Az eloszlasfiiggvény explicite nem adhatd meg, kivéve az a = n esetet.
Jelolése: £ € I'(a, A).

Megmutathato, hogy

E¢) =7 DO =1

Az o -t alak-paraméternek, ) -t pedig skila-paraméternek szokas nevezni.
a = n esetben az (n, \) paramétertd Erlang-eloszlast kapjuk vissza.

Weibull-eloszlas

A ¢ valosziniiségi valtozot (A, ) paraméterii Weibull-eloszlastinak nevezziik, ha stird-
ségfiiggvénye

0 ,haz <0
flz) =
Aaz® e ha x> 0.
Konnyt latni, hogy
0 ,haz <0
F(x) =

1—e™ haz>0

ahol A > 0 G.n. skdla-paraméter, o > 0 t.n. alak-paraméter.
Specialisan « = 1 esetben az exponencialis eloszlast kapjuk vissza.

Jelolése: & € W (A, a). Megmutathato, hogy
« 1
T (1 n —)
o
« 2 1
[F (1+—> — I (1+—)} :
a o

A ¢ valoszintiségi valtozot (k, a) paramétert Pareto-eloszlastinak nevezziik, ha stirtiség-
és eloszlasfiiggvénye

S =

I i

S~— N~—

Il I
7~ N /N
>l= >
~
Q Q

Pareto-eloszlas
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ahol a, k > 0.
Jelolése: € € Par(k,«), ahol k a hely-paraméter, a pedig az alak-paraméter.

Megmutathato, hogy

ﬁ ,a>1
E(¢) =
o ,a<l
sz_oé , > 2
E(&?) =
oo ,a<?2
lgy
D(¢) Fa [ ka 2 09
Ca-—2 a—1 ’ '

Pareto-eloszlast kovet példaul: egy altalanos processz CPU ideje, valamely file mérete egy
Internet-szerveren, valamely web-bongész6 gondolkodési ideje. a -ra a kovetkezé interval-
lumokat becsiilték az el6bb emlitett jelenségeknél: [1.05,1.25], [1.1,1.3], [0.58,0.9].

Normalis eloszlas (Gauss-eloszlas)
A ¢ valoszintiségi valtozot (m, o) paraméterd normalis eloszlastiinak nevezziik, ha

strtiség- és eloszlasfiiggvénye

1 _(e=m)?

L P = [ s

fx) =

2mo

ahol m € R, o > 0. Jelolése: £ € N(m, o). F(x) -re nincs zart alaku kifejezés.
Specialisan, ham = 0,0 = 1, akkor £ € N(0, 1), amit standard normalisnak neveziink.
Ekkor ennek stirtiség- és eloszlasfiiggvénye

p(z) = ! 6_§, qb(x)z/go(t)dt.
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Be lehet bizonyitani, hogy ha & € N(m, o), akkor

P<5<x>=¢(‘”‘m>,

g

tovabba ¢(—x) + ¢(x) = 1. Jol ismert, hogy
E@©) =m, DE)= o’

Lognormalis eloszlas

Legyen n € N(m, o), akkor a £ = e valoszintiségi valtozot lognormalis eloszlastinak
nevezziik, jelolése & € LN (m, o).

Nem nehéz latni, hogy ekkor
P <z)=Ple"<x)=P(n<lnx)
és ebbdl

Megmutathato, hogy
o? 2, 2
E() =™, DXE) =& — 1),

4. Tétel (Markov-egyenlGtlenség). Legyen & nemnegativ valdszindiségi valtozd, mely-
re E§ < 0o, 0 > 0 tetszdleges szam. Ekkor
E
P =0) < 75
5. Tétel (Csebisev-egyenldtlenség). Tegyiik fel, hogy D*¢ < oo, E€ = m ése > 0
tetszdleges szam. Ekkor
D¢

Pl =m| >¢e) < —>.
6. Tétel (Kozponti ( centralis) hatareloszlas-tétel). Legyenek a&y,&s, ... figgetlen,
azonos eloszldsi valdsziniségi vdltozok, melyekre D?*(&;) = 0 < oo, E(&;) = m. Ekkor

JLH;O:P(&#-...\;—Ein—nm <:c) _ ()

Specidlisan, ha & = x;, akkor & + ...+ &, € B(n,p) és igy

P(£1+...+§n<x):;(Z>pk(1—p)"k%gb(I\/;Tnf).
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Ennek lokdlis alakja

ny n—k 1 )
p"(l—p ~ - e 2np(l-p)
(k‘> (1) 2mnp(1 — p)

Tapasztalatok azt mutatjék, hogy ha n > 10 és n%g < p < ;%5 akkor a normalis eloszlas
jo kozelitést ad a binomialis eloszlasra.
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2. fejezet

A sztochasztikus modellezés alapjai

Ebben a fejezetben a Markovi-szinti modellezésben fontos szerepet jatszo alapvets elosz-
lasokat ismerhetjiik meg. Sz6 esik a megbizhatoség-elméletben elGforduld rendszerek szto-
chasztikus viselkedésének lefrasarol és modszereket adunk meg a fontos jellemzék meg-
hatarozésara. Megmutatjuk hogyan tudunk a szimuléciés eljarasokhoz sziikséges adott
eloszlasu véletlen szamokat generalni. Végiil targyaljuk a véletlen tagszamu Osszegeket,
amely a gyakorlatban nagyon sokszor el6fordulnak.

Az anyag Osszeéllitasaban féleg Allen [I], Gnyedenko, Beljajev, Szolovjev [2], Jereb, Te-
lek [4], Kleinrock [5], Ovcharov [7], Ravichandran [9], Ross [11], Tijms [14], Trivedi [15]
konyvekre tdmaszkodtunk.

2.1. Az exponencilis eloszlassal kapcsolatos eloszlasok
7. Tétel (Orokifjn tulajdonsag). Ha & € Exp()\) akkor teljesiinek a kivetkezd, tigy-

nevezett orokifju ( emlékezetnélkiliség ) tulajdonsdgok

P<z+yll>y) =P <), x>0,y >0,
P >x+yll >y) =P > x), x>0,y>0.

Bizonyitas:
P
.
_ F(z+y)— F(y) 1= e~ AMazty) _ (1— e—)\y)
- 1-F(y 1—(1—ew)
— e—Ay(elzye—”) e = F(z) = P(€ < )

A mésodik forma bizonyitasa hasonldéan torténik.
]

8. Tétel. 1 — e = Mo + o(h), ahol o(h)(kisordé h) olyan mennyiség ami h-nél gyor-

sabban tart 0-hoz, azaz limy,_.g O(}:L =0.
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Bizonyitas:
Mint lathato az allitas ekvivalens

1=\
lim —m8M8M8M——— =

h—0 h 0

val, amit a L’Hospital szabaly felhasznéalasaval bizonyitunk be, azaz

1= )\h e M=)
llm —— =lim—— = 0.
h—0 h h—0 1

9. Tétel. Ha F(z) a & > 0 wvaldsziniségi vdltozo eloszlasfiggvénye, melyre F(0) = 0,
valamaint

F(z+h)— F(x)
1—F(x)

akkor F(z) =1—e*, ha x > 0.

=AM +o(h), hax >0,

Bizonyitas:
Lathato, hogy a feltételekbdl

F(z+h)—F(z)
lim —h  — M WA
mo0 1— F(z)  hs0  h

Osszefliggést nyerjiik, ebbdl pedig

_L;):_)\ igy /J_F—;(S‘g)dx:/—)\dx

In|l— F(z)|=—-Ax+1Inc
1 — F(x) = ce™, azaz F(x) =1 — ce .
Felhasznalva, hogy F'(0) = 0 kapjuk, hogy ¢ = 1, ezzel pedig
F(x)=1—¢e.

Az alkalmazasok sordn nagyon fontos szerepet jatszik az alabbi allitds, amelynek segit-
ségével parhuzamosan jatszodo folyamatok koziil tudjuk meghatérozni a legelsé esemény
idétartamanak az eloszlaséat.

10. Tétel (Soros kapcsolasu rendszerek élettartamanak eloszlasa). Ha &, € Exp(\;)
(i=1,2,...,n) figgetlenek, akkor

n= min(é-la s 75”)

szintén exponencidlis eloszldsu, mégpedig > | N; paraméterrel.
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Bizonyitds: Jelen esetben felhasznaljuk, hogy a komplementer esemény valoszintiségébdl
hogyan hatarozhatjuk meg a kérdéses esemény valdszintiségét, vagyis

Plp<z)=1-Pnzz)=1-PE 2w, .. 5 21

n

—1- ﬁp(gi >a)=1-[Q-(1-e?)=1—e &t
=1

=1

4. Példa. Legyen & X\ , n pedig i paraméteri figgetlen exponencidlis eloszldsu valoszini-
ségi vdltozo. Hatdrozzuk meg annak a valdszindségét, hogy & = min(&,n)!

Megoldads:
¢ = min(&,n) akkor és csak akkor ha & < 7. A teljes valoszintiség tételét felhasznalva
kapjuk, hogy

Pe<n= [ P <o
Pe<m= [ = pade= [ e e da

_ > —ux % > —(Ap)zx _ X _ A
— ey — ——— A+ OHwe gy =1 — —
/0 pe e = | e v Atp Atp

5. Példa (Parhuzamos kapcsolasu rendszerek élettartamanak eloszlasa). Legyenek
&1, ..., & fliggetlen valdszintségi vdltozok, valamint n = max (&, ..., &,). Hatdrozzuk meg
n eloszldsfiigguényét!

Megoldds:

n

P(n<x)= P& <x,...,§n<x):HP(§i < x) :HFg(q;)

Ha & € Exp(\), akkor Fy(z) = [[1, (1 — e™%).

Ha pedig A\; = \,i = 1,...,n, akkor F,(z) = (1 — e )"

6. Példa. Mi lesz a pdrhuzamos kapcsoldsi rendszer élettartamdnak vdrhato értéke, 2
darab inhomogén, exponencidlis eloszldsiu elem esetén?

Megoldds:
Oldjuk meg elGszor a példat a definiciot kovetve! Ekkor
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Fusstr®) = [(1— %) (1 - )]
= (]_ _ 6—)\1$ o e—)\gcc + 6_()\1+)\2)z)/

= )\16_)\133 + )\26—/\2z _ ()\1 + )\2)6_(A1+>\2)$,

o0

E(maa:(fl,fg)) = /$fmax(§17§2)(x)dx

0
1 1 1

=4+ — — )
A1 A A+ A

Egyszeri szamolassal lathato, hogy ez tovabb irhato a kévetkezs formulaba
A+ A3+ A
E ’ — 1 2
(maz (&, &)) = 300+ )

_ 1 n A1 i_i_ A2 1
Tt A tA A A+ A

Nézziik most meg, hogyan oldhatjuk meg ezt a példat rovidebben!

Kezdé allapotban mindkét gép jo és az elsé meghibasodas varhato ideje

1
AL+ A

mig a masodik meghibasodés az elsé meghibisodasatol szamolva akkor torténik ha az elsé
elromlott és utana a méasodik is vagy forditva amibdl az exponenciélis eloszlas 6rokifju
tulajdonsagét és a teljes varhatd érték tételt felhasznalva kovetkezik, hogy a masodik
meghibasodas varhato ideje az elsé meghibasodas utan

ML 1
EREDYY

vV vV
1. volt hibas 2. volt hibas

Igy az atlagos mikodési ids

1 N M l+ Ao 1
MAXA A+ A+ AN

Homogén esetben ebbdl % + % lesz, amint ezt a kévetkezd példabol is latni fogjuk.
]

7. Példa. Pdrhuzamos kapcsoldsi rendszer esetén mi a rendszer élettartamdnak varhato
értéke €s szordsnégyzete, ha homogének az elemek
& € Exp(N),i=1,...,n, és figgetlenek?
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Megoldds:

n

P(maz(€y,....&) <x) = H P& <x) = (1—e )",

Hasznaljuk fel, hogy ha & > 0 akkor

B¢ = /Ooop(g > 2)d = /Ooou _ F(z)) da!

At =1 — e helyettesitést alkalmazva kapjuk, hogy

E(maz(&,...,6)) = /000(1 —(1— e dg = %/0 (1-— t")L dt

1—1

:1/1(1+t+...+t”‘1)dt:l{t+ﬁ+...+ﬁ}l:l[1+1+...+1}

A Jo A 2 nl, A 2 n
! 1 1
= \n_é/ + —(n—l))\ +...+ \X’/

1. meghibasodas o _ 1 meghibasodas n. - n-1. meghibasodéas
:1{1+1+...+l}.

A 2 n

A exponencialis eloszlas 6rokifju tulajdonsagabol kovetkezik, hogy a meghibasodasok ko-
zOtti idGtartamok is exponencidlis eloszlastak lesznek. Kénnyen lathato, hogy a (k — 1)
-dik és k -dik meghibasodas kozotti id6 paramétere (n — k + 1)\, k = 1,...,n, és ezek
az idGtartamok egyméstol fliggetlenek is az exponencialis eloszlas tulajdonsigai miatt.
Ezt a tényt nagyon jol tudjuk hasznositani a k£ -dik meghibdsodés varhato értékének és
szorasnégyzetének a meghatarozasahoz. Ezek utan érthetd modon

1 1
E(k -dik meghibasodas ideje) = ~t Tt (n—k+Dx
1 1
2 . 1.2 2 : 3 J—
D*(k -dik meghibasodas ideje) = (nA)?2 Tt (n—Ek+1)A)?
k=1,...,n.
Ebbél a parhuzamosan kapcsolt rendszer élettartaméanak szorasnégyzete
! +...+ !
(nA)2 A%

5. Definicid. Legyenek & és n fiiggetlen valdszindségi vdltozok fe(z) és f,(x) siriség-
fiigguénnyel. Ekkor a ¢ = & + n sdridségfiggvénye

fo(z) = / " felo)fy (= — v) d,

melyet fe(z) és f,(x) konvolaciéjanak nevezink.
Ha & >0 ésn >0, akkor

fe(z) = /OZ fe(x) f(z — x) da.
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8. Példa. Legyenek & és n fiiggetlen, X paraméteri exponencidlis eloszldsu valosziniségi
vdltozok. Hatdrozzuk meg & + n stridségfiigguényét!

Megoldds:
Az el6z6 képlet alapjan, behelyettesitve az exponenciélis eloszlas stirtiségfiiggvényét kap-
juk

fein(2) —/ e A \eTAED) gy — )\2/ e dw
0 0
= )\26_)\3/ Ldr = Ne ™z = A\ \2)e ™,
0

ami azt mutatja, hogy fiiggetlen, azonos paraméterti exponencialis eloszlast valoszintiségi
valtozok Gsszege nem exponencialis eloszlast kovet.
]

9. Példa. Legyenek &, ...&, figgetlen, X paraméterd exponencidlis eloszldasu valoszini-
séqi vdltozok. Mutassuk meg, hogy

A2yt
fertte.(2) = A%G—Az

Megoldas: A bizonyitast teljes indukcioval fogjuk végezni, ahol felhasznaljuk az elézé

példa eredményeit is. k = 1-re és k = 2-re lattuk, hogy igaz. Tegyiik fel, hogy k = n — 1-re
is igaz és nézziik meg k = n-re mi torténik!

¢ )\()\x)an Az —ANz—=x
fertvenrre.(2) :/0 -2 ¢ MAe M) dy

—Az z —A\z n—1
e e z
= /\2—)'/\”_2/ 2" 2 dr = \? A2
' 0

(n—2 (n—2)! (n—1)
NS
_)\(n—l)!e )

ami éppen az (n, \) paraméterd Erlang-eloszlas strtiségfiiggvénye.
Ez nagyban megkdnnyiti a varhato érték és a szoérasnégyzet meghatarozasat.

Az Erlang-eloszlas jol hasznalhaté olyan valoszintiségi valtozok eloszldsanak kozelitésére,
melynél Cg < 1. Ekkor ha az els6é 2 momentum adott, akkor az

A2,

fa(t) = pme +(1—-p)

A,
k—1)°

(k—1,\) és (k,\) paraméterii Erlang-eloszlasok keveréke, ahol

_ 1 2 _ 2\ _ .22
e (kC2 = (1 + C?) - k2C2) |
E—p 1 9 1
A= = <2<

E()’ e e el
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rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy
E(n) =E@), C,=C:

Ezt az n-t szokés Ej_1 ;(\) szimbélummal is jellni.

Hipo-exponenialis eloszlas

Legyenek & € FExp(X\;) (i = 1,...,n) fiiggetlen, exponencialis eloszlasu valoszintségi
valtozok. Az n, =& + ... + &, valoszintiségi valtozot hipo-exponencialis eloszlastnak
nevezziik.

Megmutathato, hogy strtiségfiiggvénye

(@) 0, ha z <0,
n xr) = n— n n eiAjI
Ui (—1) 1[1—[2-:1 >\7,] Zj:l [J ROV ha z > 0.

Belathato, hogy

1 "1

i=1
. 1 ) I D1 -
A hipo-exponencialis eloszlas relativ szorasa C,, = ﬁ < 1, vagyis
o2 — =l Ai 1

Hiper-exponenialis eloszlas

Legyenek & € Exp()\;) (i = 1,...,n) fiiggetlen, exponencialis valoszintiségi valtozok,

P1,- .., Pn pedig eloszlas. Az n valoszintiségi valtozot hiper-exponencialis eloszlasiinak
nevezziik ha strtiségfiiggvénye

0, haz <0

Yoy pidie M hax > 0.

Eloszlasfiiggvénye

0, haz <0
1=>" pe ™, hax>0.
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Konnyt latni, hogy
- Di o Di
E(nn) = Z X> E(nn)z = 22 F
i=1 " i=1

Megmutathato, hogy a hiper-exponencialis eloszlas relativ szorasnégyzete mindig nagyobb

vagy egyenlé mint 1, vagyis
n 1 2 n 1 2
3 (1) - (s
o2 — _i=l v i=1 " > 1
£ = . 2 =
>
— \;
=1

Abban az esetben, ha C’g > 1, akkor 2 momentum alapjan az alabbi illeszkedés ajanlatos

fo() = pAie™ 4 (1 — p)hge
vagyis n 2-drendd hiper-exponencialis eloszlast. Mivel n strtségfiiggvényében 3 para-

méter szerepel és az illeszkedés csak 2 momentum alapjan torténik, ezért végtelen sok
megoldés lehetséges.

Tekintsiik az tgynevezett kiegyensilyozott varhato értékek esetét, vagyis amikor

p_1-p
A Ao
Ekkor
B =2 + 122 _gg)
A Ao
2p  2(1—p)
E(p?) = = 4+ 22 P e

melybdl a megoldés
1 c? -1 9 2(] —
po ¢ a2, 22
2 Cé+1 E(¢) E(¢)

Ha az my, mo, m3z momentumok alapjan szeretnénk ezt a hiper-exponenciélis eloszlast
illeszteni, akkor ez csak az ms > %m% feltétel mellett lehetséges és ekkor egyértelmi. Meg
lehet mutatni, hogy a feltétel teljesiil a Gamma és lognormaélis eloszlasra is. Ebben az

esetben . Ml — Agml)
1L — Aam
)\172:§(a1:|:\/a%—4a2>, p:—/\l_/\2 )

3 1
Az = (Gm% —3ma)/ (§m§ - m1m3) , a1 = <1 + §m2a2) Jm;.

ahol
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Eloszlasok keveréke

6. Definicié. Legyenek &;, &, . .. valdszintségi vdltozok, py, po, ... pedig eloszlds.
Az F(x) = Y piFe,(x) eloszldsfigguényt az Fe,(z) eloszldsfigguények p; silyokkal vett ke-
verékének nevezziik.

Hasonloan
Az f(x) = D pife,(x) striségfiggvényt az fe,(v) siriségfigguények p; sulyokkal vett ke-
verékének nevezziik.

Koénnyt belatni, hogy F(z), f(z) valoban eloszlas- illetve stirtiségfiiggvény.
Ezen terminologiat hasznalva igy a hiper-exponencialis eloszlas exponencialis eloszlasok
keveréke.

2.2. Megbizhatosag-elméleti alapok

7. Definicié. Jeldlje & valamely elem élettartamat.
Ekkor az R(t) = P(¢ > t) -t megbizhatosagi-fliggvénynek nevezziik.

Konnyt latni, hogy R'(t) = — f¢(t), valamint E(§) = [ R(t)dt.

0
A meghizhatosagi-fliggvény nagyon hasznos a kiilonb6z6 rendszerek megbizhatosagi vizs-
galataban. Az el6z6ek alapjan kénnyd latni, hogy

e Sorosan kapcsolt rendszerek esetén

e Parhuzamosan kapcsolt rendszerek esetén

n

Rp(t) =1 (1= Ri(t))

=1

Masik fontos jellemz6 a meghibasodasi intenzitas-fiiggvény (megbizhatosagi rata-
fliggvény), amelyet a kovetkezSképpen értelmeziink

_ g A —F@) RO - RE+2)  fQ)
250 :ER(t) 250 a:R(t) = R(t)'

Mutassuk meg, hogyan fejezhets ki R(t) a h(t) segitségével!

t

/ h(z)dz = U/t —Z((;) da

0

t

/ h(z)dz = [~ In R(@)], = —In R(t),

0
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mivel R(0) = 1. Igy

— [ h(z)dz
R(t)=e 0
t
Legyen H(t) = [ h(z)dz ugynevezett kumulativ megbizhatosagi intenzitas-fiiggvény.
0
Ekkor

R(t) = e H®),

Az alabbiakban nevezetes eloszlasokra irjuk fel az R(t), h(t), H(t) fuggvényeket ahol

c stz

Azt is megmutatjuk milyen kapcsolat van a h(t)t fliggvény és a relativ szorasnégyzet Cg
kozott.

e Exponenciélis eloszlas

€ Exp()), R(Et)=e¢™, h(t)=X H{t)=M, CI=1L

e Erlang-eloszlas

£ € Erl(n,\)
n—1
e (A
R(t) = ZO g
W) = A e A
n—1 A n—1 )
(n . 1)'10 ( Z') €—>\t (n . 1)!i0 ( Z')

e Weibull-eloszlés

)\ata—le—)\to‘

EeW\a), REt)=e™, ht)= g = At

Vagyis a > 1 -nél h(t) monoton névekvs, a < 1 -nél monoton csokkens és o = 1
-nél h(t) = N, H(t) = At*.

o BT+ -r0+d) T(1+2)
‘ (HTa+L) 2 (1+1)
)
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Megmutathato, hogy

C¢>1 L,hal0<a<l,
C’§2<1 , ha a > 1.

e Pareto-eloszlas

¢ € Par(k, ), R(t):(£>, h(t):%, H(t)—aln(%),t>k;
2a o 2 2&
¢ (£o)®  (k2)®  a-2 a ’ '
a—1 a—1

A fenti esetek azt tamasztjak ala, hogyha h(t) monoton névekeds (cstkkend) az értelme-
zési tartoméanyan, akkor CZ < 1(> 1).

Azonban ez forditva nem igaz, mert példaul a lognormalis eloszlas esetén h(t) elGszor
monoton novekedd, majd utana monoton csdkkend.

2.3. Véletlen szamok generalasa

Mint mar korabban is lattuk a véletlen szamok generalasanél fontos szerepet jatszik az
alabbi képlet

n=Fe(§) € E(0,1), és igy & = F~'(n).

A kovetkezd részben nevezetes eloszlasu véletlen szamokat fogunk elallitani.

10. Példa. Mutassuk meg hogyan generdljunk \ paraméterid exponencidlis eloszldst ko-
vetd véletlen szamokat!

Megoldds:
Ha & € Exp(\) és n € E(0,1) akkor 1 — e = 5 {gy ha tudunk [0,1]-en egyenletest
generalni akkor a A\ paraméterd exponencialis eloszlast kovets véletlen szamokat a

1
fz—xmﬂ—n)

képlet segitségével generalhatunk.
]

11. Példa. Mutassuk meg hogyan generdljunk (n,\) paraméterd
Erlang-eloszldst kovetd véletlen szamokat!
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Megoldds:
Hasonloan az el6z6 példahoz, ha tudunk [0,1]-en egyenletest generdlni akkor a (m, )
paraméterd Erlang-eloszlast kévets véletlen szamokat a

n

1 .
m:&+m+&:—¢mﬂa—m%mmmeﬂqnﬁzyum

i=1
képlet segitségével generalhatunk.

12. Példa. Mutassuk meg hogyan generdljunk hipo-exponencidlis eloszldst kovetd véletlen
szamokat!

Megoldds:
Hasonloan az el6z6 példahoz, ha tudunk [0,1]-en egyenletest generalni akkor a hipo-
exponencialis eloszlast kovets véletlen szamokat a

1 1
A1 A

n

képlet segitségével generalhatunk.
]

13. Példa. Mutassuk meg hogyan generdljunk hiper-exponencidlis eloszldst kovetd vélet-
len szdmokat!

Megoldds:
Elgszor generaljuk le [0, 1]-en egyenletes eloszlas szerint n-t, majd valasszuk ki azt az i-t

amelyre teljesiil, hogy
i1 i
> pi<n<) p;!
j=1 j=1

Masodik 1épésként pedig generaljunk \; paramétert exponencialis eloszlast kovets véletlen
szamot a mar ismert képlet szerint!
]

14. Példa. Mutassuk meg hogyan generdljunk Weibull-eloszldsi véletlen szamokat!

Megoldds:

n=1—e", ebbdl

1

@

€=[—émﬂ—nﬂ

15. Példa. Mutassuk meg hogyan generdljunk Pareto-eloszldsiu véletlen szdmokat!
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Megoldds:

2.4. Véletlen tagszamu osszegek

8. Definicid. Legyenv € {0,1,2,3,...} valdsziniségi valtozo, valamint {&;}52, figgetlen,
azonos eloszldsu valdsziniségi vdltozok amelyek fiiggetlenek v-tdl is.
Azn, =&+ ... +&, véletlen tagszamu 6sszegnek nevezzik (v >1,1ny=0).

Az n, eloszlasét, eloszlasfliggvényét és strtiségfiiggvényét a teljes valoszintiség-tétel fel-
hasznalasaval kapjuk. Ennek kévetkezménye a teljes momentum-tétel, amit szintén alkal-
mazni fogunk.

Diszkrét esetben

P(n, =n) =Y Pl =n)Pv =k),

E(n,) =) E(n)P(v =k).
k=0
Folytonos esetben

(@) =D fu(@)Pv = k) Fy(2) = Y By (2)P(v = k),
k=0

B =Y / il () dePr = k) = S EGL) P = B).

16. Példa. Legyen fe,(z) = e ™ i = 1,2,... és v leqgyen p paraméterd geometriai
eloszldsu. Hatdrozzuk meg m, striségfiigguényét!

Megoldds:
Vegyiik észre, hogy nx, (k, \) paramétertd Erlang-eloszlast lesz, ezért annak stirtségfiigg-
vényét helyettesitjiik be. Vagyis

IGOEDY —A(g\f)l), e p(l—p)*
k=1 )

e (Az(1=p)Et S (a1 —p))
“ape 3L ék_zlﬂ;) :Z( (]-! p))

k=1 7=0
—)\:ce)\x(l—p)

—A\px

= Ape = A\pe

Amint lathato n, € Exp(Ap).
]
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11. Tétel. A véletlen tagszdmi dsszeq vdrhato értéke
E(Uu) = K& Ev.

Bizonyitds: A teljes varhato érték tételt hasznalva

E(n,) =Y E(m)P(v=Fk) => kEHP(v=k)

=E(&) ) kP(v=k) = E& Ev.
k=1
]
12. Tétel. A véletlen tagszdimai 6sszeq szordsnégyzete
D%y, = D%, Ev + E2¢, D?v.

Bizonyitds: A teljes momentum tétel alapjan

ZE )P ZE (&4 + &) Py = k)

- 3D + ) Pl = )
k=1

= kD’ P(v=k)+ Y KE&P(v =k) =D’ Ev + E* Ev”.
k=1 —

Ebbél
D%y, = D%, Ev 4+ E2¢ Ev? — E26 E*v = D% Ev + B¢, D?w.

| |
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3. fejezet

Analitikus eszkozok

A transzforméacié fogalma teljesen megszokott a vizsgalatok sorédn. Ennek a hatékony
modszernek tomoren az a lényege, hogyha az eredeti problémat nem tudjuk, vagy csak
koriilményesen tudnank megoldani, akkor alkalmas transzformacioval atvissziik egy mésik
feladatba, majd ennek megoldasabol megprobalunk az eredeti probléméra vélaszt adni.
A transzformacio fajtaja fligg a probléma jellegétsl. Ebben a fejezetben 2 nagyon bevalt
modszert mutatunk meg, amelyek lényegében a diszkrét és folytonos esetet oOlelik fel.
Természetesen rajtuk kiviil szdmos mas transzformécio is 1étezik. Gyakran el6fordul, hogy
ugyanannak a transzformacionak kiillonb6z6 nevet adnak az eltéré tudomanyteriiletek.
A tematika sszeallitasaban f6leg Allen [I], Gnyedenko, Beljajev, Szolovjev [2], Kleinrock
[5], Ovcharov [7], Tijms [14], Trivedi [15] konyvekre tamaszkodtunk.

3.1. Generatorfiiggvény

9. Definicié. Legyen & nemnegativ diszkrét valdsziniségi vdltozo
P =n)=p,, n=0,1,2,... eloszldssal.
A Ge(s) figguényt az £ generatorfiiggvényének nevezzik, ahol

Ge(s) = iskpk = Es*.
k=0
Ge(s) akkor és csak akkor létezik ha a sor konvergens.
13. Tétel. A generdtorfiigguényekre a kévetkezd tulajdonsdgok teljesiilnek:
1. Ge(1) =1,
2. |Ge(s)| <1, ha|s| <1,
3. E§ = Gi(1),
4 B = GI(1) + G(1),

k
5opr =22 k=012, ..

Bizonyitds:
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L Ge(l) =3 Fp =2 ok = 1.
2. |Ge(s)| < 2 8"l = 3o, 18|k < 30, 1pk < 1
3. G'g(s) = Zk(sk)’pk => ks*~'p, innen pedig G’g(l) = >, kp, = EE.

4 GLs)| oy = 268 e = 2o (k" |, = Do bk — 1)s*2pg| = D0, ko —
Zk kpi, = E£2 - K¢

Ebbél pedig atrendezés utan

D*¢ = G{(1) + GL(1) — (Gg(1))%.
n
14. Tétel. Ha &, ... &, fuggetlenek, akkor Ge 4. 1¢,(s) = [[ie; Ge ().

Bizonyitds:
A bizonyitas soran a harmadik 1épésben felhasznaljuk, hogy fiiggetlen valoszintiségi val-
tozok szorzatanak varhato értéke egyenls a varhato értékiik szorzatéaval.

Gegone,(8) = BsST T = R(s51 . s5) = HES& = H G, (s).
i=1 i=1
=

15. Tétel. A véletlen tagszamu d6sszeq generdtorfiigguénye
Gy, (s) = Gu(Ge, (9))-

Bizonyitds:

A teljes varhato érték tétel alapjan

Gy, (s) =) Es™P(v=n) = (Gg(s)"P(v=n) = G, (G (s)).

n
||

Az alkalmazésok sordn nagyon fontosak az aldbbi tételek.

16. Tétel. Ha nemnegativ, egész értéki vdltozok eqy &1, ...,&, sorozata azzal a tulaj-
donsaggal bir, hogy eloszldsaik eqy hatdreloszldshoz konvergdlnak, azaz bevezetve a pp. =
P&, = k),(k = 0,1,...,n = 1,2,...) jeloléseket, léteznek a lim, oo por = pr (k =
0,1,...) hatdrértékek és Y - px = 1, akkor a &, vdltozdk generdtorfiggvényei a [—1,1]
minden pontjaban konvergdlnak a {py} eloszlds generdtorfiggvényéhez, azaz

lim G,(s) = G(s), ([s] < 1),
ahol

Gn(s) =D puis® = G, (s)
k=0

G(z) = Z prst.
k=0

Ha a lim, oo poe = pr hatdrértékek léteznek, de > pr # 1, akkor a generdtorfiggvények
konvergencidja csak az intervallum belsejében érvényes.
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1. Megjegyzés. A tétel utolso dllitasat illusztralja a kovetkezd példas:
Legyen € = n, azaz ppp =1, és ppr = 0, ha k # n, akkor

lim p,, =0(k=0,1,...).
n—oo

Azonban
0, hal|s| <1
lim G,(s) = lim s" =<1, has=1
n—oo n—oo
nem létezik, ha s = —1

17. Tétel. Ha a &, vdltozok generdtorfiggvényei konvergdlnak eqy G(s) figguényhez, ha
|s| <1, akkor a &, vdltozdk eloszldsai konvergdlnak ahhoz a valdsziniségeloszldshoz, mely-
nek a G(s) a generdtorfiggvénye.

2. Megjegyzés. Ha csak azt tessziik fel, hogy lim, ., G,(s) = G(s) létezik, ha |s| < 1,
akkor még nem kdvetkezik, hogy G(s) generdtorfiggvény.

17. Példa. Ha &, a 0 és n értékeket egyforma valdsziniiséggel veszi fel, akkor G,(s) =
L2 65 lim,, oo G (S) = £, vagyis nem érvényes, hogy > pi = 1, mivel
I %, ha k=0
im pe = pr =
nosoo Pk = P 0 eqyébként

Ezeket a generatorfiiggvény folytonossagi tételének is szokas nevezni, és nagyon jol
alkalmazhatoak a hatareloszlas-tételek bizonyitasanal.

Nevezetes eloszlasok generatorfiiggvénye

18. Példa. Hatdrozzuk meg a Bernoulli-eloszlds generdtorfiigguényét, majd ennek segit-
ségével a varhato értéket és s szordsnégyzetet!

Megoldds:
Gya(s) =s"(1—p)+s'p=sp+1—p=1+p(s—1),
()|, =P Ex(A)? =0+p, D’x(A) =p—p* =p(l—p).
| |

19. Példa. Hatdrozzuk meg a A paraméterd Poisson-eloszlds generdtorfiigguényét, majd
ennek seqgitségével a vdrhato értéket és s szordsnégyzetet!

Megoldds:
N L (As)*
_ AP S _ A —sA . —A(l—s)
Gg(s)—Zs e =¢ Z e =e :
k=0 k=0
Gé(s)‘szl - 6_>\(1_S)A|5:1 = A’
GL(s)] = e =X DX=XN+A- (V) =\
]
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20. Példa. Hatdrozzuk meg fiiggetlen Poisson-eloszlasok konvoliciojdat generdtorfiigguény
segitségével!

Megoldds:
Mivel fiiggetlen valészintiségi valtozok Osszegének generatorfiiggvény a generatorfiiggveé-
nyek szorzata, valamint ismerve a Poisson-eloszlas generatorfiiggvényét, kapjuk

GfJﬂ](S) = 67)‘(1*5)6*#(1*5) — e*()\Jr,u)s’

amely éppen a A\ + p paraméterid Poisson-eloszlas generatorfiiggvénye.
]

21. Példa. Mutassuk meg a generdtorfiigguények segitségével, hogy
B(n,p) — Po()\), han — oo,p — 0 dgy, hogy np — \!

Megoldds:

Hasznéljuk fel, hogy ha a, — A akkor (1 + %) — el
Azt fogjuk megmutatni, hogy a binomialis eloszlas generatorfiiggvénye tart a Poisson-
eloszlas generatorfliggvényéhez, azaz

Ge(s) =1 =p(l=s)" =1 - ———

)n — 67)\(173)
n

amely a A paramétert Poisson-eloszlas generédtorfiiggvénye.

22. Példa. Legyen & € x(A) figgetlenek, v € Po(\). Hatdrozzuk meg n, generdtor-
fiigguényét!

Megoldds:
Felhasznélva a véletlen tagszamu Gsszeg generatorfiiggvényére kimondott tételt, kapjuk

G (5) = Go(Ge,(5)) = e =061 — o=Ml1=9),

amelybdl lathato, hogy 7, € Po(Ap).
]

23. Példa. Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet-rendszert

S — AR()
dP;(t) B
L — CAR(t) + ARy(t)
W) _ AR1) + AP

k=1,2,...

kezdeti feltétel mellett!
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Megoldds:
Az egyenletek mindkét oldalat s megfelel6 hatvanyival megszorozva kapjuk

dPy(t)
s —AR(t)
SdP1 (t) -
o = (FAPL() + ARy (1))s
Skdisk_(t) — (—AP(t) + AP 1 (1))s* = —As*Py(t) + Ass* Py (1)

Bevezetve a

G(t,s) =Y s"Pi(t)
k=0
genetatorfiiggvényt, lathatjuk, hogy a derivaltak generatorfiiggvényét kapjuk a bal olda-
lon ha 6sszeadjuk az egyenleteket. Ezért

9G(t,s) _ i #dP()

ot prd dt
=-A Z s"Pyp(t) +As Z s" P, (1)
k=0 k=1 )
G(t,s) GFIZS)

A kezdeti feltétel pedig

G(0,s) =) s"P(0) = 1.

Végiil a differencidlegyenlet-rendszerbdl egyetlen egyenletet kaptunk, nevezetesen

OG(t
é{ ) A1 = )G s),
a kezdeti feltétel pedig
G(0,s) = 1.

Atrendezve az egyenletet kapjuk

dG(t,s)

o = —X\(1-
Ge.sy MY

ennek megoldésa pedig

In|G(t,s)] = —At(l —s)+InC.
Mivel G(t,s) = Ce (179 s G(0,s) = 1, igy G(0,s) = Ce™® =1 azaz C = 1.

Igy G(t,s) = e~ 1= amelybdl lathatjuk, hogy G(t, s) egy At paraméterti Poisson-eloszlas
generatorfiiggvénye, ezért keresett megoldas

Pk<t) (At>k —)\t'

k!
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3.2. Laplace-transzformalt

10. Definici6. Legyen £ nemnegativ valdszindségi valtozo fe(x) striségfiggvénnyel. A
Le¢(s) fiigguényt az £ Laplace-transzformaltjanak nevezzik, ahol

Le(s) = / e fe(x)dr = Ee % = fg(s)
0
18. Tétel. A Laplace-transzformdltra a kévetkezd tulajdonsdgok teljestilnek
1. Le(0) =1,
2. 0< Le(s) <1, has >0,

3. Ha &, ...,&, figgetlen valdsziniségi vdltozok, akkor

Leyy..+6,(5) = H Le,(s).
=1

4. B¢ = (=1)"L{(0).
Bizonyitds:
1. Le(0) = [T e fe(x) do = []7 fe(x)da = 1.

2. 0 < L¢(s) <1 elsd része ugy lathato be, hogy e* f¢(x) nemnegativ és nemnegativ
fliggvények integralja is nemnegativ. A masodik részt pedig gy bizonyithatjuk be,
hogy az e~** feliilr6l becstilhet6 az 1 konstans fliggvénnyel a [0, co[ intervallumon
amibdl azt kapjuk, hogy

Le(s) = /OOO e~ fo(z) da < /OOO 1fe(z) do = 1.

3 Lot (s) = Bttt — Be—6 . o=) = E[[, e~ ami &1,....6,
fiiggetlensége miatt [, Ee %, igy [, Lg,(s).

189 (0) = / (e fo(a) da_,
— /Om(—x)”esﬂszofg(:c) dx = (—=1)" /OOO 2" fe(x) do

S

Egn
amibdl kovetkezik, hogy EE™ = (—1)nLén)(0)~

]
A gyakorlati alkalmazasok miatt még fiiggvények Laplace-transzformaltjaival is kell fog-
lalkoznunk, hiszen sok esetben differencidlegyelenteket tudunk megoldani a segitségiikkel.

42



19. Tétel. Figguények Laplace-transzformdltjdara igazak az alabbiak
1. (af(x) +bg(x))"(s) = af*(s) + bg*(s)
2 (f'(x))"(s) = sf*(s) = £(0),  ha lim, o L2 =0
Bizonyitds:
L (af(z)+bg(x))"(s) =
af*(s) +bg*(s)

2. Parcialis integralast alkalmazva

e *(af(x)+bg(z))dr =a ;foe”f(x)dx%—b Zoesmg(a:)d$ =

(f'(2))"(s) =

e f'(z)dx = [f(x)e "]y + s Zoesxf(zv)dm = sf*(s) — f(0).

20. Tétel. Véletlen tagszami dsszeg Laplace-transzformadltja
Ly, (s) = Gu(Lg, (s))-

Bizonyitas:
A teljes varhato érték tétel alapjan

Ly, (s) =E(e™™) =Y E(e™™)P(v=n) =) (Lg(s)"P(v=mn) = G,(Lg,(5).

]
Bizonyitéas nélkiil kozoljiik a gyakorlati alkalmazasoknal fontos alabbi allitasokat.

21. Tétel. f*(s)-re teljesiilnek a kovetkezd hatdrértékek

o Kezdetiérték-tétel
lim sf*(s)(s) = lim f(¢)

S—00 t—0

o Hatarérték-tétel
limsf*(s)(s) = tlim f(t)
—00

s—0

22. Tétel (POST-WIDDER-féle inverzios formula). Ha f(x) folytonos és korldtos
(0,00)-n, akkor

n'" j;:i L(f) (S> ‘5:%

L TCE ) A
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23. Tétel (Folytonossagi-tétel). Tekintsik a &, ...,&,, ... valdszindségi vdltozdk so-
rozatdt, melyeknek eloszlasfiggvénye Fy(x), Fo(x), ..., Fp(x),. ... Holim, o F,(z) = F(x),
ahol F(z) valamely & eloszldsfiiggvénye, akkor

lim E(e %) = E(e™),

n—oo

és forditva.
Azaz, ha a Laplace-transzformdltak sorozata konvergdl valamely & valdszintségi vdltozo
Laplace-transzformdltjdhoz, akkor lim,, o F,(z) = F(x).

24. Példa. £ € Exp(\) esetén

o A
Le(s) = /O e \e M dy = .

25. Példa. £ € Erl(n, ) esetén

Le(s) = (/\j\rs)n

hiszen & fiiggetlen, azonos paraméteri exponencidlis eloszldsu valdosziniségi vdltozok dssze-
ge.

26. Példa. Hatdrozzuk meg hipo-exponencidlis eloszlds esetén
a Laplace-transzformdltat!

Megoldds:
Az el6z6ekhez hasonléan, csak most kiilonb6z6 paraméterek is lehetnek, ezért

n

Lan(s) = H(Al)i 8)'

=1

]
A kovetkez6 példa arra szolgal, hogyan tudjuk viszonylag egyszertien meghatarozni egy
exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozo n-edik momentumat. Ha ezt stirtiségfiiggvény
segitségével kellene megtenniink, akkor elég sokat kellene szémolnunk.

27. Példa. Mutassuk meg Laplace-transzformdlt segitségével,
hogyha & € Exp(N), akkor

n!
Megoldds:
(n)
e = (0200 = 1 (555) ey
= (="M + ) )™ Ly = (“D)"A(=1)(=2) .. (=) A+ )"
n! n! n!
= ()" g = G A =
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28. Példa. Legyen v geometriai eloszldsi szamldlo folyamat és & € Exp(\) dsszeadan-
dok. Hatdrozzuk meg a véletlen tagszami osszeq eloszlasdt!

Megoldas:
Mivel ha v € Geo(p), akkor G, (z) = %, igy
Ap
Ap
Ly, (s) = Gu(Lg (s)) = a = -
! 1-2=(1—p) Ap+s

Ami pedig éppen 7, € Exp(Ap) Laplace-transzformaltja.
]

24. Tétel. Keverékek Laplace-transzformdltja a Laplace-transzformdltak keveréke.

Bizonyitas:
Legyen
fol@) = pife().
i=1
Ekkor
Lys)= [ e (Z pife (a;)> dx
0 i=1
= Zp%/ e—sxf&(x)dx = ZpiLfi(S)'
i=1 Y . =1
Lﬁl(s)
]

QA®

29. Példa. Hatdrozzuk meg a g(t) = e fiigguény Laplace-transzformdltjdat!

k!
Megoldds:
* . > —st (At>k -\t _ )\k 1 > k_ —(s+A)t
g(s)—/o e~ e dt_H)\——i—s i (s + M)t'e df
Efk:o\fls)k
P L T B | A\
CRAEs(AEs)E T A+s\A+s)/)
=

30. Példa. Oldjuk meg Laplace-transzformdlt segitségével a kévetkezd differencidlegyenlet-
rendszert

Py(t) = =APy(t)
Pl(t) = =APi(t) + APy(t)
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Pi(t) = =APy(t) + APy (1)
k=1,2,...
1, hak=0,
P(0) =
0, hak#0.
kezdeti feltételek mellett!

Megoldds:
Vegyiik mindkét oldal Laplace-transzformaltjat! Ekkor

(Fo(2))*(s) = =A(Fo())"(s)

(P(1))"(s) = =A(Pk(2)"(s) + A(Pe-1(£))"(s)

k=1,2,... A helyettesitéses integralas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy

/ e S P(t)dt = [e " Pu(t)]° — / —se "' P(t) dt.
0 0
Ha P (t) korlatos azaz |Py(t)| < K akkor

e PL()]5 = —Px(0).
Igy azt kapjuk, hogy

(P(t))"(s) = =Pr(0) + sP(s).

Igy a mi esetiinkben

(F0)"(s) = =1+ sFy(s)
valamint

(P)*(s) = sP(s) ha k > 1.

Az el6bbieket kihasznalva kapjuk, hogy

—1+4 sPj(s) = =AFj(s)
amibdl rogton kovetkezik, hogy

B =
Valamint
SPL(s) = —AP;(5) + APE_y(5),
igy
Pi(s) = Py (s)
)\+5 —1 )

amibdl konnyen belathato, hogy

1 A\
P (s) = :
(5) >\—|—8(>\—i—5)

Ebbdl pedig el6z6 szamitasunkat felhasznélva kapjuk, hogy
(At)*
k!

Pu(t) = e M Ek=0,1,2...
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4. fejezet

Sztochasztikus rendszerek

Az alapozéas utéan lehet@ségiink nyilik az id6ben dinamikusan valtozé rendszerek szto-
chasztikus modellezésére is. Bevezetjiikk az alapvet§ fontossagii Poisson-folyamatot és
megmutatjuk milyen kapcsolatban all mas ismert eloszlasokkal. Az egyszertibb rendszerek
vizsgalatéval szinte épitékoveket gyartunk a bonyolultabb esetekre. Megismerkedhetiink
a f6bb rendszerjellemz&k meghatarozasanak a modszereivel is. Szamos példan keresz-
tiil mutatjuk meg az egyes paramétereknek a rendszer hatékonyséigi mutatoira gyakorolt
hatasat. A peéldékat féleg Allen [I], Ovcharov [7], Trivedi [I5] kényvekre tamaszkodva
valogattuk Ossze.

4.1. Poisson-folyamat

11. Definici6é. Legyenek a 11,79 ... eqymdstol fiiggetlen, azonos eloszldsu, nemnegativ
valdsziniségi valtozok. A

v(t) = mgx{z T; < t}

valdszindségi valtozot felajitasi folyamatnak nevezzik, az m(t) = Ev(t)-t pedig felaji-
tasi fiiggvénynek.

25. Tétel. Ha 11,75 ... egymadstol fiiggetlen, exponencialis eloszldsu valdsziniiségi vdlto-
k

20k, akkor P(v(t) = k) = %6_’“.

Bizonyitds:

A konstrukciobol latszik, hogy S, = > " | 7 (n,\) paramétert Erlang-eloszlasa valoszi-

ntiségi valtozo, vagyis

P(Sn <x) :an(.it) =1-

Szémolasunknal felhasznaljuk majd, hogyha az A eseménybdl kovetkezik a B esemény
azaz A C B, akkor P(B\ A) = P(B) — P(A). Lathato, hogy a mi esetiinkben az A
esemény {S,.1 < t} és a B esemény{S, < t}. A kovetkezs lépésben azt hasznaljuk ki,
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hogy k esemény pontosan akkor kovetkezett be, ha Sy < t, Sgi1. Tehat

P(I/(t) = ]{3) = P(Sk < t,Sk_H > t) = Fsk(t) — ng+1<t)

k—1 ; k .
_ (Az)" 5, (A2)" .\ (A)F
_1_; i ¢ _I_Z; T TR

Ahogy lathatjuk az események szama egy At paraméterti Poisson-eloszlast kovet, ezt a
folyamatot nevezziik A paramétert Poisson-folyamatnak.

Konnyt latni, hogy a Poisson-folyamat esetén
1. P(v(h) =0)=e M =1~ Mh+o(h),
2. P(v(h) =1) = Ahe ™ = Ah(1 — Ah + o(h)) = Ah + (Ah)? + Aho(h) = Ah + o(h),

3. P(v(h) >2) = 1—[(1 = Ah + 01(h)) + M+ 05(R)] = o(h).

o(h)
o)

R0 Pu(h) = 1) A0 Mu+o(h) koo ) 4 a1 s

Jelolje v(t,t + h) a (t,t + h) id6 intervallumban bekovetkezett események szamat. A
konstrukciobol szintén kovetkezik, hogy v(t,t + h) csak a h-tol fiigg és nem attol, hol he-
lyezkedik el. Tovabba, egymasba nem metsz6 id6 intervallumokban vett események szama
egymastol fiiggetlen valoszintiségi valtozok.

A Poisson-folyamatot mint szamlalo folyamatot vezettiik be, és levezettiink a Py (t) mennyi-
ségekre egy adott ¢ hosszusagu idGintervallum alatt bekovetkezs érkezések szamanak va-

l6szintiségeloszlasara egy formulat.

Vizsgaljuk most meg a beérkezések idépillanatainak egyiittes eloszlasat, ha el6re ismert,

hogy éppen k igény érkezett ebben az intervallumban. Osszuk fel a (0,¢) intervallumot

2k + 1 diszjunkt részre a kovetkezGképpen. Az «a; hossziisagu intervallumok el6zzék meg

a (; hosszisagu intervallumokat (i = 1,..., k), és az utolso6 intervallum aj,; hosszisagn

legyen, tovabbé
k+1 k

Z o + Z Bi =t.
i=1 i=1

Jelentse Ay azt az eseményt, hogy éppen egy beérkezés fordul el6 minden egyes (3; inter-
vallumban (i = 1,2, ..., k), az «; intervallumban pedig egy sem. Aj, valoszintségét akarjuk
kiszamolni, feltéve, hogy éppen k beérkezés torténik a (0,t) intervallumban.

T sz

P(Ag|pontosan k beérkezés a (0,t) alatt)
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_ P(A; és pontosan k beérkezés (0,t) alatt)
~ P(pontosan k beérkezés (0,t) alatt)

Amikor a Poisson-folyamat szerinti beérkezéseket vizsgaljuk diszjunkt idGintervallumok-
ban, akkor fiiggetlen eseményeket vizsgalunk, azaz ezek egyiittes valoszintiségét az egyes
valoszintiségek szorzataként lehet kiszamolni. Konnyt latni, hogy

P(egyetlen beérkezés egy f3; hossziisagt intervallum alatt) = A\B;e ™%

és
P(nincs beérkezés egy o; hosszisagt intervallum alatt) = e~

Kihasznalva ezt, azonnal kapjuk a kovetkezst
P(Ag|éppen k beérkezés (0,t) alatt) =
(ABIABa.. ABrpe M= 2 o= i) (emrugmAaz  o=Aak)
((At)F /K e
B1Ba--- B

= t—kk!'

Masrészt tekintstink egy olyan folyamatot, amely a (0,¢) intervallumban k& darab pon-
tot valaszt ki egymastol fiiggetleniil, mégpedig mindegyiket az intervallumon egyenletes
eloszlas szerint. Konnyen belathato, hogy

P(Ag|éppen k beérkezés (0,t) alatt) = (%) (%) <%) k!,

ahol a k! tényez6 amiatt jelenik meg, mert nem kiilonboztetjiik meg a k pont permuta-
civit. Eszrevehetjiik, hogy az el6z6 Osszefiiggésekben megadott két feltételes valoszintiség
megegyezik, és ennek alapjan arra gondolhatunk, hogy ha a Poisson-folyamatban t id6
alatt k beérkezés torténik, akkor a beérkezések eloszlasa ugyanaz, mint k& darab ugyanazon
az intervallumon egyenletes eloszlasti pont eloszlasa.

31. Példa. Mi lesz az események intenzitdsa?

Megoldds:

]
13. Definici6. (Sztochasztikus konvergencia)

6= € ha lim (|6, — &) > ) =0

26. Tétel. Bizonyitsuk be, hogy @ sztochasztikusan konvergdl \-hoz!
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Bizonyitds: Felhasznalva a Csebisev-egyenlStlenséget valamint, hogy

E@:&:)\,]W@:&:é
t t t 2t
kapjuk
v(t) A
<P(l(— = Al >2e) < —
0< P57 - Nz < 5

amibdl kovetkezik, hogy
lim P(|(ﬂ — Al >¢e)=0.
t—oo t

]

14. Definicié. A felujitasi folyamat esetén az események intenzitasan a
limy oo ™8 hatdrértéket értjiik.

A gyakorlati problémaknal sokszor sziikségiink van az igények beérkezési és kiszolgalasi
intenzitasara, amely specidlis esete az alabbi bizonyitas nélkiil k6zolt tételnek.

27. Tétel. (Elemi felujitasi-tétel)

t—soo 1 Er

A differencialegyenlet szarmaztatasa

Jelentse Py(t) annak valoszintségét, hogy a t-edik iddpillanatig k esemény tortént. A
Poisson-folyamat tulajdonsigai alapjan ekkor felirhatjuk a kovetkezd egyenletrendszert

Po(t +h) = Py(t)(1 — Mo+ o(h))
Pi(t+h) = Pi(t)(1 — M+ o(h)) + Po(t) (A + o(h))
Pt + h) = Py(t)(1 = Ah + o(h)) + Pe_y (E(Ah + o(h))

k
+ Z P,_;(t)P(h alatt j darab toértént)
=

J/

o(h)
Py(0) =1.
Az els6 egyenlet atalakithato a kovetkezd alakba
Py(t + h) — Py(t) = =AhPy(t) + o(h),
amelybdl pedig a jol ismert médszerek alapjan kapjuk, hogy
Pi(t) = —ARy(t)

A tobbi egyenlettel is elvégezve a hasonld atalakitasokat az egyenletrendszer az alabbi
formaban irhato fel

Py(t) = =AR(t)

Pl(t) = =AP(t) + A\Py(t)

Pl(t) = =AP(t) + A\P,_1(t)
)
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El6z6 fejezetbdl ismerhetjiik, hogy ennek a megoldasa

At)F
Pk(t):—(k‘) e M k=1,2,...

4.2. Egyszertibb rendszerek vizsgalata

A kovetkezs részben tobb viszonylag egyszert rendszer miikodését modellezziik, mert ezek
megértése utan ratérhetiink majd a bonyolultabbak analizisére.

32. Példa. Tekintsink egy gépet, amelynek 2 dllapota van (0 ha mikédik, 1 ha a gép
rossz) €s a 0-dik iddpillanatban a 0 dllapotban tartézkodik! Mi a valdszinisége annak,
hogy a t-edik iddpillanatban az 1 dllapotban lesz feltéve, hogy a mikddést idék \ para-

//////

fiiggetlen valdsziniiségi vdltozok?

Megoldds:
Legyenek 7;-k a miikodési id6k, amelyek fiiggetlen A paraméterti exponencialis eloszlasu
valoszintiségi valtozok, és &-k a javitasi id6k amelyek fiiggetlen, p paramétert exponen-
cidlis eloszlasi valoszintiségi valtozok, valamint tegyiik fel tovabba, hogy 7;-k és &;-k is
fliggetlenek egymastol!
Az egyszertibb matematikai leiras végett vezessiik be a kovetkezd jeloléseket!
Legyen

X(t 0, ha a t-edik id6pillanatban a gép miikodik

)= 1, ha a t-edik idépillanatban a gép hibas

valamint

ezen allapotok eloszlasa.

Ekkor a teljes valoszintiség tétele alapjan kihasznélva az exponencialis eloszlas emlékezet
nélkiiliségét az alabbi egyenletrendszert irhatjuk fel

Py(t +h) = Py(t)(1 = Ah+o(h)) + Pi(t)(uh + o(h)) + o(h)
Py(t) + Pi(t) = 1, amelyet normalizalo egyenletnek neveziink
Py(0) = 1, pedig a kezdeti feltétel.

Konnyt latni, hogy atalakitassal és behelyettesitéssel kapjuk
Py(t + h) — Po(t) = =AhBy(t) + o(h) + (1 — Py(t))uh + o(h) + o(h).
Innen
Py(t+ h) — Po(t) = —(A+ p)hPo(t) + ph + o(h)

. Po(t+h) — Po(t)
Hm h
Py(t) = —(A 4 ) Po(t) + .

= —(A+p)Bo(t) +
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Tehat a megoldandé egyenletiink
By(t) + (A + p) Po(t) = p, Po(0) = 1,

amely egy elsérendi, inhomogén, konstans egyiitthatos, linearis differencialegyenlet és
amelynek megoldasat példaul a Laplace-transzformaltak segitségével hatarozhatjuk meg.
A szédmolas soran felhasznéljuk a Laplace-transzformaltaknél tanultakat nevezetesen,
hogy

(P'(£))"(s) = =P(0) + sP*(s)
valamint, hogy a konstans c fiiggvény Laplace-transzformaltja .
Ezek utan kapjuk, hogy

1+ sPr(s) + (A + ) Pi(s) = g

Innen a parcialis tortekre bontas modszerét alkalmazva haladunk tovabb, nevezetesen

P*(S)_M—FS 1 —é—i— B _(A+B)s+ AN+ p)
O s s+ A+ s s+HA+p s(s+ X+ u) ’
vagyis
A+B=1, A\N+p) =p
ahonnan \
A B gl A
A p A+
Igy 1 A 1
* H
Fy(s) =

Apus A+ps+A+p
Felhasznélva, hogy

) 1
5 —0t\* — —0t\* —
B () = = (€)= —
kapjuk a megoldast, amely
1z A O
Py(t) = + AR
o(t) A A+ue
Pi(t) = Ao e~ Ot
A A+p

Ha a kezdeti feltétel Py(0) = 1, akkor szimmetria okokbol a megoldas

__H K ()t
Py(t) = — e "
b(®) Adp A+p

I

A 7
Pi(t) = ~(tt,
1(t) /\+u+/\+u€
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Egyensulyi (stacionarius) eloszlas

Legyen P, = lim; ., P;(t),i = 0,1. A megfelels egyenleteknél hatéarértéket véve kénnyen
lathatjuk, hogy

o (0) =1 kezdeti feltétel esetén a megoldas

P(): ’Plz

e P1(0) =1 kezdeti feltétel esetén a megoldas pedig

1 A
Pbh=——,P=—.
0 A p ! A+

Vegyiik észre, hogy a rendszeriink egyensulyi allapotban elveszti a kezdeti allapottol valo
fiiggését!

33. Példa. Hatdrozzuk meg a Py, P-t a staciondrius dllapotegyenletek segitségével !

Megoldds:

Stacionarius allapotban az id6tésl valo fiiggés eltiinik, igy a baloldali derivaltak nullak
lesznek. Ezek utéan egyszerd atrendezéssel és a normalizalé feltétel kihasznalasaval kapjuk
a kivant értékekett, vagyis

Pp=-—— P =—C"—.

34. Példa. Hatdrozzuk meg a Py-t az dtlagok segitségével!

Megoldds:

Az id6 folyamén az allapotok valtjak egymést és a miikodési id6k + a javitasi idék
ugynevezett ciklusokat alkotnak, amelyek raadasul még fiiggetlenek is egyméstol. Nem
csak exponencialis eloszlas, hanem &ltalanos eloszlés esetén is igaz, hogy a stacionérius
valoszintségeket tigy kaphatjuk meg, hogy megnézziik az atlagos ciklushossz hanyad részét
adja az érintett allapotban valo atlagos tartézkodasi idé.

Esetiinkben
A
ETI:%—%—TH:’M:PO'
Er + B 5+5 A2 Adp At
n

A megbizhatésag-elméletben nagyon fontos szerepet jatszanak a rendszer elsé meghibéaso-
dasaig eltelt id6k. Ezek eloszlasa nyilvanvaléan fiigg attol, hogy milyen kezdeti allapotbol
indulunk ki. Az alabbi példa ezt a probléma kort érinti.
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35. Példa. Tegyiik fel, hogy van eqy két, A\ paraméterd exponencidlis mikddési iddko-
z0kkel rendelkezd gépbdl dllo rendszeriink és eqy p paraméterd javitasi iddével rendelkezd
szerelonk. Teqyiik fel még azt, hogyha mindkét gép elromlik akkor a rendszer végérvénye-
sen ledll és nincs tobb szerelés. Jelentse 0, 1,2, hogy hdny gép rossz és a rendszer induljon

//////

meghibdsoddsig eltelt dtlagos iddt!

Megoldds:

Mint ahogyan az el6z6 példanél is tettiik jelentse ¢ azt az allapotot, hogy hany gép rossz,
1 =0,1,2. Mivel a 2-es allapotnal a rendszer meghibasodik, ezért onnan nincs visszatérés.
Az exponencialis eloszlas tulajdonsagai miatt, konnyd latni, hogy az allapotok kozotti
atmenetek intenzitésat az aldbbi abraval szemléltethetjiik

2\ A

i

4.1. abra. A 35 példa allapot atmenetei

A mar jol ismert modon az allapotegyenletekre az alabbi differencidlegyenlet-rendszert
kapjuk

Py(t) = —2APy(t) + pPi(t)

) =—=(A+ p)Pi(t) + 2P (1)
)

)

kezdeti feltétel mellett.
Elég Py(t) és Pi(t) meghatarozasa mivel

Py(t) =1 — (Py(t) + Pi(t)).

A Laplace-transzforméaltat véve mindkét oldalon, majd a megfelels atalakitasokat elvé-
gezve kapjuk

sPy(s) — 1= =2XF}(s) + uPy(s)

sP(s) = —(A+ p) P (s) + 2AP; (s)
2\

Pi(s) = ——— P
7 (s) P 0 (s)
. 2\,
(s +2X0)F5(s) = —3+A+NPO(S)+1

CA+5s)(s+ A+ u)Py(s) =2 \uPj(s) + s+ A+ p
[(2A+8)(s + A) + su|Py(s) = s+ A+ L.
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Igy

Pi(s)= . StAtn

O 82 4 (BN + p)s + 2)2
) 2
Pi(s) =

s2+ (BN + p)s + 202

Hibamentes miikodési id§ eloszlasa

Jelolje Y a rendszer hibamentes miikddési idejét.
Konnyt latni, hogy
P(Y <t)=Py(t) =1— (Py(t) + Pi(t)).

A jol ismert képlet alapjan ezért
MWz/lﬂ@wﬁ:/(%@+MMﬁ:%@+ﬁ@
0 0

mivel P;(0) = [ Pi(t) dt.

0
Tehéat
At 1_)\+u+2)\_3)\+/1_3 1

¥) 2)\2 A 2)\2 2)\2 20 2\?

1 = 0-nél nincs javitas és ekkor a képletiink egyszertisodik, vagyis

3 1 1

E(Y) = = = —
M= =3

mint ahogyan ezt a parhuzamosan kapcsolt elemekbdl 4ll6 nem javithato rendszernél l4t-
tuk.

Természetesen magat a stirtiségfiiggvényt is meghatarozhatjuk, ha tobbet szeretnénk meg-
tudni és nem csak az atlagra vagyunk kivancsiak. Ezt megtehetjiik az alabbi modon.

fv (1) meghatarozasa

Ha az fy(t)-t akarjuk kiszamitani, akkor nyilvanvaléan fy (t) = Ps(t). Ezért a Laplace-
transzformalt tulajdonsagai alapjan a kovetkezd Osszefiiggéseket irhatjuk fel

[y (s) = (Py)"(s) = sP5(s) — P»(0)

= sP5(s) = s(1 = Ry = P(s) =5 = B9 - P ).

Vagy mésképpen
P(t) = APi(t)

vagyis

202 202 1 1
fr(s) 1(s) S+ BA+u)s+2X2 m —a2<s—|—a2 s+a1)
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ahol
s+ (BN 4 p)s + 202 = (s + ay) (s + ay)

(BA + 1) &= /A2 + 6Ap + p2

Q19 =

2
Igy o2
t — —agt _ _—aqt )
frit) = =2 (et - e
ot 22 [1 1] 2% )
o a1+ Qo
( ) /() ny(y) Y ay — o |:Oé% Oé%] <a1a2)2
_ 202(3N + ) :3+L
@22 2x o
| |

36. Példa. Modositsuk az eldzd peldadatot annyiban, hogy a rendszer most az 1-es dlla-
potbdl induljon! Hatdrozzuk meg ebben az esetben is a hibamentes mikddés idd vdrhato
értéket!
Megoldds:
Az el6z6 példahoz viszonyitva csak a kezdeti feltétel valtozott meg, vagyis most azt az
egyenletrendszert kell megoldani, csak kiindulé értékkel. Vagyis

Py(t) = =2AB(t) + b (t)

Pi(t) = —=(A+ p) Pi(t) + 2AFo(t)

Py(t) = APi(t)

P (0) =1.

Ezek utédn hasonlé gondolatmenetet kovetve, mint az el6bb
sPy(s) = —=2AF5(s) + uPi(s)

sPi(s) —1=—(\+p)P(s) + 2 \Fj(s)
s+ 2\

Pi(s) = p B (s)
+ 2
(5 + A+ i) (22) 2N Pi(s) = 1
lgy
() = f _ Iz
0 (s+A+u)(s+2XN) +2 824+ BN+ p)s + 202+ 2 u + 2\p
_ [
82+ (BN + )5 + 2A(\ + 2p)
. s+ 2\
Pr(s) =
o
. s+ 2\
Fy(s) =

$2 4+ (BN + p)s + 20N+ 2u)
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Ebbdl az atlag

. . 1 2\ 2N+ 1
E(Y)= F;(0)+ P(0) = = )
(¥) = F5(0) + £ (0) 2)\(/\+2u)+2)\(/\+2u) 2A(\ + 2u1)
Speciélisan a nem javithato rendszernél = 0 esetben E(Y') = %, ami nyilvanvalo és a jo

szamitast bizonyitja.

Legyen E(Y;) az i-edik allapotbdl valo indulés esetén az elsé meghibasodas atlagos ideje.
Ekkor az el6z6 eredmények alapjan

Lathato, hogy E(Yy) > E(Y7), hiszen

E(Yo) 2 B ) +2u) 3N 4 Thu+ 242

E(Y;) i M2+ 222+

A2+ 6+ 2u2

—1
HE R

> 1.

37. Példa. Mi annak a valoszinisége, hogy egyensilyi allapotban n fiiggetlen elembdl dllo
rendszernél kdarab mikodik?

Megoldds:
A megoldas kulcsa a B(n, ﬁ) eloszlas, hiszen egyenstlyi allapotban a miikodés valdszi-
niisége X-FLM és n elembdl k darabnak kell jonak lennie, vagyis

re= ;) (Aiu)k<Aiu)nk‘

A parhuzamos rendszer atlagos miik6dési idejének a meghatarozasa

Jeloljiik A-val a rendelkezésre allas ( készenléti tényezst), ami annak a valoszi-
niisége, hogy egyenstlyi allapotban a rendszer miikddik. Az n fiiggetlen, parhuzamosan
kapcsolt elembdl allo rendszer pontosan akkor miikodik ha legaldbb egy eleme mitikodik,

tehat akkor nem miikédik ha mindegyik eleme hibas, amelynek a valészintisége (2-)".

Ap
Igy Y
A=1- (") .
<A+u)

Jelentse E(S) a hibas allapotban valo atlagos tartozkodasi idst, mig E(O) a mikéds
allapotban valo atlagos tartozkodasi idét. Ekkor a rendszerre vonatkozoan

i o) =1 n )

A
1+ 2
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Ebbél
A(E(O) + E(S)) = E(0),E(0) = ——E(S).

Parhuzamosan kapcsolt rendszer esetén

2\ e
145

Az ﬁ értéket onnan kaptuk, hogy a hibas allapotban valo tartozkodasi id6 (nu) paramé-
terd exponencialis eloszlast valoszintségi valtozo, hiszen ez éppen n darab p paramétert
exponencialis eloszlasi javitasi idé minimuma.

38. Példa. Vegyiink eqy olyan rendszert ahol két gép és két szereld van! Az eldbbiekhez
hasonloan jeloljik 0-val azt az dllapotot amikor mind a két gép jo, 1-el amikor az eqyik gép
jo, a mdsik nem, mig 2-vel amikor mind a két gép hibds. A mikodési iddk N paraméterd,

//////

Irjuk fel a megfeleld eqyenleteket!

Megoldds:
Erthet6 moédon az atmenetek intenzitasat az aldbbi abra mutatja, melybdl az egyenletek
és a kezdeti feltétel a szokasos modon kénnyen felirhatok. Nevezetesen

2\ A
O . O
2 2u

4.2. dbra. 2 gép, 2 szereld.

Py(t) = =2APy(t) + pPi(t)

Pi(t) = =(A+ p) Pa(t) + 2APo(t) + 2uPa(t)
Py(t)+ Pi(t) + P(t) =1

Py(0) =1.

39. Példa. Viltoztassuk meg az elézd példdt annyival, hogy nem 2 hanem 1 szereld van!
Hatdrozzuk meg eqyensilyi valosziniiségeket, a rendszer hibamentes mikddési idejének dt-
lagdt valamint azt, hogy a szereld dtlagosan mennyi ideig lesz foglalt!
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Megoldds:
Ertelemszertien modositjuk az Atmenetintenzitasokat, melyet az alabbi abra mutat, majd
ezt kovetGen ifrhatjuk fel a kivant egyensiilyi egyenleteket és a normalizalo feltételt. Ne-
vezetesen

2\ A
O O ®
% H

4.3. abra. 2 gép, 1 szereld.

2>\P()Zlupl
(/\—|—,M)P1:2/\P0+/LP2
pubPy = APy

Po+ P+ Py=1

Rovid szdmolassal kapjuk, hogy

2
Pl - _)\P07
1
A 22
Py=—-P =—h,
I 1
2\ 2)\2
Pyl=1+"2+ —
poop
A masodik kérdés megvalaszolasdnal hasznéljuk fel, hogy
A
E = —E(9).
(0) = = E(S)

Mivel a rendszer addig lesz a 2 allapotban amig onnan valamelyik ki nem lép igy E(S) = i,
hiszen a javitasi id6 p paramétert exponencialis. A készenléti tényezs pedig ebben az
esetben 1 — P,.

A harmadik kérdés megvélaszolasdhoz vezessiik be a kovetkezd jelolést: E(i) az atlagos

tétlenségi id6, mig E(9) az atlagos foglaltsagi ids. Ekkor

E(i)
Ph=—7
" E@) +E(9),
ahonnan kapjuk, hogy
1-F_.,.
E() = E(i).
(8) = —52B()

1

Jelen esetben E(i) = 55, n gép esetén E(i) = —.

L
27
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40. Példa. Hasonlitsuk dssze 1 és 2 szereld esetén az dtlagos mikddési iddket a rendszer-
re vonatkozdan! Jelolje E(Oy) 1 szereld esetén, E(Oy) 2 szereld esetén az dtlagos mikodési
1ddt.

Megoldds:

Két szerel6 esetén o

v e SN |
(25)7 2 22 X

Az el6z6ekben megmutattuk, hogy ha a rendszer a 0 allapotboél indul akkor az els6 meg-

hibésodéas atlagos ideje

E(O,) =

_ 3+ pu
Ty = ——.
0T an
Konnyt latni, hogy B
Ty > E(OQ)
Egy szerels esetén
1-— %PO 1 1 2
i
E(O,) = ———— - —, ahol P, = = .
(©) g U T AR T o 20
Tehat
2)\2 2 P2 (p? 4 20+ 20%) — 2022
E(O,) — p? o 42 42X 1 2 (2 + 220+ 2X2) 1
(1>_ 2\2 2 o N2 2 T
an” H M H H
w2 p? 4 2\ + 2X2 w2 (12 4 220+ 2X2)
2202 =201 P20l 20 +p
N 22 Lo 222 u 2)2
_r !
Ty

Mint lathaté ebben az esetben nem lehet kiilonbséget tenni, hogy az a jo6 ha 1 vagy ha 2
szerel$ van.
]

41. Példa. Vegyiink egy heterogén 2 szerelds rendszert ahol az i-edik elem \; és p; inten-
zitdasokkal jellemezhetd, azaz a mikodési 1ddok \; paramétert, a javitdst iddk p; paramétert,
fiiggetlen exponencidlis eloszldsu valdsziniségi vdltozok, i=1,2.

Hatdrozzuk meqg az idétdl fiiggd eloszldst, ha kezdetben mindkét gép mikodott! Mi lesz
staciondrius esetben az dtlagos mikodési ideje a pdrhuzamosan kapcsolt rendszernek?
Mi lesz az dtlagos mikddést ideje ha nincs javitds?

Megoldds:

A rendszer mikodésének a leirdsara az eddigiekhez hasonléan be kell vezetni néhany
jeldlést, iigyelve, hogy heterogén gépekkel van dolgunk! Eppen ezért jeldlje 0 azt az allapot
amikor mindkét gép jo, 1 amikor az 1-es indexd hibés, 2 amikor a 2-es indext rossz,
és végil 1,2 amikor mindketts rossz. Lathatd, hogy ekkor az allapotok atmenetének
intenzitasa kicsit bonyolultabb, mint ahogyan az alabbi abra mutatja. A szokasos modon
az 1d6tol fliged eloszlasra az alabbi differencidlegyenlet-rendszert irhatjuk fel
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4.4. abra. A 1] példa allapot dtmenet diagramja

Id6tol fiiggs eloszlas

Py(t) = —(M1 + X2) Po(t) 4 Pi(t) + paPa(t)
P{(t) = —(Ma+ 1) Pi(t) + M Po(t) + paPro(t)
Py(t) = —(M1 + p2) Pa(t) + Mo Po(t) + p Pra(t)

Plo(t) = = (1 + p2) Pra(t) + A Pr(t) + A Pa(2)
Py(0) = 1

M2 n A2
+ e Ao+ o

e

+

MApr o At Ao+ pa Ao+ pio

A A A A
Piao(t) = ( — L e~ Outm)t 2 2
M+ A+

A1 A1 _ 2 A2
Py(t) = - ; <A1+m>t) ( i
1) ()\14-,“1 AL+ Ao+ iy Ao+ pe

A tovabbi rendszerjellemzsk pedig

N — N S

R(t) - 1 - Pl,g(t), A - 1 - P172’ E(O) -

Stacionarius eset

Jelentse @); = P( i darab gép rossz )! Mint korabbrol tudjuk

P(i-edik gép miikodik) = jr
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Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

Qo = M1 2
A1 Ag + o
Oy = A 2 1 K1 Ao
A Ao+ A A+
0, A1 Ao

M A e

Ezek utédn az atlagos miikddési id6

Ak
At A +pp 1
A1 A2 M1+ o
A1 Ao+ o
()\1 + ,u1)()\2 + /Lz) — )\1/\2 ) 1

1-@Q
Q2

E(O) = E(S) =

A1 A2 M1+ e
A Ag Mg+ Ag F piaps — Ade
B A1z M1+ 2
_ Mpppde F g1
B A2 p1 + o

42. Példa. Vegyiink eqy heterogén elemekbdl dllo 1 szerelds rendszert ahol az i-edik elem

//////

Wi paraméterd, figgetlen, exponencidlis eloszldsiu valdszindségi viltozok, i=1,2.
Hatdrozzuk meg kiilonbozd kiszolgdldasi elvek mellett a rendszer eqyensilyi jellemzdit!
Parhuzamos kapcsoldst feltételezve szamitsuk ki a rendszer elsd meghibdsoddsanak a var-
hato idejét, ha kezdetben mindkét gép mikodott!

FIFO kiszolgalasi elv

El6szor vezessiik be az alabbi allapotokat, amelyek azt jelolik, hogy melyik gép és milyen
sorrendben hibasodott meg! A rendszer értelemszertien a javitd egységet jelenti.

e 0 - nincs gép a rendszerben

e 1 — l-es gép van a rendszerben

2 — 2-es gép van a rendszerben

1, 2- mindkét igény a rendszerben van, de az 1-es érkezett kordbban

e 2.1 - mindkét igény a rendszerben van, de a 2-es érkezett korabban
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4.5. abra. FIFO kiszolgalasi elv

Az allapotok atmenetintenzitésat az alabbi abra mutatja. Ebbdl a szokasos modon felir-
hatok a egyensulyi egyenletek.
Egyensiilyi allapotban az egyenletek és a normalizalo feltétel

(A1 + A2)Po = i Py + 1o Py
(1 + X)) Py = MNPy + poPoy
(2 + M) P = NPy + 11 Py 2
#1P1,2=)\2P1
paPoy = A Py
Po+Pi+Po+Pio+Pp=1

Megoldéasuk

Plo1y A (A1 4 Ag + p12) A2(Ag 4+ A1+ 1)
Aopt + pr1 (A + p2) A + pa(Ag + pur)
ﬁ A(A1 4+ Ao + o) ﬁ Ao(Ag + A1 + 1)
i1 Agpta + pa(Ar + pa) - pg Mg + pra(Ae + i)
AL(AL + Ao+ p2)

P =
FT Nape (O + )
P — A2(Ag + Ap A+ 1)
h = 0
Apr + p2(Ag + 1)
A
Piy==P
H1
A
Py =Py
2

Az el6z6 példa jelolését megtartva, a rendszerben tartdzkodo igények szamanak eloszlasa

Qo=FP, Qi =P +P,Q:=Po+ P,
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A rendszerjellemzk

(1-F) 1
E(6) = :
() B AL+ Ao
_ 1@l Pa 1 Py
Q2 M Q2 M2 Q2

E(0)

Processor-sharing kiszolgalasi elv

Ezen kiszolgélasi elvnél, ha tobb igény van a rendszerben a kiszolgélasi intenzitas egyen-
letesen oszlik meg az igények kozott, vagyis 2 igény esetén felezddik. Az allapotok lénye-
gében ugyanazok maradnak, kivéve, hogy most nem szamit melyen sorrendben jottek be
az igények.

Az allapotok atmenetintenzitédsat az alabbi abra mutatja

4.6. abra. Processor-sharing kiszolgalasi elv

Konnyt latni, hogy egyenstlyi allapotban az egyenletek és a normalizalo feltétel

()‘1 +/\2)P0 = Py + po Py

Ao+ p1) P = NPy + %PIQ

(M + p2) Po = Mo Py + %PIQ

(% + %) Pis = AP + AP

P0+P1+P2+P1,2:1

Qo=F Qi =P +P,Q=Pp
Ennek megoldéasa

A A A
Pi=22P), Py= 2Py, Py =2""
H1 H2 M1

A A AL
Pyl=1+= 42 4252
H1 o M2 1 2

Fy
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Rendszerjellemzk

1—-F 1 1—- 2
0) . . E(0) = @ :
PO )\1 + )\2 Q2 H1 2

E(5) = .

Abszoluat prioritasos kiszolgalasi elv

Ezen elv mellett ha mindkét gép hibas, akkor az 1-es indexiit javitja a szerel§, mert az
a fontosabb. Hiaba szolgélta ki a 2-es indextit, ha a fontosabb igény beérkezik, akkor az
éppen folyamatban levs kiszolgalasa megszakad és a fontosabbat szolgaljak ki. Az alla-
potok ugyanazok maradnak, de az atmenetintenzitasok értelemszertien valtoznak, mint
ahogyan a kovetkez§ abran lathatjuk.

4.7. abra. Abszolut prioritasos kiszolgalasi elv

Konnyt latni, hogy egyensilyi allapotban az egyenletek és a normalizalo feltétel

(A + X))o = i Py + 1o Py
Ao+ p1)Pr=MEBy
(M +p2) Py = NPy + 11 Pr o
piPro = XP + MNPy
PP+P+P+Py=1

valamint a hibas gépek szdmanak eloszlasa

Qo=F,Q1 =P+ PFP,Qs =P .
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Megoldés

A Ao A+ A M2 A+ A
P()—1_1+ 1 Az A1t 2+,u1+2 1A2 A1+ Ao+ g + o
pi+ Ao o R 12 Ao + 1
1_M1+>\2 0
Ao A+ A
p=2 Mt tihg
1) Ao +

)\1>\2>\1+)\2+N1+M2P
f1fb2 Az + piy

P1,2:2

A rendszerjellemzsk

1-PR 1 1-Qs 1

E0) Py A+ EO) = Q2

Egyszerid behelyettesitéssel lathatd, hogy homogén esetben mindharom kiszolgélasi elvnél
a hibas gépek szaménak eloszlasa ugyanaz lesz, nevezetesen

mint ahogyan a korabbi példédknal is lattuk.

A rendszer els6 meghibdsodéasanak az atlagat a Laplace-transzformélt kiszamitasa nélkiil,
a teljes varhato érték és az exponencidlis eloszlas tulajdonsidgainak a felhasznalasaval
hatarozhatjuk meg. Ehhez sziikséglink van a kdvetkezd jelolésekre.

Jelolje E(T;) a rendszer els6 meghibasodéasanak az atlagat ha az i allapotbdl indulunk ki,
1 =0, 1, 2. Ekkor felirhatjuk az alabbi egyenleteket

1 )\2 M1 1 )\1 M2
E(T)) = — + E(Ty), E(Ty) = — + E(T,
(1) Aot + Ao+ Ao (To) (2) Mg+ A1 e+ A (To)
1 A1 A2
E(Ty) = + E(T}) + E(Ty).
(To) M+ A A+ N (1) A+ Ao (T2)
Ebbdl a megoldas
Megoldds:
E(T) = —— + —E(Ty), E(B) = —— + — 2 _E(T)
pi+ A2 p1+ Ay po + A1 p2+ A
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1 A Ao
E(Ty) = 1+ +
(To) /\1+)\2( Ao + iy )\1+M2)/

/(1_ A M1 _ A2 M2 )

AM A Ao+ A1 AL+ Ao e + Ao .
Specidlisan a u; = puz = 0 esetben, vagyis amikor nincs javitas a [6 Példa eredményeit
kapjuk vissza, azaz

1 N
E(T,) — AR
(To) )\1+>\2( +>\2+>\1>
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5. fejezet

Folytonos idejti Markov-lancok

A rendszerek idébeli valtozéasat kiillonb6z6 eszkozokkel adhatjuk meg, erre szolgalnak pl.
a differencidlegyenletek. Ha azonban még a véletlenszertiiséget is bevessziik, akkor bonyo-
lultabb moédszereket kell alkalmazni. Ebben a részben nem célunk a preciz matematikai
targyalasmod, ezt nehezen is tudnank megtenni hiszen ennek a témanak nagyon szer-
tedgazo teriiletei vannak és a jegyzet célja nem a véletlen folyamatok ismertetése. A
Markov-folyamatok legegyszertibb osztalyat vezetjiik be, melyekre késébb a sorbanallasi
rendszerek vizsgalatanal sziikségiink lesz. BGséges nyomtatott és digitalis irodalom &ll az
olvaso rendelkezésére, emlitésképpen felsorolunk néhanyat: Allen [I], Gnyedenko, Belja-
jev, Szolovjev [2], Kleinrock [5], Ovcharov [7], Sztrik [I3], Trivedi [15] Tijms [14].

Jelen fejezetben a gyakorlat szempontjabol egyik legfontosabb sztochasztikus-folyamattal
foglalkozunk, vagyis amikor minden idépillanathoz egy 0, 1, ... értékeket felvevs valoszint-
ségi valtozot rendeliink. Hogy megmutassuk milyen kapcsolat van az egyes idGpillanatban
felvett értékek kozott, a jovs és a mult viszonyat irjuk fel matematikai formaban. Az egyik
legegyszeriibb kapcsolat, amit leegyszertisitve iigy mondunk, hogy a jové a multtol csak
a jelenen keresztiil fligg, az aldbbi tulajdonsag.

15. Definicié. (Markov-tulajdonsdg) Ha fenndll minden n-re és a vdltozok dsszes lehet-
séges értékére, hogy

P(X(tps1) = tni1| X (t1) = i1, , X(tn) = in) = P(X (tng1) = tng1| X (tn) = in)
akkor az X (t) folyamatot Markov-ldncnak nevezziik.

Jeloljik a P(X (t+ h) = j| X (t) = i) valoszintséget P;(t,t + h)-vel, mig id6ben homogén
esetben Pj;(h)-val. A formula azt jelenti, hogy h idé6 alatt az ¢ allapotbol a j allapotba
megy at a folyamat.

Nyilvan
S Pyt t+h)=1.
J
Hogy az allapotvaloszintiségek idébeli valtozasat felirjuk sziikségiink van az atmenetva-

l6szintiségek ismeretére, hiszen a teljes valoszintiség tételét szeretnénk hasznalni. Ezért
vezetjilk be a kovetkezd definiciot
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16. Definicio. (Intenzitis-mdtriz) Jeloljik Q-val a a folyamathoz tartozé intenzitas-
matrixot, melynek elemei q;; €s dket az aldbbi modon értelmezzik

b= Jlimaso 5L hai 2
Y ].imh_m Pij(}};)_l, ha i = j
1, hai=j P..(h) — P
P’L(O) = ’ & Z ] , 8237 (i = lim j( ) (O>
0, hai#j h—0 h

Vagyis az atmenetvaloszintiségek

Py(h) =1 — gih + o(h)

Ezek utéan az allapotegyenleteket akarjuk felirni, melyhez sziikségiink lesz a mar jol meg-
szokott jelolésre, azaz, legyen

Pi(t)y=P(X(t)=j), j=0,1,2....
Ekkor az allapotegyenleteink a kovetkezdk

Pi(t+h) = Pi(t) - Pj(h) + > Pi(t)Py(h), j=0,1,2,...
i#]

Ezek atirhatoak az alabbi formakba

Pi(t +h) = Pi(t) = P;(t) - (P(h) = 1) + > _ B(t)P;(h), j=0,1,2,...

i#j
Pt +h) = Pi(t) _ Pi(t) - (Py(h) — 1) P)p;h) .
- = - +;— j=01,2,...

Ebbdl hatarértéket véve a keresett differencidlegyenlet-rendszer

Pi(t) = q;;Pi(t) + Y _quPi(t), j=0,1,2,. ..
i#]
Z P;(t) = 1, normalizalo feltétel
J

P(0) =7 ,k=0,1,2... kezdeti feltétel.

Egyensiilyi (stacionarius) eloszlas

Mint mar biztosan észrevettiik az el6z6 viszonylag egyszert példak min specialis esetei
ennek az altalanos egyenletrendszernek. Lattuk, hogy id6tsl fliggd megoldasuk eléggé
bonyolult és sokszor zart alakban nem is adhaté meg, de numerikusan esetleg megha-
tarozhatjuk Gket. Hogy jol hasznalhaté formuldkat kapjunk lemondunk az idétsl valo
fliggésrdl és csak a hatareloszlasra felirt egyenletek érdekelnek benniinket.
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Nevezetesen a Py, = limy_,o, Pi(t) hataratmenet végrehajtasa utan a stacionarius esetben
az allapotegyenletek a kdvetkezsk

P =Y P, > Pi=1 ¢ =—q;
i#] j

A modellezésnél bevezetett folyamatokrol el kell dontentink, hogy melyik osztalyba tartoz-
nak, mert azutdn a rajuk vonatkozo tételeket tudjuk alkalmazni. Mivel a Markov-lancok
elmélete a legjobban kidolgozott, a gyakorlat szempontjabol legérthetébben tudjuk ke-
zelni problémainkat, nagyon hasznos az alabbi, bizonyitas nélkiil kozolt tétel.

28. Tétel. Az X (t) akkor és csak akkor folytonos idejii Markov-ldnc, ha barmely j dlla-
potban a tartozkoddsi ideje q; paraméterid exponencidlis eloszldsi valosziniiségi vdltozo.

5.1. Sziiletési-halalozasi folyamatok

Tovabbi egyszertsitést jelent, ha a folyamat csak szomszédos allapotokba mehet. Ezt az
esetet irjak le az alabbi specialis intenzitasok

Giiv1 = Ni » Biv1(h) = Nh+o(h), i=0,1,...

QGiio1 = i , Pica(h) = wh+o(h), i=1,...
gi = —(Ni + i), Pu(h)=1— N+ p)h+o(h), i=0,1,...
qijZO,szo(h)ha|i—j|>1 ;0,7 =0,1,...
po = 0.

Ekkor a \; -ket sziiletési, mig p,;-ket halalozasi intenzitasoknak nevezziik. Ekkor az
egyenletek is egyszertisodnek, nevezetesen

Pi(t) = =N\ + ) Pi(t) + Ao Pioa () + pia P (8), 7 =0,1,...
Ezekbdl egyenstilyi helyzetben az alabbit nyerjiik
(Aj+p) Py =+ NP+ iy Pya, =01,
> b=l
J
po =0
Ezen egyenletrendszer megoldésidhoz vegyiik észre, hogy minden j-re igaz a
Dj = AP — pj41Pj1q =0,
Osszefiiggés hiszen konnyen lathato, hogy
Dy = NFy — P =0,
Dj = XiP; = pjaiPjyr = Nja Py — Py =Dy, j=1,....
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Ezen tulajdonség felhasznélasaval rogton kapjuk, hogy

by
P, =P,
I+ [j1 J

igy

coe . 2 Mo N
5.1 PP=——PF, 1=12,---, Pyl=1+ _
(51 Ha e ’ ° 121 e

amely nagy szerepet jatszik majd kiilonb6z6 sorbanéllasi rendszerek modellezésében.
Végtelen szamossagu allapottér esetén a normalizalo feltételt biztosito 6sszegzés nem biz-
tos, hogy konvergens sort ad, ezért annak konvergenciajat biztositanunk kell, és ezutan a
megoldas egyértelmi lesz.

Erre nézziik meg az aldbbi egyszerid példat!

43. Példa. Legyen \i =X, 1=0,1,... éspu;=pn i=1,2,....

FEkkor , ,
A\ NSRS
P=(=) PR, Py'= (—)

(u) e ; "

ami pontosan akkor konvergdl ha A < p.

Tiszta sziiletési-folyamat
Ha A\, = A,0e =0,1,... és u; = 0,2 = 1,2,..., akkor tiszta sziiletési-folyamatrol
beszéliink és akkor a mar jol ismert Poisson-folyamatra vonatkozé differencidlegyenlet-
rendszert kapjuk

Fi(t) = =AFo(t)

Pj(t) = =AP;(t) + AP (1)

1, hak=0,
P(0) =
0, hak#0.
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II. rész

Feladatgytijtemény
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6. fejezet

Valoszintiségszamitasi alapok

6.1. Diszkrét eloszlasok

1. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha & € B(n,p) akkor EE = np, valamint D3¢ = np(1 — p)!

Megoldds:
u n u n—1
E¢ = k k 1 — n—k _ k—1 1 n—1—(k-1)
3 (k)p( p) n p(k_l)p (1-p)

k=0 k=1

n—1 n—1
= np j )P](l p)" T =npp+1—p)" Tt =np

§=0

= :22 k(k—1) ( )pk(l —p)"" +;k<k>pk(1 —p)""
— n(n— 1) Z (1 o)ra—pr ooy p
= n(n— 1)p2§ (" ; 2)pj(1 —p)" 7 +np

=nn—1p*+np=np((n—1)p+1)=npnp—p+1).
D?¢ = EE* — E*¢ = np(np — p+ 1) — (np)* = (np)* — np® +np — (np)* = np(1 — p).
| |

2. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha & € Po(\), akkor EE = X, valamint D¢ = N/
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Megoldds:

Ee=Y ke — e A N gy,
'3 Zye e Z(k—l)' Zﬁ—e et =
k=0 k=1 =0
2 - 2)‘]C A - § A
B =Dk e :Z(k:(k—l)%—k)ye‘
k=0 k=1
- ) LN L
k=2 k=1
A
2 ane A2 2 A\ 2
= X2 ;(k—Q)!JFA:Ae A=A\

D% =R —F2 =X+ A - =\
]
3. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha & € Geo(p), akkor EE = 110, valamint D¢ = 2%/

Megoldds:

oo o0 o0 !/ /
EE =Y kpg"' =p) k" =p> (¢) = p(z q’“) =p (L)
k=1 k=1 k=1 k=1
:pl(1 —¢)— (=Yg _p _1
(1—q) P op
A levezetésnél felhasznéaltuk, hogy abszolit konvergens sor esetén a derivalas és az Osszeg-
zés sorrendje felcserélhetd.

B Kpg"t =pY K =p> (k(k—1)+ k)¢
k=1 k=1 k=1
=p> k(k—=1g""+p> ki =p> k(k—1)¢" g+ - =pg ) (¢")" + =
k=1 k=1 k=1 p k=1 p
1
o0 " " i
1 q 1 1 1 2
k
=g q +—=pq<—> +—=pq( )+—=pq + =
(,; p l—gq p (=932 p (I—q)? »p
20—p) 1 2—-2p+p 2-—p
= 5 + — = 2 5
p p p p
Igy
DQ&_Q—p_(l) _2-p-1_q
p? p p? P’



Nézziik meg hogyan szamolhatok ki ezek a mennyiségek egy kicsit egyszertibben kihasz-
nalva a geometriai eloszlas tulajdonségait!

WE

E(¢) =Y kp(l—p) ' =(1-p)

— (1-pE@E) + 1.

Ebbsl E(¢) = %. Hasonlban

(k=1p(1=p)* 2 +> p(1—p)*"

b
Il

1

E(&) =Y Kp(l—p)* ' =) ((k—1)>+2k—1)p(1—p)*"
=(1—p)>_ (k—1)°p(1 —p)* >+ 2E() — 1

24 2
=(1—p)E(5)+p L.

Igy
B(E) = (1 - P)E(E) + 2
2 _
E(¢?) = pgp
Ebbsl
2 — 1 1-—
&) = p2p T p2p

4. Feladat. Hatdrozzuk meg a £ p paraméteri modositott geometriai eloszlds vdrhato
értéket €s szordsnégyzetét!

Megoldds:
Mint tudjuk P(&* = k) = pg",k = 0,1... és & = £ — 1, ahol £ € Geo(p) amibsl
kovetkezik, hogy

Be* —B(6—1)—Re—1—1_1-17"P_1
p p p
D¢+ = D2%¢.
]
5. Feladat. Mutassuk meg, hogy a geometriai eloszldasra teljesiil a

PE=k+1§>k)=PE=1),

ugynevezett orokifji tulajdonsdg!
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Megoldds:

P(é_ = ]{; —+ l) p(]_ _ p)k’-i-l—l (1 i p)k+l_1
C=R 0= TP~ S S
1 — p)kti-t 1 — p)k+i-1 1 — p)k+i-1 )
:(<£Q :(<£$ =p&1f5k =p(l—p)" = PE=1).
1-1+p D

6. Feladat. Legyen & € B(n,p), n € B(m,p) és eqymdastdl figgetlenek. Hatdrozzuk meg
a P =ilE+n=k) -t!

Megoldds:

P +n=k) P +n=k)

PE=il¢+n=Fk) =

Mivel € és n fiiggetlenek és & és n Osszegre szintén binomidlis az egyenlGség az alabbi
alakot oOlti

PE=ill+n=k) = wre (_”f’zj);’“(fl izpp)_l:’“p)m_ - (El&”)i)

vagyis hipergeometriai eloszlast kapunk.
]

7. Feladat. Legyen & € Po(\) ésn € Po(f) figgetlenek! Mivel egyenld P(§ = k| +n=mn)?

Megoldds:
PE=kn=n—k _PE=KPly=n—Fk

PE=kE+n=n)=

P(+n=n) PE+n=n)
n—k n—k
_w e e (N (") AN i
OB () (EST00 (A+n)n k) X+ B)E (X + Bk
n A k 6 n—=k n\ . i
— - 1—p)"* e B(n,p).
(+ w (e3) -(ro-mrennn
1
p -p

78



8. Feladat. Egy forgalmas druhdzba \ paraméterid Poisson-eloszlds szerint érkeznek vd-
sdarlok, majd azok p; valdsziniségekkel vilasztjak az i-edik pénztarat

(i =1,...,n,> ,pi = 1). Hatdarozzuk meg, hogy az i-edik pénztdrndl a vdsdrlok szdma
milyen eloszldst kéovet!

Megoldds:

Végezziink el kisérletet N-szer és jelentse & ,i = 1,...,n az i-edik kimenetel (amelynek
valoszintisége p;) bekovetkezéseinek a szamat. Ekkor (&1, ...,&,) egyiittes eloszlasa N és
P1, - - -, Pn paramétertd polinomialis eloszlés, ezért

N

Mivel & + ...+ &, =& € Po(M).

P& =k, .=k =P =k,.. 6 =k&a+...+& =N)P(E=N)

k kn
N' pkl pknﬂef)\ — pll t pn )\k1+...+k2n€7/\(2?:1 pi)
kil k)t noN! kil k)

BN BN

oy BN

Amibdl kovetkezik, hogy & € Po(\p;),i=1,...,n, és fiiggetlenek.
]

6.2. Folytonos eloszlasok

9. Feladat. Legyen
[Na) = /t“_le—tdt , a>0
0

az ugynevezett teljes Gamma-figgvény ( T'(«) fiigguény ). Mutassuk meg, hogy

I'a)=(a—H'(a—1), a>11

Megoldds:
A bizonyitashoz parcialis integralast fogunk hasznalni, igy

= (a—1)D(a—1)
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mivel az els6 tag értéke 0, amit a szokisos L’Hospital-szabaly alkalmazasaval lathatunk
be.

Konnyt latni, hogy I'(1) = 1, és ezért I'(n) = (n—1)! vagyis I'(«) -t a faktorialis fiiggvény
altalanositdsanak is tekinthetjiik.

]

1
10. Feladat. Mutassuk meg, hogy T’ (5) = !

Megoldas:

1 T
r (—) /t'fl “dt = / e~tdt.
2 Vi
0
2

. dt
At= 5} helyettesitést bevezetve it igy
xXr

p(%> é_Q _ /\/_ S dr = /7

11. Feladat. Hatdrozzuk meg az (o, \) paraméterd I' -eloszlds vdrhatd értékét, szords-
négyzetét és k-dik momentumdt !

Megoldds:

ahol

Az u = Az helyettesitést bevezetve

[e.9]

_furrel . T(a+1) o
E(¢) _/ M) A= 3w v

0
mivel I'(av + 1) = oI'(«).

Hasonléan
% )\()\x>a—le—/\a: 1 Oo()\x)a—i—le—)\m
E() = [ *————do =< | 5 ——
&) /m () de )\/ d
0

T Tla+ 2 1
0

80



Ebbdl
(a+ 1 a

DY) = E(&) - (B = 1% ($) =

!
ﬁ.
Vagyis a szorodasi egyiitthaté négyzete C’g = 1/«, ami lehet 1 -nél nagyobb és kisebb is.

Ezek utan

o0

E(fk) — /.I'k A(Axg(z;é;e_Ax 1 / )\IE’ kta— 1 _Axdgj

0

M T(a) AP

T T ... 1
S, /ﬁmw%ﬁ&r_<k+m ala+1)...(a+k-1
0

Specialisan « = n esetben az (n, \) paramétert Erlang-eloszlast kapjuk és ekkor

n(n—i—l)...(n—kk—l'

B(¢) = 0

k!
Ebbél n = 1-nél az exponencialis eloszlast nyerjiik, amelyre E(£F) = I
]

12. Feladat. Hatdrozzuk meg az (o, k) paraméterd Pareto-eloszlds vdrhato értékét és
szordsnéqgyzetét!

Megoldds:
= /xako‘xaldx: /akaa:ada:
k k
ko
akax—a—i-l oo a—1 a>1
B { a—1 :|k B
> ,a<l
00 % , o> 2
E(fQ) _ /Cl(k'a ade
k o ,a<?2
Igy
ko ka \2
D2%(&) = — > 2
| |
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13. Feladat. Legyen & € Exp()\), és n = c- e, ahol a,c > 0. Hatdrozzuk meg n
eloszlasfiiggvényét!

Megoldds:

Pn<az)=Pce® <z)=P (045 <In <%>> =P(&< éln <%>>

vagyis (c, g) paraméterd Pareto-eloszlast kapunk.
]
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7. fejezet

A sztochasztikus modellezés alapjai

7.1. Az exponenciilis eloszlas és a belble szarmaztatott
eloszlasok

14. Feladat. Mutassuk meg, hogy az exponencialis eloszldsra teljesiil a
P>z +yl¢ > ) =P >y),

ugynevezett orokifji tulajdonsdg!

Megoldds: Pé>z+y) 1-PE<z+y)
- >z+y) 1- <r+y
PE>r+yl>z)= P¢>z)  1-PE<a)
e

15. Feladat. Hatdrozzuk meg a X paraméteri exponencidlis eloszlds n -dik momentumdt!

Megoldds:
E&") = /xnz\e_MCdm = [—a:”e_’\x];o —{—%/:1:”_1)\6_’\””(133.
0 0

A L’Hospital-szabély alkalmazésaval lathato, hogy az elsé tag értéke 0 és igy

n

B(") = SB(E™).

Ebbdl a rekurziot figyelve

kovetkezik.
| |
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16. Feladat. t = 0-ban két fiiggetlen exponencidlis eloszlasi ideig tarto tevékenység kez-
dddik. Az eqyik X ideig tart, ahol X X\ paraméterd exponencidlis eloszldsi, a mdso-
dik Y ideig, ahol 'Y p paraméterd exponencidlis eloszldsu valosziniségi valtozo. Legyen
V=min(X.,Y), Z=max(X,Y), W=2-V.

Ezek utan hatdrozzuk meg

1.

5
0.
7. X eloszlasdt, ha tudjuk, hogy X <Y (P(X <t|X <Y))
8.

az elsd (azaz a rovidebb ideig tartd) tevékenység idejének az eloszldsdt és vdrhatd
értékét (V eloszldsdt és vdarhato értékét)

annak a valdsziniségét, hogy az X esemény fejezddik be elébb (P(X <Y))

az elsd és a masodik esemény befejezése kozti idd eloszldsdt és vdrhato értékét( W
eloszldsat, varhato értékét)

annak a valosziniségét, hogy eqy tetszdleges t iddpillanatban

e az X esemény mdr befejezddott és az’Y esemény még nem (P(X <t<Y))
e az elsd esemény mdr befejezdddtt és a mdsodik még nem (P(V <t < Z))
o mindkét esemény befejezéditt (P(X < t,Y <t))

. az a) és c) pontokban kapott valdszinidségi valtozok dsszegének (W + V') eloszldsdt

X eloszldsdt, ha tudjuk, hogy X <1 (P(X <t|X <71))

X eloszldsdt, ha tudjuk, hogy X >Y (P(X <t|X <Y))!

Megoldds:

1.

a rovidebb ideig tarto tevékenység befejezésének idejére
PV<t)y=1-PV >t)=1-P(X >t,Y >1t)
—1-P(X>H)P(Y >t)=1—eMe# =1 — ¢ M1t

1

azaz, V A + p paraméterd exponencialis eloszlasu, E(V) = b

az X esemény fejez6dik be el6bb

P(X<Y):/

y=0

00 00 B B L A
P(X < dy = 1—e N HY Jy = 1— _
( y)fy(y) dy /y:o( e e M dy i

az els6é és masodik esemény befejezése kozti id§
PW<t)=PW <t X <Y)P(X<Y)+PW <t X >Y)P(X >Y)
az (X < Y) feltétel mellett W az Y hétralévs idStartama lesz, ami viszont az
exponencialis eloszlas orokifja tulajdonsaga miatt
PW <t X <Y)P(X<Y)+PW<tX>Y)P(X>Y)

A _ Iz
:—1_ ut _1_ At
/\+u( e )+/\+“( )

A iz
BV = orw T
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4. az X esemény mar befejez6dott az Y még nem
PX <t<Y)=PX <t)P(Y >t) = (1 — e M)e

az elsé esemény mar befejez6dott a masodik még nem

PV<t<Z)=
=PV <t<ZIX<Y)PX<Y)+ PV <t<ZIX>Y)P(X>Y)
=P X <t<YIX<Y)PX<Y)+PY <t<X|X>Y)P(X>Y)
=P X<T<Y,X<Y)+PY <t<XX>Y)=PX<t<Y)+PY <t<X)

= (1—eMe ™4 (1 —e )
mindkét esemény befejez6dott mar
P(X <t,Y <t)P(Z<t)=P(X <t)P(Y <t) = (1 —e M) (1 —e )
5. a W és a V valoszintiségi valtozok Osszegének eloszlasa

Mivel 6sszefiiggs valoszintiségi valtozokrol van sz nem lehet konvoliciot alkalmazni,
hanem egyszertien

PW+V <t)=P(Z<t)=(1—-e)(1—eH)

6. X eloszlasa, ha X <71

PX <tlX <71)=

P(X<T) 1—e—AT
P(X <)

PX<t,X<71) PX<l) —1e % haO<t<rt
1 hat > T

7. X eloszlasa ha X <Y

/P@<ux<wwww

PX <t,X<Y)
PIX <t|lX<Y)= ( ’ ) v

PX <V) PX <V)
[P <onway [ PO <on)dy
B 5 O G S R TS O
— 1 — ¢~ At

azaz \ + p paramétert exponencialis eloszlas
8. X eloszlasa ha X > Y

PX<t,X>Y) [ ooPX<t,X>y)fy(y)dy

PX <tlX>Y)= PX>Y) P(X >Y)
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Sy Pu< X <)fr(y)dy . S (Fx(8) = Fx () fr (y) dy

P(X >Y) P(X >Y)
A
=1—e M- Ze (1 —e M)
14
]
17. Feladat. Mi a valdszinisége, hogy & = min{&, ..., &}, haé, € Exp(\), k=1,...,n
fiiggetlenek?
Megoldds:
A teljes valoszintség tétele alapjan
P(& < mm(&; R S PR S S PO fn)) = / P(&' < $)fmin(£1,---,§i-1,£i+1 ..... én)(x) dzx
0
= / ( _>\ l’ . < Z )\ ) ] lj;éz)‘ z dx — / ( Z A])e_ Z?:l,j#i )\]'CE dx
0 j=1,j7i 0 Nj=1,ji
/ ( Z )\) 2=t de:v—l—/ e_zylw( Z )\j)dl’
J=1,j#i 0 j=1,j#i
"\ A\
1= 3 [T (L) drgt 1 - SR -
=15 g 1 )‘J Zj:1 >‘j Zj:l )‘j
1
]
18. Feladat. Hatdrozzuk meg a sorbakapcsolt rendszer vdarhato élettartamdt, ha a fiig-
getlen elemek élettartama exponencidlis eloszldst kivet!
Megoldds:
Sorbakapcsolt rendszer esetén ez éppen
1 1
E(min(&,...,&)) = == = — < min(E&y, ..., EE,).
Zj:l Aj Zj:l Eigj
]
19. Feladat. Pdrhuzamosan kapcsolt rendszer esetén mi a rendszer élettartamdnak vdr-
hato értéke és szordasnégyzete, ha homogének az elemek & € Exp(\),i = 1,...,n, és
fiiggetlenek?
Megoldds:

P(max(&y,...,&) <z) = I_IP(gZ <x)=(1—e)"

Hasznaljuk fel, hogy ha £ > 0 akkor
E¢ = / P > ) de = / (1— F(z)) da.
0 0
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At =1 — e helyettesitést alkalmazva kapjuk, hogy

E(mam(fl,...,fn)):/Oo(l—(l_e—/\x)ndx:l/l(l_tn)Ldt
0 A 0 1—t
:l/l(l+t+...+t”_1)dt:l[t—i-ﬁ-{-“,_kﬁ}l:l{l_i_l_,__“_,_l}
A Jo A 2 nl, A 2 n
= * + 1 +...+ !
nA (n—1)A A

1. meghibasodas o _ meghibésodés n. - n-1. meghibésodéas

A exponencialis eloszlas 6rokifji tulajdonsagabol kovetkezik, hogy a meghibasodasok ko-
zOtti idGtartamok is exponencialis eloszlastak lesznek. Konnyen lathato, hogy a (k — 1)
-dik és k -dik meghibasodas kozotti id6 paramétere (n — k + 1)\, k = 1,...,n, és ezek
az idGtartamok egyméstol fiiggetlenek is az exponencialis eloszlés tulajdonsagai miatt.
Ezt a tényt nagyon jol tudjuk hasznositani a £ -dik meghibisodés varhato értékének és
szorasnégyzetének a meghatarozasahoz.

Ezek utédn értheté modon

1 1
E(k -dik meghibasodas ideje) = STt n—k+1A
1
, ' o
D?(k -dik meghibasodés ideje) = Cy A (S s PV
k=1,....,n

Ebbdl a parhuzamosan kapcsolt rendszer élettartamanak szérasnégyzete

1 1
(n)\)2+...—{—ﬁ.

20. Feladat. Legyenek & > 0,1 =1,...,n, fliggetlen valosziniségi viltozok.
Mutassuk meg, hogy

E(max(&y, ..., &) > maz(E(&), ..., E(&))
E(min(&, ..., &) < min(E(&),. .., E(&))!

Megoldds:

n

P(max(&y, ..., &) <) = [[ P& < 2) < P& < )

=1

miatt

P(max (&, ...,&,) > x) > P(& > o)
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igy

0\8 0\8

E(max(&, .. .,6)) P(max(&y, ..., &) > x)de

v

melybdl kovetkezik az allités.
Hasonlbéan

P(min(&y,.... &) > x) = [[ P(& = 2) < P(& > ),
=1
igy

E(min(&,...,&)) = /P(min(fl, o) > x)de

0
g/P(g,- > o)de —E(&),  i=1,....n,
0

melybdl kovetkezik az allités.
]

21. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az (n, \) paraméterd Erlang-eloszlds eloszldsfigguénye

—

n—

F,(x)=1- Z (Af)] e

=0

Megoldds:

x n—1 n x
F, (z) = / —/\(Ai) ' e Mdt = i ; / e M dt
o (n—1)! (n—=1Jo

Parcialis integralast alkalmazva, ahol g(z) = t"~!, f(2) = —+e~* kapjuk, hogy

AT @ A" 1 v
tn—l —)\t dt — _ —)\ttn—l xT _ / _ —)\t _ 1 t’I’L—2 dt
o e (g = [ e - et an
L()
)\xn—l N x )\()\t)n—2 A\ )\a:n—l N )\xn—Q N
- _ —Az T oMt = — A IR
CEE +/0 =2 no1¢ o© the@
I,—1(x)
n—1 ()\LE)J
=
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Kovetkezményként lathatjuk, hogy

= (Az)I —)\x_/oo A,
Z i e = ’ (n—l)!e dt.

Jj=n

22. Feladat. Legyen& € Exp(\) ésn € Exp(p) fuggetlenek. Hatdrozzuk meg a konvolicidjukat.

Megoldds:

fern(2) = / e M e )y = )\,U/ e AT —p(z=) 1. — )\ue_l‘z/ e~ O=H) Iy
0 0 ;

_ -1 _ Ape HE A A
I)\/Le nz ea:()\ WF — ez()\ ,u)_l — eAz_ e Hz
H—u K —O—u% ) TR TP
H -z A z
= A H
= A e + P ne

23. Feladat. Hatdrozzuk meq az el6zd példaban meghatdrozott eloszlds varhato értékeét a
striségfigguény felhaszndldsdval.

Megoldds:
E(+n) = /OO x(L)\e_’\“ + Lue_‘”ﬁ) dx
0o H—A A—p
w . A © w1 Al 2= A2
= — x e dr + —— xpe M dr = ——— + — =
=X Jo A= Jo p=AXN A= pp Ap(p—A)
_ QA —=N) _ Atp 11
Ap(p = A) A A

amit az E(§ +n) = E(§) + E(n) osszefliggésbdl is megkaphattunk volna, de ezzel a stirt-
ségfiiggvény helyességét ellendriztiik.
]

24. Feladat. A 2-fdzisu hipo-exponencidlis eloszlas striségfiigguényébdl szarmaztassuk a
(2, \) paraméterd Erlang-eloszlds sdriségfiggvényét!

Megoldds:
Mint lattuk




Ebbd6l p — A hatarértékkel nyerjiik a kivant strtségfiiggvényt.

A (e A — g=he 0
lim pe M 4 N = lim a ( ) = -,
p=A A — [ = A fi—A = A 0
ezért alkalmazzuk a L’Hospital-szabalyt! Ekkor A\? - ze~**-et kapunk, ami éppen a kivant
eredmény.
]

25. Feladat. Hatdrozzuk meg a 2-fazisu hipo-exponencidlis eloszlds eloszldsfiigguényét!

Megoldds:
Feyn(z) = / fesn(y)dy = / A pe 4 x> ) dy
n n )\_Iu Iu_)\

0 0
A %

— 1 — g He 1 — —\x
P e+ e

A= AT — i e

= -

1 -z —px
—1+)\T(/L6 —)\GM).

Ebbé6l . — X hataratmenettel a L’Hospital-szabaly alkalmazésaval
1— e — \ge™™®

-et kapunk, ami éppen a (2, \) paraméterti Erlang-eloszlas eloszlasfiiggvénye.
]

26. Feladat. Legyenek & € Exp(\), n € Exp(u) figgetlen valdsziniségi valtozok. Hatd-
rozzuk meg az fejeqq(xly) feltételes siriségfigguényt!

Megoldds:

fe() - fly —m) e ™My eHy—T)
f£+n(y) % (e=ry — e=)
@7()‘*/1')35
= A= . O<z<y.

Jelen(ly) =

Ha X\ = pu, akkor L’Hospital-szabéllyal z = A — u helyettesitéssel

. ozeeFT 2 . 1 1
lim — =lim— = lim = —
=01 —e Y 2201 —e*Y 220y -e *Y Yy
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vagyis egyenletes eloszlast kapunk.
Ha eleve a A = p feltételbdl indulunk, akkor

e ML)\ em A y—) 1

f§|5+77($|y) = )\(}\y>€,Ay = ; )

mivel £ + 7 (2,\) paraméterd Erlang-eloszlast kovet.
]

27. Feladat. Mi az (n,\) paraméterd Erlang-eloszlds szorddasi egyiitthatdja?

Megoldds:

o Dn, D& +...+&) VDX +...+D%, ¥ Vn
g _

1
" En, EG+...+&) E&, + ... + E&, 2 n Jn

28. Feladat. Mutassuk meg, hogy a hiper-exponencidlis eloszlds sturiségfigguvénye valo-
ban striségfigguény!

Megoldds:
A nemnegativitas egybdl lathato, valamint

/ Jon (@) dov = / Zpi)\ie_’\” drx = Zpl/ Nie N dr = Zpi = 1.
0 0 =1 i=1 L0 .=l

1

29. Feladat. Mutassuk meg, hogy a hiper-exponencidlis eloszlds szoroddsi egyiitthatoja
mindig legaldbb 1!

Megoldds:
Ehhez azt kell belatnunk, hogy

S b — (i Py )’ "o "1\?
2 1= : 1= i
i=1 ? i=1 v

i=1DPiy,;

ami éppen a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwartz-egyenlGtlenség

yi:\/ﬁaxi:\ﬁ\z

értékekkel.
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30. Feladat. Legyenek & € W (A, ), i = 1,...,n, figgetlen valdszintségi valtozok.
Mutassuk meg, hogy

min(&y, ..., &) € W (i i a) !
i=1

Megoldds:
Jol ismert, hogy

P(min(&,...,&) <z)=1-— H (1-P(&<z)=1- H (e~

amely az allitasunkat igazolja.
Az o =1 speciélis esetben az exponenciélis eloszlasra kapott Osszefiiggéseket kapjuk.
]

7.2. Megbizhat6sag-elméleti alapok

31. Feladat. Hatdrozzuk meg a hiper-exponencidlis eloszlds meghibdsoddsi intenzitds-
fiigguényét!

Megoldds:
Zpi/\ie_)\it
h(t) = =

=
E pie M
=1

Y

n
amely monoton csokkend és értékkészlete a [min()\l, ce ), Z pi)\i] intervallum.
i=1

Ezt a kovetkezSképpen lathatjuk be. Megmutatjuk, hogy h'(t) < 0 a [0,00) intervallu-
mon igy h(t) monoton csokkend lesz. Mivel 1/(t) el6jelével foglalkozunk elegendd csak a
szamlalot vizsgalni, mivel a nevezé a derivalasi szabaly miatt pozitiv lesz.

A szamlalo értéke

n n n 2
_ (szw> (zp) + (Zm) |
=1 =1 =1

Alkalmazzuk a jol ismert
n 2 n n
(Sun) <3y
i=1 i=1 =1
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egyenlGtlenséget
a; = V/pie N, by = A/ pie M

helyettesitéssel, melybdl adodik, hogy h'(t) < 0. Lathato, hogy h(t) legnagyobb értékét a
0-nal veszi fel, igy h(0) = Zpi)\i. Azt is észrevehetjiik, hogy h(t) > min(Ay, ..., \,).

i=1

32. Feladat. Hatdrozzuk meg a 2 fdazisiu hipo-exponencidlis eloszlds meghibdsoddsi intenzitds-
fiigguényét!

Megoldas:

h(t) _ )\)\21_)\51' (e*)\lt _ e*)\zt)/ )\2 e_/\lt B )\1 6_)\2t
)\2—)\1 )\2—)\1 )\2_>\1

)\1)\2 (€_>\1t — €_>\2t)
)\267)‘1t — )\167)‘2t ’

amely monoton névekvs és értékkészlete a [0, min(A;, A2)| intervallumon.

Az el6z6 feladathoz hasonloan h'(t) elGjelét

(—)\1€_>\1t + )\26—)\215)2 + ()\1)\26—)\115 o )\1)\26—)\2t)(€—/\1t _ 6—)\27&)

= (_)\16_)‘1t + )\26—)\215)2 + )\1)\2(6—)\115 . 6—)\215)2 >0

hatarozza meg, igy h(t) monoton névekeds, h(0) = 0.

Ha A\; < Ay, akkor A(t) <

’\/\;‘2 = A1. Hasonléan ha \y < Ay, akkor h(t) < /\j\/\z — )\,

33. Feladat. Hatdrozzuk meg az (n, \) paraméterd Erlang-eloszlds meghibdsoddsi intenzitds-
fligguényét!

Megoldds:
Az el6z6ekhez hasonloan elegendd csak a derivalt szamlalojéval foglalkozni.
Vagyis h/(t) szamlaloja

Az 2(n — 1) "Zl Az)i A R A a)
(n—1)! P (n—1! =

VICE) (”‘2 (o), Qo) ”Z‘Z (Ax)’)
(n=2) \ = 1 (=1 n-1 il
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Ennek elGjele a masodik tényez6tsl fiigg. Legyen ez

n—2 ;
(Ax)" Az (Az)n1
= 1 —
S ikl n—1 +(n—1)!
1=0
52:1—A—1x+m:1>0

(

—~ il n—1 (n —2)! n—1 (n—1)!

2 () AT (Az)"—2

= S 1— + ;-

—~ il n—1 (n —2)!

Egyszeri helyettesitéssel lathato, hogy
A 24 )
Sy =1— S+ = J;x >0,

Tegyiik fel, hogy S,, > 0. Teljes indukciéval bizonyitjuk, hogy S,.1 > 0.

) 0

= (
>”‘3 (A;;)i ( L )+ Em)n-? . (Az)"! < 11 )

n—=2) n-2)'\n—-1 n

mivel az indukeid szerint S,, > 0.
n

7.3. Véletlen tagszamu oOsszegek

34. Feladat. Mi lesz az (i, \) paraméterd Erlang-eloszldsok p paraméterd geometriai el-
oszlasok vett keverékének eloszldsa?

Megoldds:

f($) _ Zp(l _ p)i_l%e_)‘x _ p)\e—)\:c Z(l _ p>i—l Ej‘i)ll_)‘

0o 1 j
_ p)\e—)\x Z (( p))\)l') _ p)\e—/\cce(l—p))\z _ p)\e—p)\x c EZL‘p(p)\)

!
=0 J:
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35. Feladat. Mi lesz az eloszldsa binomidlisok Poisson silyokkal vett keverékének
(ul) = (D= ) s = e ) 7

Megoldds:
Pe = g <li)pk(1 — p)ik)i\—;eA = eApk)\k% i ﬁ((l — )N
_ 0 i@ Q=P B8 oo 2 O ot ¢ pogn),
p
]

36. Feladat. Legyenek & € Exp(\) és v € Geo(p) és figgetlenek.
Hatdrozzuk meg a n, véletlen tagszdmai 6sszeg striségfiigguényét!

Megoldds: A teljes valosziniiség tétele szerint

o () = Z fo(z) P(v=k)

k=1 (n,\) Erlang

o0

Azt I ()t
— 1 — p)? 12\ A Y Az 1 — p)t 1
f(x) ;:1 p(1—p) N pAe ;:1( p) (i1
b — J
— phe Z ((1 ?RAW) = pAe 1PN — AN ¢ Ban(p)).
=0 '

37. Feladat. Legyenek X;(A) p paraméterd Bernoulli, mig v € Po(\) figgetlenek.
Hatdrozzuk meg m, = X1(A) + ...+ X, (A) eloszldsdt!

Megoldds:
— (i k kA —Ak:kloo 1 ik
= 1 — = N — 1—p)A
Dk ;:k (k)p (L=p) ™ e =N 3 (Z_k)!(( p)A)
A= (1 —p)A) pAF pA)F
= kR ey :(( j') ) (k, Aell =P (k, e " € Po(p)).
=0 ’
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8. fejezet

Analitikus eszkozok

8.1. Generatorfiiggvény

38. Feladat. Hatdrozzuk meg a (n,p) paraméterd binomidlis eloszlds generdtorfiiggué-
nyét és ennek segitségével a vdrhato értéket és szordst valamint magdt az eloszldst!

Megoldds:

Gelo) = 3 o (1 )h 1= = 30 () s+ = (s (1) = (Lpls- 1)

E¢ = Ge(1) =n(1+p(s — 1))"'p| _, = np(1 +p(s — 1))" | _, = np.
G{(1) = (np(1 +p(s = 1))"Y)'| _, = np(n — 1)p(1 + p(s — 1))" 72| _, = n(n —1)p*.
D*¢ = n(n — 1)p* +np — (np)* = np(1 — p).
G (s) =n(n—1)(n—2)...(n—k+ 1)p"(1 +p(s — 1))"7*.
GP0) =n(n—1)(n—2)...(n -k +1)pF(1 - p))" ",

G(k) n\n — n — AV
po= GO0 0= D0=D kD)

-

(%)

39. Feladat. Hatdrozzuk meg a p paraméteri geometriai eloszldas generdtorfiggvényét,valamint,
hogy milyen s értékekre lesz konvergens a sor €s ennek segitségével a vdrhato értéket és
szordst!

Megoldds:
—Oosk —p)F =5 (1 Fl=— P s b
Ge(S)—; p(1—p) p;((l P9 = g e b sl < T
Eé“:p(l_(l_p)s)_sp(_(l_p))| _ p2_p2+p :1
(1—-(1—-p)s)? =t (I-1+4p? p
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40. Feladat. Hatdrozzuk meg, hogy mely eloszlds generdtorfiigguénye a

Megoldds:

Igy

Ge(s) = e 2179 |

G’(k)(s) =X e M7 = \kemAU=s),

P T T

amibdl kovetkezik, hogy Ge(s) a A paramétertd Poisson-eloszlas generatorfiiggvénye.

41. Feladat. Hatdrozzuk meqg generdtorfiigguény segitségével a véletlen tagszami Osszeq
vdrhato értékét és szordsnégyzetét!

Megoldds:

Mint tudjuk a véletlen tagszami 6sszeg generatorfiiggvénye

Igy

Tovabba

igy

Ezért

Gy, (s) = Gu(Ge (s))-

En, = G, (Ge (5))Ge, (5)],_, = G (Ge, (1)) Gy, (5) = EVEE,.

1

a1, ()], = (GG, ()G, (9],
= GG, (3))Gl ()G, (5)],_, + Go(Ge, ()G, (5)]
— GU(1)(EG)” + EvGY, (1),

s=1

Ern? = Gu(1)(E€)? + EvGY (1) + EvEE,.

D, = Gy (1)(E&)? + EvGy (1) + EvES — (EvEE)?

= (Ey2 — EV)(E§1)2 + EV(E@% — Efl) + EvEE — (EVE§1)2
— (E&)X(EV” — (Ev)?) + Ev(EE} — (E&)?) = (E6)*D? + EvDE,.
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8.2. Laplace-transzformalt

42. Feladat. Hatdrozzuk meg Laplace-transzformdlt segitségével a véletlen tagszdma dsszeq
vdrhato értékét és szordsat!

Megoldds:
En, = —L;, (0) = — G, (L, (0)) L¢, (0) = EvEE,,
Ev
Ly, (s) = Gy(Le (5))Lg, (5) Lg, (s) + Lg, (5) G, (Le, (5))
Ly (0) = Gy(Le, (0)) L, (0) L, (0) + L¢, (0)G,,(Le, (0)) = Go(1)(—E& )? + E&TEy
1 1
= (Ev? — Ev)(E&))? + EEEr = EV?(EE))? + Ev(EE — (EE)?)
D2¢;
= Ev*(EE))? + EvD?¢,.
Ebbél

D%y, = Ev?(E&))*+EvD?E —(EvEE)? = (Ev? — (Ev)?)(EE ) +EvD?E = D?v(EE))*+EvD?E.
D2y

43. Feladat. Hatdrozzuk meg az (n, \) paraméterd Erlang-eloszlds Laplace-transzformadltjdt,
majd annak segitségével a varhato értéket és a szordst!

Megoldds:
* Azt AT 1 > 1
L — se 7\ Ty — — -~ Y n (>\+s)acd
o) = [ e e = s f, (e
Egn—1= (/\(:;);)il
AT I (=1 X A"
S n=DIA+sA+s)mt T (A+s)r \N+s/)
BE = (—1)((+2m )|y = —X"((A+8) )| g = —A"(=n(A + )71
¢ =D ) |op = =N+ )™y = =A"(=n(A +5)7" )|
— _/\n . /\—n—l — E
(~n) -
LE(0) = (A" (A +5)™)"| g = =A"(=n(A + )" ))]
2
= \(=n)(—n — 1A+ )2 = AR ) = ;”.
Ezért
“+n n n
D2 = n — | — 2 = —,
¢ A2 ()\) A2
]
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44. Feladat. Hatdrozzuk meg a hiper-exponencidlis eloszlds vdrhato értékét a Laplace-
transzformdlt segitségével!

Megoldds:
n )\ /!
_1)(;%)\1‘—0—8) ‘3 <sz i J(Xi + s) )L:o
- 1 A pi
]

45. Feladat. Hatdrozzuk meg a hipo-exponencidlis eloszlds Laplace-transzformdltjat!

Megoldds:
Felhasznalva a Laplace-transzformaltnal tanult szabélyokat kapjuk, hogy

L s) :f{(ﬁsy

]
46. Feladat. Hatdrozzuk meg a I' -eloszlds Laplace-transzformadltjdt!

Megoldds:

T st a—1 f)\t T yapa—1 —(a+s)t
:/e )\)\t d:/)\t e Gt
(a)
0
A < >\+ S oeta 1 —(a+s)t A o Ooza—l .e~?
- di=(-2") [Z %4
()\—l—s) / <)\+s> / I'(«) :
0 0
A L) [ X \°
S\ M +s (@) \M+s) '
ahol z = (A + s)t
]

47. Feladat. Mutassuk meg, hogyha & € I'(a;, N), i = 1,...,n és figgetlenek, akkor

e (S

i=1 i=1

Megoldds:

ami éppen az allitast jelenti.
]
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9. fejezet

Sztochasztikus rendszerek

9.1. Poisson-folyamat

48. Feladat. Hatdrozzuk meg a Poisson-folyamat korreldcids egyiitthatojat!

Megoldds:
E(v(t)v(t +h)) — Ev(t)Ev(t + h)

R(v(t),v(t+h)) = Duv(t)Du(t + h)

Ebbdl a képletbdl a (v(t)v(t + h)) értéket nem tudjuk egybdl megmondani ezért annak
meghatarozashoz a kovetkezs az eljaras

E(v(t)(v(t + }i)r_ v(t)) =E(w(t)v(t+h)) — Ev?(t)
v(h)
E(V(t)(g(t +h)— V(tl)) = Ev(t)Ev(h) hiszen v(t) és v(t + h) — v(t) fiiggetlenek.
v(h)
Igy

Ev(t)Ev(h) + Ev?(t) = E(v(t)v(t + h)).

Ezt behelyettesitve kapjuk, hogy a kérdéses érték

Ev(t)(Ev(h) — Ev(t + h)) + Ev?(t)  M(Ah — M — Mh) + Mt + (At)?
Dv(t)Du(t + h) B VAN + h)
(A)? + At + (Mt)* At t 1

VAWAEL ) JNHE+h) VPt ok

t

49. Feladat. Tekintsink egy rendszert A paraméterd exponencidlis eloszldsi beérkezési
1dokozokkel és p paraméterd exponencidlis eloszldasu kiszolgaldsi iddvel. Mi a valdoszinisége,
hogy eqy kiszolgdlds alatt k igény érkezik be?
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Megoldas: A teljes valoszintiség tétele szerint

Ny 1 < L pL 1 A\
7 _- b\ ~Qwz gy — —
H Xt o v At e T )\+u<)\+u) ’

~~
k!

(A+p)F

ami ﬁ paraméterd modositott geometriai eloszlast jelent.
]

//////

toan mennyi igény érkezik be a rendszerbe!

Megoldds:
A megoldashoz a generatorfiiggvény és a Laplace-transzformalt tulajdonsagait kell fel-
hasznalnunk.

> ® (\x)k
Gnas)(2) = sz/o ( k;l)
k=0 ’

e f(x) do = /00 i szG_Mfs(x) dx
o = K

GNG(S)(Z) = Ls()\(l — Z))
lgy
E(N,(S)) = Gy, (s)(1) = (Ls(M(1 — 2)))|,_, = ~ALs(0) = AES.

//////

51. Feladat. Legyen most a kiszolgdldsi id6 (r, ) paraméterd Erlang, a beérkezési idd-
kozok pedig maradjanak X\ paraméterd exponencidlis eloszldsu valosziniségi valtozok. Ha-
tdarozzuk meg ebben az esetben is, hogy mi a valdszinidsége annak, hogy eqy kiszolgdlds alatt
k igény érkezik!
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Megoldds:

00 k r— k T ]
/ (AIE) 6)\:1: /L(,LLI') 1eﬂux dr = )‘_ H / xk+7"7167()\+,u)z dr
o k! (r—1)! k' (r—1) J,

B /\k Iur

= G r (r+k—1)!
_ k+r—1 A —(A )z dr = —— 1%
k! (r—l)!()\—i—,u)/o e A TR = DI ) (Nt )R

. J
~~

ktr—1)—_ (r+k=D!
IE(5 " )7(A+H>'r+k—l

B Neur r+k—1\ A\ w \ (r+k-1
A p)rtRCr—1 ) \ Mg A+ p r—1

r+k—1 & I
= 11— ", ahol p = ——
(T_l)( p)"p", ahol p py—

vagyis r -ed rendi negativ binomialis ( Pascal ) eloszlast kovet.

"

9.2. Esettanulmanyok

52. Feladat. Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet
Fo(t) + A+ p)Bo(t) = p, Fo(0) = 1

kezdeti feltétel mellett !

Megoldds: A homogén rész

Pyt)+ A+ p)Py(t) =0

InPy(t) =—-A+p)t+InC
Py(t) = Ce~ A1

A konstans varialds modszerével nyerjiik az inhomogén rész egy partikuléris megoldésat,
vagyis
Py(t) = c(t)e A w1

(e e(t) (= (A + p)e” M) - (A p)e(t)e” M =y
C/(t>e—()\+u)t .

dt) = e+t
— P O

c(t) = e
(*) A+ ’
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igy a partikularis megoldas

I LN ¢ W U o W S o
Py(t) = ——eV e Wt —= .
o(t) A p A+

Ebbdl az altalanos megoldas

Py(t) = Ce~Otmt 4 _H

A
A Py(0) =1 feltételbdl kovetkezik, hogy 1 = C' + ,\+u igy C = ﬁ
Ezért \
Pot) = 2 o~Otwt . _H
o(®) A+ue A+
A A
Pi(t)=1-Dyt) = — —(Aw)t
(0 = 1= Rult) = 15— 7o

Ha a kezdeti feltételt P;(0) = 1 akkor a megoldas a kovetkezd

_ Kk K ()t
Py(t) = — e ’
b(t) A A+p
__H Ot A
Pi(t) = ——e¢ WEp —
(1) A+ A+
Hat — oo .
H 2
Po—hmpo() =
At s+
1
)\ =
Pl—hmPl() = =
Atp 5+
]

53. Feladat. Hatdrozzuk meg, hogy mi annak a valoszinisége, hogy n+m fiiggetlen gépbdl
a t-edik pillanatban k darab mikodik, feltételezve, hogy kezdetben n darab gép mikodatt
és m darab gép volt hibds!

Megoldds:

k n )\ " l )\ )\ n—I
Pyi(t) = —(Atu)t _ —%A+uﬁ)
ol?) Z(l>(k+ue +A+u) (Aﬂt N

k-1 A m—(k—1)
( m )( A - e—(A+u)t> (Le—()\-ﬁ—u)t_i_ _) '
E=1)\X4+p A+p A+ A+

Stacionarius esetben

i) (552 () ()6 )™
O

3
>~ + +
R
N——
VN
>
+ =
=
N———
Eal
VN
>
—+ | >
=
N———
2
3
ol
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Hideg tartalék

54. Feladat. Legyen adott eqy fogép amelynek mikddési ideje X paraméterd exponencidlis
eloszldasu valdsziniségi vdltozo és meghibdsodds esetén eqy tartalék kezd el mikodni, va-

/////

valtozd. A meghibdsoddsok és javitdasok fiiggetlenek eqymdstol. Hatdrozzuk meg a rendszer
egyensulyi jellemzdit!

Megoldds:
A rendszer az egyes allapotokbdl a kovetkezd intenzitasokkal megy at A stacionarius

oWpoge

L
9.1. 4bra. Hidegtartalék

esetet vizsgalva vezessiik be a szokésos jeloléseket | Jelentse P; annak a valoszintiségét,
hogy i darab gép rossz.
Ekkor a jol ismert modon az alabbi egyensiilyi egyenletrendszert irhatjuk fel

APy = pby
A+ p)Pr = APy +2uP;y
2uPy; = AP,
Innen \ \ \2
P=-F,Ph=—P =—F.
I 2u 2u?

A normalizalo feltételt felhasznalva kapjuk, hogy

1 202 1 A

Pom—— = - ~, ahol g = 2

1—1—;4—? 202 4 22 + A 1+Q+% H
1-5 1-P 1

Meleg tartalék

Meleg tartalék esetén mindkét gép miikodik, viszont a méasodik gép miikodési ideje A (A < )
paraméterd exponencialis eloszlasi valoszintiségi valtozo. Hatarozzuk meg most is az
egyenstlyi rendszerjellemzdket!
A+ NPy = uP;
A+ pw)Pr =N+ XN)Py + 2uP;
2uPy, = AP,
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9.2. 4bra. Melegtartalék

ibbal AN A AN A
P=2T"2p == 2T
21 Y
AN AEN A
Pil=1+ TA AFAA
Y pwoo2p
Végiil
1-P 1
E(O) = —.
(©) Py 2p

55. Feladat. Legyen adott eqy olyan gép amelynél hiba esetén sziikség van még eqy detek-

//////

cidlis eloszldsi valdszindségi vdltozo! Irjuk fel eqyensilyi helyzetben az dllapotegyenletek,
magjd oldjuk meg dket!

A A
. O ®
K 20

9.3. 4bra. Az [BAl feladat

Megoldds:
APy = puhs,
VP1 = )\Po,
/JPQ = I/Pl.
Innen ) \ \
P1=—P0,P2=KP1:K—POZ—P0
v M Hv K

A Py + P, + P, = 1 normalizal6 feltételt felhasznalva kapjuk, hogy

—_

_ _ Vi
14242 vut Mt r)

Fy
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56. Feladat. Tegyiik fel, hogy van eqy két, X paraméteri exponencidlis mikodési i1ddko-
z0kkel rendelkezd gépbdl dllo rendszeriink és egy p paraméterd javitasi iddével rendelkezd
szerelonk. Teqgyiik fel még azt, hogy ha mindkét gép elromlik akkor a rendszer végérvénye-
sen ledll és nincs tobb szerelés. Jelentse 0, 1,2, hogy hdny gép rossz és a rendszer induljon
a 0 dllapotbol. Hatdrozzuk meg az elsd meghibdsoddsig eltelt dtlagos 1ddt feltételezve, hogy
kezdetben mindkét gép mikodott!

2 A

1

9.4. 4bra. Az [B6l feladat

Megoldds:
A stacionarius allapotegyenletek a kovetkez6 modon szarmaztatjuk

Po(t + h) = Py(t)(1 — 2X\h + o(h)) + Pi(t)(uh + o(h)) + o(h)
Pi(t+h)=Pi(t)(1 = (A+p)h+o(h)) + Py(t)(2Ah + o(h)) + o(h)
Py(t + h) = Pi(t)(Ah + o(h)) + o(h).

Igy a szokésos eljarast kovetve

Pi(t) = —2\Py(t) + uPi(1)

Pl(t) = —(A+ @) Pi(t) + 2APy(t)
Py(t) = AP(1)

Po(0) =1,P(0)=0,P(0)=0

kezdeti feltételek mellett. Laplace-transzformaltat alkalmazva és felhasznalva az ott ta-
nultakat kapjuk, hogy

sPy(s) — 1= —=2AF}(s) + uPy(s)
sPi(s) = —(A+ p)Py(s) + 2AF;(s)
sPy(s) = AP;(s).

Innen rovid szamolassal nyerjiik, hogy

PE(s) = SP5(s), (o) = 5 B ()5 + (0 ) 3)

A C2?
Felhasznalva, hogy Fj(s) + Pi(s) + P;(s) = 1, melyet a Py(t) + Pi(t) + Pa(t) = 1
normalizalo feltétel ad kapjuk, hogy

Pis) 1 2N?
S) = = .
DU (1 s S Oy (52 (BA ) + 202)
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Innen az inverzids eljarassal megkaphatjuk P, (t)-t ami annak a valoszintisége, hogy egyet-
len gép sem iizemel a t-edik idépillanatban.

Legyen Y a rendszer elsé elromlasanak az ideje!

Ekkor P»(t) azt jelenti, hogy a rendszer t-edik idépillantban vagy el6tte romlott el. A
rendszer megbizhatoséga ekkor

R(t) =1—P(t) , igy — R(t) = (1), P(Y <t) = P5(t), fy(t) = Py(t)
Ennek a Laplace-transzformaltja

2)2
24 (BA+ p)s + 22

(P3)"(s) = sP;(s) — P2(0) =

A nevez6t (s + ay)(s + ag) alakra hozva, hogy késébb parciélis tortekre bontast tudjunk
alkalmazni kapjuk, hogy
2)2 1 A B
A = 2)\2( > = 2A2< + )
2+ (BA 4 p)s + 2X2 (s +a1)(s+ az) s+a; Ss+ay

3A + /A2 +6) 2 1 1
ahola12:< + 1) \/ oML és A = , B = .
’ 2 o — A a; — Ay
Igy
2\ 2N 1 1
2+ (BA+u)s+2X2  ay—ag\s+ay Ss+a
Innen
Fo(t) = — 22 (et~ ) mmivel ha f*(s) = ——, akkor f(t) = ¢
= e — € mive a S) = aAKKOTr =€ .
Y ay — as s+a’

Az els6 meghibasodasig eltelt id6 atlagat az alabbi médon hatarozhatjuk meg

& 2 [ o
E(Y) = / yfy(y)dy = p— [/ ye Y dy — / ye Y dy}
0 0 0

22 1 [ 1 [~ 22 1 1
= {— / azye” Y dy — — / yae " dy} = {—2 - —2]
a1 — ag | Qg 0 aq 0 a1 — asg a2 CLl

i 2)\2(a1 + (lg) . 2)\2(3)\ + ,u) o 3 i 1%
- 2 2)2 - 2\ 9\2
(alag) (2)\ ) 12”/\’11{"l 2)}\( :

E(Y) kiszamitasat megtehetjik anélkil is, hogy meghataroznank a striségfiiggvényt,
hiszen ismerjiik Y Laplace-transzforméltjat. Azaz

—d(Py)*(s) 2\ '

E(Y) = —L,(0) = 228

(¥) v(0) ds A 24+ (BA+p)s +2X2 ) |,
20%(2s + 3\ + ) C2X(BA+p)  3A+p 3 1

(824 (BN p)s +202)2 | AN X2 ox o
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Abban az esetben, amikor a gépeket nem javitjak, vagyis u = 0 a 2 elembdl allo parhu-
zamosan kapcsolt rendszert kapjuk, amit méar korabban is vizsgaltunk. Ekkor a behelyet-
tesités utan

(5] :2>\,062:)\

és igy

202 [ 1 1 )_ 202 20 A
-

fy(s):T(S+)\_3+2)\ 3+)\)(s+2)\):s—|—2>\.3—|—)\

ami szintén azt bizonyitja, hogy elészor vessziik az els6 meghibdsodas idejét, majd ehhez
hozzdadjuk a megmaradt gép hatramaradt miikddési idejét. Az els§ 2\ paraméteri ex-
ponencialis, a masodik pedig A\ paraméterd exponencialis eloszlést valoszintiségi valtozo.
Fiiggetlenek egymastol, igy Osszegiik Laplace-transzformaltjat kapjuk.

57. Feladat. Tegyiik fel, hogy van egy két, X paraméterd exponencidlis eloszldsi mikddési
1dokozokkel rendelkezd gépbdl dllo rendszerink és két o paraméterd exponencidlis eloszldsi
javitdsi iddvel rendelkezd szerelonk. Teqyiik fel még azt, hogy a javitds csak akkor indul meg
ha mindkét gép elromlik. Feltéve, hogy meghibdsoddsok és javitdsok egymdstdl fiiggetlenek,
hatdrozzuk meg a staciondris eloszldst!

Megoldds:

2\
® D
v A
G ®
2p

9.5. abra. Az [E7 feladat
Vezessiik be az aladbbi jeloléseket.
e () - mindkét gép miikodik
e 1 -1 gép nem miikédik, nincs javitéas
e 2 - 2 gép nem miikodik
e 3 -1 gép nem miikodik, van javitas (2 meghibasodas utani javitas)
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A jol ismert modon egyensulyi allapotban az egyenletek a kovetkezdk lesznek
2)\P0 = /LP3
)\Pl == 2)\P0
Q[LPQZ/\P1+)\P3
(A+p) P =2uP

Innen egyszerten kapjuk, hogy

2\ A A A
P,= Ry, PL=2R), P,=""tp"THp
@ 21 21 p
Felhasznélva az el6z6eket és a normalizalo feltételt nyerjiik, hogy
1 1
Py = = :
3+ Obd 20— 32 4 A2 4 3y
1 1
A készenléti tényezs
3u + 2\ A A
A:]._P2: M+ a ,HliVGlPQZ ( +Iu) .
3u? 4+ A2+ 3\ 3u? 4+ A2+ 3 u
Ezek utan 1_p 1 9\t 3
E(O)=—2— = EATOR
]
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Fuggelék

A fliggelékben a generatorfiiggvény (melyet néha z-transzforméltnak is neveziink) és a
Laplace-transzformalt néhény olyan tulajdonsagat és rajuk vonatkoz6 azonossagokat te-
kintiink at, melyeket a jegyzetbeli levezetések folyaman — és altalaban a sorbanallési
elméletben — hasznalni lehet. Fzen két transzformalt alakja és tulajdonsagai igen hason-
loak.

A generatorfiiggvény néhany fontos tulajdonsaga

Sorozat = Generatorfliggvény
1. fn, n=0,1,2,... G(z) = > fu2"
n=0
afn + bgy aG(z) + bH(z)
.a'fy f(az)
4. fn, n=0,k2k,. .. G(")
k
5. furws k>0 G =y A i
i=1
6.  fok, E>0 FG(2)
7. nn—-1---(n—m+1)f, A G(z), m>1
8. faxgni= ) [u-rgk G(2)H(2)
k=0
9. fa— [ (1—-2)G(2)
10 S fron=0,1,2,... Glz)
k=0
1. Y 2f, #G(2)
12.  Sorosszeg tulajdonsag G(1)= > fa
n=0
13.  Alternalo elGjeli Osszeg G(-1)= > (-1D)"f,
n=0
14.  Kezdetiérték-tétel G(0) = fo
15.  Kozépérték-tétel LEGH — g
’ z=0
16. Hatarérték-tétel lim(1 — 2)G(z) = lim f,
z—1 n—00
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A Laplace-transzformalt néhany fontos tulajdonsaga

Fiiggvény = Transzformalt
L f#), t>0 F(s) = [ f(t)etdt
0
2. af(t)+by(t) af(s) + bg*(s)
3. f(%), (a>0 af*(as)
L f(t-a) e *(s)
5. e f(t) f*(s+a)
6. f(t) (—1)" e
7. @ 70 f*(sl)dsl
8. % 70 ds; 70 dss . .. T) dsnf*(sn)
9. f{t)xg(t) = Off(t —z)g(x)dr  f*(s)g"(s)
10. 4 sf*(s) — f(0)
1. L0 = o) S"f*(s) = s"7L(0) = 872 f(0) = - = f7D(0)
12. 2 f(t) aparaméter a 2 F(s)
13.  Integraltulajdonsag f*(0) = Tf(t)dt
0
14.  Kezdetiérték-tétel sli_}r(r)lo sf*(s) = 11_{% f(t)
15.  Hatarérték-tétel

lim sf*(s) = lim f(t)
5s—0 t—00
ha sf*(s) analitikus Re(s) > 0 esetén
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