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Исследование замкнутой RQ-системы M/GI/1//N
с вызываемыми заявками

А.А. Назаров*1, А.С. Квач**1, Я. Штрик2

1Национальный исследовательский
Томский государственный университет, г. Томск, Россия

2 Дебреценский университет, г. Дебрецен, Венгрия

В настоящее время среди широкого класса RQ-систем [1, 2] системы
с вызываемыми заявками представляют особый практический интерес.
Один из типичных примеров такой системы – это call-центры, где опе-
ратор в свободное от обслуживания поступающих звонков время может
сам производить исходящий звонок абонентам для предоставления ак-
туальной информации, предложения товаров, акций. Первые результа-
ты по RQ-системам с вызываемыми заявками были получены Фалиным
[3], другие результаты по исследованию данных систем можно найти в
работах [4−6].

В отличие от классической системы с вызываемыми заявками в дан-
ной модели учитывается тот факт, что при увеличении числа заявок в
системе интенсивность генерирования новой заявки уменьшается. В та-
кой ситуации используются модели с конечным числом источников
[7−10].

Стоит отметить, что в данной системе заявки вызываются либо из
источника, либо с орбиты. Ранее такая система была представлена в ра-
боте [11] для случая экспоненциального обслуживания поступающих и
вызываемых заявок. Также для замкнутой RQ-системы M/M/1//N с вы-
зываемыми заявками в работе [12] авторами было выполнено исследо-
вание времени пребывания заявки на орбите.

Постановка задачи

Рассматривается немарковская замкнутая RQ-система с вызываемы-
ми заявками (рис. 1). Источник, отправивший заявку на обслуживание,
не генерирует новую до тех пор, пока заявка не завершит свое обслу-
                                                       
* Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-

00277).
** Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного
проекта № 19-41-703002.
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живание.  Каждый из N источников генерирует заявку и отправляет ее
на прибор с интенсивностью Nλ . Заявка, заставшая прибор свобод-
ным, занимает его для обслуживания. Время обслуживания каждой за-
явки является случайной величиной с произвольной функцией распре-
деления 1( )B x  с первым и вторым начальными моментами 1b  и (2)

1b  со-
ответственно. Если прибор занят, то заявка переходит на орбиту и по-
сле случайной задержки, продолжительность которой имеет экспонен-
циальное распределение с параметром Nσ , она вновь обращается к
прибору с повторной попыткой его захвата.

N
σ

N
σ

.

.

.

 . . .
Nλ

Nλ

Nλ

N
σ

1( )B xN
2 ( )B x

Nα

Nβ

Рис 1. Замкнутая RQ-система M/GI/1//N
с вызываемыми заявками

В данной модели предполагается, что прибор в свободном состоянии
может осуществлять вызов заявок с орбиты с интенсивностью Nα  или
из источника с интенсивностью Nβ . Обслуживание вызванных при-
бором заявок имеет произвольную функцию распределения 2 ( )B x  с со-

ответствующими первым и вторым начальными моментами 2b  и (2)
2b .

Пусть n(t) – число заявок на орбите в момент времени t, а процесс
k(t) определяет состояние прибора следующим образом:

0, прибор свободен
( ) 1 прибор занят поступившей заявкой,

2 прибор занят вызванной заявкой.

,
k t ,

,

⎧⎪= ⎨
⎪⎩

Для рассматриваемой системы  процесс { }( ), ( )k t n t  не является
марковским. Для его марковизации воспользуемся методом дополни-
тельной переменной, а именно методом остаточного времени обслу-
живания.



231

Введем случайный процесс z(t), имеющий смысл длины интервала
от момента t до момента окончания обслуживания заявки. Таким обра-
зом, исследуется марковский процесс { }( ), ( ), ( )k t n t z t , если k(t) = 1, 2 и
{ }( ), ( )k t n t  при k(t) = 0.

Обозначим следующие вероятности

0 ( , ) { ( ) 0, ( ) },P n t P k t n t n= = =

( , , ) { ( ) , ( ) , ( ) }, 1,2.kP n z t P k t k z t z n t n k= = < = =

Для предложенной модели ставится задача исследования распреде-
ления вероятностей числа заявок на орбите методом асимптотического
анализа в предельном условии растущего числа источников.

Метод асимптотического анализа

Для стационарного распределения вероятностей 0 ( )P n , 1( , )P n z ,

2 ( , )P n z  состояний системы составим систему уравнений Колмогорова
вида

1 2
0

( ,0) ( ,0)
( ) 0,

P n P n N n N n n n P n
z z N N N N

∂ ∂ − −⎡ ⎤+ − λ + β + σ + α =⎢ ⎥∂ ∂ ⎣ ⎦

 1 1
1

( , ) ( ,0) 1 ( , )
P n z P n N n P n z

z z N
∂ ∂ − −

− − λ +
∂ ∂

         [ ]1 1 0 1 0
1( 1, ) ( ) ( ) ( ) ( 1) 0,N n nP n z B z P n B z P n

N N
− +

+λ − + + σ + =         (1)

2 2
2 2

( , ) ( ,0) 1 ( , ) ( 1, )
P n z P n N n N nP n z P n z

z z N N
∂ ∂ − − −

− − λ + λ − +
∂ ∂

                    2 0 2 0
1( ) ( ) ( ) ( 1) 0.N n nB z P n B z P n

N N
− +

+β + α + =

Введем частичные характеристические функции

0 0
0 1

( ) ( ), ( , ) ( , ), 1,2
N N

iun iun
k k

n n
H u e P n H u z e P n z k

= =

= = =∑ ∑ ,

тогда систему (1) перепишем в виде
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[ ] [ ] 01 2
0

( )( ,0) ( ,0)
( ) 0,

H uH u H u iH u
z z N u

∂∂ ∂
+ − λ + β + α + σ − λ − β =

∂ ∂ ∂

( )1 1
1 0 1

( , ) ( ,0) 1( ) ( ) 1 1 ( , )iuH u z H u
B z H u e H u z

z z N
∂ ∂ ⎛ ⎞− + λ + λ − − +⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠

( ) ( )0 1
1

( ) ( , )
( ) 1 0,iu iuH u H u zi iB z e e

N u N u
− ∂ ∂

+ λ − σ + λ − =
∂ ∂

(2)

( )2 2
2 0 2

( , ) ( ,0) 1( ) ( ) 1 1 ( , )iuH u z H u
B z H u e H u z

z z N
∂ ∂ ⎛ ⎞− + β + λ − − +⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠

( ) ( )0 2
2

( ) ( , )
( ) 1 0.iu iuH u H u zi iB z e e

N u N u
− ∂ ∂

+ β − α + λ − =
∂ ∂

Полученную систему (2) будем решать методом асимптотического
анализа в условии растущего числа источников ( N → ∞ ).

Теорема 1. Для замкнутой RQ-системы M/GI/1//N с вызываемыми
заявками справедливо следующее равенство:

1
( )lim exp exp( ),

N

n tM iw iw
N→∞

⎛ ⎞ = κ⎜ ⎟
⎝ ⎠

где величина 1κ  имеет смысл асимптотического семиинварианта пер-
вого порядка и является решением уравнения

[ ]1 1 1 2 1 0 1 1(1 ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,R R Rλ − κ κ + κ − α + σ κ κ =

где стационарное распределение вероятностей 1( )kR κ  состояний k
прибора зависит от 1κ  и определяются равенствами

{ } 1
0 1 1 1 1 2 1 2( ) 1 ( ) ( ) ,R b b −κ = + δ κ + δ κ

1 1 1 1 0 1 1( ) ( ) ( ) ,R R bκ = δ κ κ

  
2 1 2 1 0 1 2( ) ( ) ( )R R bκ = δ κ κ .

Здесь  1 1 1 1( ) (1 ) ,δ κ = λ − κ + σκ  2 1 1 1( ) (1 ) .δ κ = β − κ + ακ

Для реализации асимптотики второго порядка в системе уравнений
(2) выполним следующие замены:

(2)
0 0 1( ) ( )exp{ }H u H u iu N= κ ,

(2)
1( , ) ( , )exp{ }, 1,2k kH u z H u z iu N k= κ = ,
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и в результате получим систему вида

[ ]
(2) (2)

(2)1 2
1 1 0

( ,0) ( ,0)
( )(1 ) ( ) ( )

H u H u
H u

z z
∂ ∂

+ − λ + β − κ + α + σ κ +
∂ ∂

[ ]
(2)
0 ( )

0,
H ui

N u
∂

+ α + σ − λ − β =
∂

(2) (2)
(2)1 1

1 1 1 0
( , ) ( ,0)

(1 ) ( ) ( )iuH u z H u
e B z H u

z z
−∂ ∂

⎡ ⎤− + λ − κ + σκ +⎣ ⎦∂ ∂

                                ( ) (2)
1 1

11 1 ( , )iue H u z
N

⎛ ⎞+λ − κ − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

                            (3)

( ) ( )
(2) (2)
0 1

1
( ) ( , )

( ) 1 0,iu iuH u H u zi iB z e e
N u N u

− ∂ ∂
+ λ − σ + λ − =

∂ ∂

(2) (2)
(2)2 2

1 1 2 0
( , ) ( ,0)

(1 ) ( ) ( )iuH u z H u
e B z H u

z z
−∂ ∂

⎡ ⎤− + β − κ + ακ +⎣ ⎦∂ ∂

( ) (2)
1 2

11 1 ( , )iue H u z
N

⎛ ⎞+λ − κ − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

( ) ( )
(2) (2)
0 2

2
( ) ( , )

( ) 1 0.iu iuH u H u zi iB z e e
N u N u

− ∂ ∂
+ β − α + λ − =

∂ ∂
Применяя систему (3), можно доказать следующее утверждение:

Теорема 2. В условии теоремы 1 справедливо равенство
2

1
2

( ) ( )lim exp exp ,
2N

n t N iwM iw
N→∞

⎧ ⎫− κ⎛ ⎞ = κ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩ ⎭

где величина 2κ  имеет смысл асимптотического семиинварианта
второго порядка и определяется равенством

1 1 1
2

1 2 1 1 2 2

(1 ) ( )
,

(1 ) ( ) ( )
g

g b b
λ − κ + α + σ κ

κ =
λ − κ + λ δ + δ + α + σ

где [ ](2) (2)
1 1 1 1 2 2 1 1 2(1 ) ,

2
g b b b bλ ⎡ ⎤= − κ δ + δ − κ σ + α⎣ ⎦

2 1 2( ) ( ) ,g b b= λ − σ + β − α   1 1 1 2 2 1( ), ( )δ = δ κ δ = δ κ .
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Таким образом, из теоремы 1 и 2 следует, что допредельное распре-
деление вероятностей числа заявок на орбите можно аппроксимировать
нормальным распределением с математическим ожиданием κ1N и дис-
персией κ2N.

Заключение

В работе рассмотрена замкнутая RQ-система M/GI/1//N с вызывае-
мыми заявками. Исследование системы выполнено методом асимптоти-
ческого анализа в предельном условии растущего числа источников.
В результате анализа было показано, что предельное распределение ве-
роятностей  числа заявок на орбите имеет нормальное распределение
с заданными параметрами.
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