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Bevezetés

A gyakorlatban gyakran felmeriil a gépkiszolgalasi prob-
léma, melyet a kdvetkezSképpen fogalmazhatunk meg.
Tekintsiink N szamu gépet, melyek miikddésére r
szereld felligyel. A gépek egymastdl fiiggetleniil, folya-
matosan termelnek, de eldfordulhat hogy valamilyen hiba
kdvetkeztében ledllnak és mindaddig nem iizemelnek amig
a hibat el nem haritjak. A szereldSk a meghib&sodott gé-
peket egymastol filiggetleniil, bizonyos elv szerint javit-
jak meg. Ha a meghibdsodas pillanatdban van szabad sze-
reld akkor a javitas feltétleniil elkezdddik.
A gépkiszolgdlas matematikai modellje gyakran eldfordul
a szamolégép [rendszer/ek matematikai leir&séaban.
A modern szamitdgép egyik fontos jellemzdje, hogy mig a
kézponti feldolgozd egység /angolul - Centril Processor
Unit - réviden CPU/ valamely job szamolasi periédusat
végzi, a periférids egységeken mas programok kiszolgala-
sa folyhat, igy egyidejiileg t&bb job lehet aktiv alla-
potban. Az ilyen gépeket multiprogramozasu szamitdégépek-
nek nevezzik.
Kbztudott, hogy a programok futdsi ideje alatt elvégzett-

miveleteket két csoportba oszthatjuk.



Az egyik csoportba tartoznak azok a miiveletek, amelyeket
a CPU hajt végre, a masikba a perifériis berendezésekkel
vald kapcsolattartds operdcidit soroljuk. A CPU &ltal
végzett szamitadsokhoz sziikséges iddt CPU idének, a peri-
férias egységekkel tdrténd miiveletekhez szlikséges 1idot
Input-Output /I/O/ idGnek nevezziik. Legyen az adatat-
viteli csatorndk szama legaldbb " . Ezek utan az emli-
tett kapcsolat a kévetkezd.

A szereld szerepét vegye &t a CPU, munkagépek he-
lyett beszéljiink job-okrél, valamint a gépek miikddési
idejének ill. javitasi szakaszénak feleltessiik meg az
I/0O és CPU iddket.

A leggyakoribb kiszolgdléasi elvek:

/i/ FIFO [first in, Eirst out/.
Erkezési sorrend szerinti kiszolgalas.

/ii/ Prioritéasos.
Indexeljik a jobokat 1,2,...,n szamokkal és legyen
a kisebb indexili job a fontosabb. Két alesetet kii-
16nb6ztetiink meg.

a/ Abszolut priorités.

Ha az i indexli job érkezésekor a CPU-t a }
sorszamu foglalja le és ha 1'-<',3.' akkor a
kiszolgalas megszakad és az L indexii job sza-
molasi periddusa kezdddik. A é sorszamu prog-
ram mindaddig varakozik mig a varakozd jobok k&-
z6tt a legkisebb indexii nem lesz. i'>d’ ese-
tén a CPUft tovabbra is a é, indexii job foglal-

ja le.



/

b/ Egyszerii priorités.
Az uj job érkezésekor a kiszolgilas nem szakad
meg, a folyamatban levd kiszolgalas befejezddik
és utédna a legkisebb indexii varakozé program
foglalja le a CPU-t.
/iii/ Ciklikus /time sharing-TS/.
A programok szamolasi periddusa nem annyi ideig
tart amig a program meg nem kapja a kdvetelt sza-
molasi iddt, hanem minden egyes alkalommal legfel-
jebb egy eldre meghatarozott G [kvantum/ ideig.
Ha ezen idS alatt nem kapja meg az igényelt idst,
akkor a szamoldsi periédus megszakad és a FIFO-elv
szerinti kovetkezd program foglalja le a CPU-t, és
a megszakitott job bedll a varakozasi sorba. Ha az
adott program q‘—nél rovidebb idd alatt megkapta
a kovetelt szamoldsi idot, akkor a kiszolgalas be-
fejezddik és ismét a kdvetkezd job szamolasi period-
dusa folytatddik vagy kezdddik.
/iv| "Processor sharing" /PS - a feldolgoz6 egység koé-
z0s ideji hasznalata/.
A jobok szamolasi periddusainak végrehajtasa meg-
szakitas nélkiil, de valtakozd intenzitassal megy

végbe, mégpedig |K job esetén @/K. intenzitéassal.

Megjegyzés.
l. A TS modellt durvan a k&vetkez®képpen jellemezhetjiik.

Ha adott T iddtartam alatt K job igényli a CPU-t,



akkor barmelyik szémoldsi ideje k&zelitdleg q;/K
értékkel halad eldre. Ezért g o0 esetén 15
helyettesithet® PS -el.

2. Lathatdé, hogy a CPU egyidejiileg nem szolgalhat ki
tobb programot igy a PS fiktiv rendszer, de segit-
ségével jb kdzelités adhatd a | O modellre és anali-
tikai vizsgalata is egyszeriibb.

3. A PS nem csak a szamitoégépeknél fordul eld, hanem
a kovetkezd gyakorlati esetben is ezzel talilkozhatunk.
Tekintsiink egy gazkbzpontot, melynek " lakas tarto-
zik a korzetébe.
Ha K 1lakéasban égyszerre lzemeltetik a gazcsapokat,
akkor egyidejlileg folyik a kiszolgalas de valtakozd géaz-
nyomassal, igy az égés intenzitdsa K -tél fiiggSen vAal-

tozik.

A gépkiszolgalasi probléma esetében feltessziik,
hogy mind a miikdédési, mind pedig a javitési iddk egymas-
t6l fiiggetlen kiiloénbdzd eloszléasu valdsziniiségi valtozék.
LegtdbbszOr az alabbi mennyiségekre vagyunk kivancsiak:
[1i/ a szereld kihasznaltséaga,

/ii/ a gépek kihasznéaltsaga,

/iii]/ az atlagos aktudlis varakozasi ids,

[iv/ a miik6dd gépek varhatd szama.

A kihasznaltsagon a kovetkezdket értjiik.

/i/ Ha /3(T7 jelenti tetszOleges T iastartam ese-
tén a szereld foglaltsagi idejét, akkor kihasznalt-

'sagan az



U= bm M A[T)/T

T-> oo

hatarértéket értjik.
/ii/ Ha Y(”(T) jelenti az 1 indexii gép miikddési
Osszidejét tetszdleges —r‘ idoétartam alatt, akkor

az 1 -dik gép kihasznaltsagan az

u-L':- &Xﬂ MX(IL)(T)/T
T->e0

hatérértéget értjik.
A témaval kapcsolatos f&bb irodalom: Takécs [1],
Kleinrock [2], Cohen [3], Tomké [6]. Gaver (87.

A dolgozat 4 fejezetre tagolédik.
Az 1. fejezetben FIFO, PS, prioritdsos kiszolgalasi el-
vek mellett exponencialis eloszlasu miik6dési és javitési
idejli gépekre hatdrozzuk meg a kérdéses mennyiségeket.
A 2. rész azzal az esettel foglalkozik, amikor a gépek
nmiikodési idejének eloszlésa kiilénbdzd paraméterii expo-
nenciadlis eloszlads, a javitasi iddk kiilonbsdzd, altalanos
eloszlasu valésziniiségi valtozdk és a kiszolgalés FIFO-
elv szerint tOrténik.
A 3. fejezetben megmutatjuk, hogy ezen matematikai modell
segitségével miképpen kapjuk meg Takacs jbélismert eredmé-
nyeit.
Az utolsd szakaszban PS kiszolgilas mellett sorbanalla-
si haldézati modell segitségével adjuk meg a rendszer jel-

lemzoit.



l. Teljes exponencidlis eset

Tekintsilik a gépkiszolgalasi problémat abban az esetben,
amikor egy szereld dolgozik a gépek inhomogének, vala-
mint a miikédési és javitdsi iddk kiildnbdzd paraméterii
exponencidlis eloszlasuak.
Igy annak valésziniisége, hogy az L indexi gép a
(£, E+rat) idSintervallumban meghibdsodik, feltéve
hogy a t iddpillanatban dolgozott A, At + V(A{J)
A éi,g N . Hasonldan, annak valésziniisége hogy a
szereld az 1 -dik gép javitasat a (t,t'fAta) in-
tervallumban befejezi, feltéve hogy a 1; iddpillanat-
ban e gépet javitotta My At + o(at) ) 4 €LY n.

l.l. FIFO kiszolgalas.

n .
Jeldlje b@ n elem L( -ad osztalyu ismétlés nél-
kiili varidcidéinak lexikografikusan rendezett halmaziat.

Vezessiik be a kbvetkezd sztochasztikus folyamatot.

ylt) = ( O(t)y &yt oy (), °(utu(ﬂ ))

ahol V(L) a t id8pillanatban 4116 gépek sz&mat,

(da(t); L (t)) - “u«c)‘t)} a hibas gépek

felsorolasat jeldli meghibdsoddsuk sorrendjében. Mint-

hogy a javitd, ha szilikséges akkor feltételeniil javit,
ezért - V(t)>0 esetén L ,(t) a T iddpontban javi-

tas alatt levd gép indexét jeldli.



Eltekintve \J(t) -t51, az (oQttb(XZ(tL.”)q$¢ﬂtU

N
vektor fazistere a k. halmazok egyesitése,
AL K< ’ — \/Qt) éppen azt mondja meg, hogy

ez a vektor a 't pillanatban hé&nyadosztalyu variacidk
halmazahoz tartozik.

A {0} jeldlje azt az &allapotot amikor minden gép mii-

kodik.

Kénnyl beldtni, hogy X(t) aperiédikus, irreducibilis
folytonos idejii Markov-lanc {o}-f C} \4? alla-
pottérrel. =

!

A folyamat t idopontbeli eloszlasa legyen

By =P vity=0),
Poriia,ooin (8= Plod)=k, dyit)= 1oy oy t) = bayadff=in)

- . n
(L/I\LZ.)"')IK)Q\/K , K=42,..., ©.
Kéztudott, hogy X({J minden &llapota ergodikus, igy
egyértelmiien létezik a kovetkezd ergodikus eloszlas,

amely egyben a lanc stacionarius eloszlasa is. Legyen

P = Lun R,

L o0

Binymic = G B ()
t-7 oo

e ; n -
(1,4,1'1)"')1K)6\/K y Ks/lll)...)n



i . n
A {?0) th.ll)“‘).ly(} ) (2/4)“‘(1/]()6\/}( ) 1 ékéh

eloszlast az alabbi dllapotegyenletekbsl hatarozhatjuk

meg.
il
:E) = m= /{ Z. /MKT‘DKB
A K=
L~1
1 , . = PR

P, . = (QLK :PiA)"')‘LK% + L/“V r,‘la)..., K )
Uy lzy -y 1K A T Ay FEAy,y 1k

4 37«:1’,4)...)1}(

Pl'zA\-")'l',n = HLY\ ?‘L

. N
/uly\ 1) ) tned

Rendezziik a ?%A,il,nqu valdszinliségeket lexikografi-

(¥) () .
kusan egy Y vektorba. 7 elemeinek szama

e —

n v
\4\K.= (K) K | . Az egyensulyi egyenleteket
a kobvetkezd alakban irhatjuk fel.

) (k=4) (K+1)
Y(K = AKX ' +BK.Z/

K'—‘-’A'l) | h"’/‘

(n) (n-a)
}/ na An _7./ )

ahol 7A(K \/V\uK X \/\mK-/l -es

)

valamint,



By Vi % Vi e

matrixok

Ezek utan az egyenletet iterativ médon oldhatjuk meg.

Legyen
:Fn :ﬁn ‘
Igy
ym‘; _ :F y(n—A)
= n L
miatt
=) n-4) (n-4)
Y = 7AVV\-4 z/ + Bh—/l E\ Z/ ~
Rendezve
n~1) (N-2)
—Y = :E\—/l Y )
ahol
~1
:Fh~4 = ( I—Bn~4 \n) ]AYh,A
Hasonldan
(h=K) (n=K=4)
:Z/ = _ITTY\~K 2/ )
ahol /
/ ~4
:F""K =/(l = Bk V\-"K*") 7AYn-—K)
L LK £ N~
Végil

Y - TR

*
Tetszdleges ?% -bdél inditva az iteracidét sorra kisza-

mithatjuk a ?%4){1)u-)iK_ valdésziniiségeket, 4 éka*“)
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C . n
[ty Vit - sy W) e Vi | >g =P majd az
y
= / feltétellel normalva kapjuk az

eloszlast.

Kihaszndltsagi vizsgalatok

/i/ Szereld kihasznaltsaga.
Lathat6, hogy az idd folyaméan a szereld tevékenysé-
gét szabad és foglaltsadgi periddusok jellemzik, ne-
vezziik Oket egylittesen ciklusnak.
Koztudott, hogy staciondrius esetben ezek a ciklusok
fliggetlenek és azonos eloszléasuak.

Felujitasi elméleti megfontoldsok miatt

A .
’¥;': 4//g;1ﬂlJ
4/Z“m+MJ

ahol M J a szereld atlagos foglaltsagi periédus-

hosszat jel6li, mig a szabad periddushossz atlagér-

n
téke /1/2; Aq

V=4

Legyen L‘SZ a szereld hatékonysiaga, ekkor
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usz:/’“‘a: .
170 + M J
1=4
Ebbol
—
M?:(A~Po)/?oz A
L =4
/ii]/ Gépkihasznaltsag.
Az 1 -dik gép tevékenységét egy ciklusban miik&dési,
varakozasi és jdvi.asi periddusokra. bonthatjuk.
Ismeretes, hogy staciondrius esetben ezek a ciklusok
azonos eloszlégu, de nem filiggetlen valdsziniiségi val-
tozok.
Jelentse HL halmaz azt az eseményt, hogy az t

indexli gép rossz. Legyen

y a  rwef:
szuﬁtj - ’ X

O maskor.
P(L) 3 - » -~ 0 3 -
Legyen annak stacionarius va10921nusege,
‘ 1)0)
hogy az U indexi gép rossz, azaz ¥L1

l. Tétel.

- ) _ W+ ) M
Tz: o fzm ) dt =P = = Th s

ahol A/QL)&%Q) 4//4L rendre a megfeleld periddu-

sok varhatd értékei.

A tétel bizonyitdsara nem tériink ki.
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Nyilvanvald, hogy

?(i) - Z, . n

'Lé(i4)..., iK) L)y LK

Jeldlje LJL az 1 -dik gép kihasznaltsagit, ekkor

Uy = 4=PE

Az U -dik gép atlagos varakozasi idejére a

Wi = ?%VAi(A—?wX]-4/>uL

Osszefiiggés adddik.

Jeldlje (15 a gépek Osszkihasznaltsidgat, ekkor

= SN
U;=2 Up=n-2 7

1l.2. "Processor sharing" /PS/ kiszolgaléas.

Ismeretes, hogy ebben az esetben a meghibdsodott gépek
javitéasa egyidejlileg folyik, de valtakozd intenzitéssal.

Tekintsiik a kovetkez® sztochasztikus folyamatot:
T = (W), o, ), 4o (8, €y (B)),
ahol V(1) jelsli a T id6pont5an alldé gépek szamat,
(0(4('&), oA, (b)) -")"(\)&;@)) a hibas gépek felsorolésa.
A folyamat egy lehetséges allapota |
(K ’i4).”)'im6 ) \ K .gép rossz, s

ezek indexei (L4,il).o,iK) .



= 1.3 =

Jeldlje {0} azt az allapotot, amikor a szereld sza-
bad, azaz amikor minden gép dolgozik.

Jeldlje tovabba (:Q‘ »y elem K -ad osztalyu ismét-
lés nélkiili kombinadcidinak lexikografikusan rendezett

halmazat.

Lathaté, hogy X’UQ folytonos idejii Markov lanc
M o~ n
{O}-k.k} (;i, fazistérrel.
1=4

A folyamat t, pillanatbeli eloszlasara vezessiik be a
Ry =P (vkt)=0),

/

?%Milr“)iKQk):jp(ﬂﬁ):K,q;&):lﬂ.ﬂ)dvaﬁi)slg>
fliggvényeket.
Hivel ( X'Cﬁ),f 2<)) véges allapotterii, irreduci-

bilis és aperiddikus Markov-lanc ezért ergodikus. Igy

egyértelmiien léteznek a

?é = €vavﬁ ¥2 (t))

f= B
%4‘11),.., W = L Pi4)iz,--~ o gy
toee
e ian i) € C o A EK S M
O’"\ iy i< Ko -

ergodikus valdsziniiségek, melyekre az aladbbi egyenlet-

rendszer irhatd fel.
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A
P":Z“ N Z,/“&J)

L =1 }'4
K
Rz (3
Lapsery Lic ﬁp ) ) .
A [V 1 )L_ ‘L'+ )-)LK
Z /“zJ+KZ—'A e § My Yo ) it
JF ) yik
K+A4 L\s

+Z_ L . .
Z’ K+A4 PM)--'J'L;\_.A)Y')‘LJ).--)'LK>)

j=1 r= 13 -4 +4

- : . . n
Lo=0 , Uptg=n+4 (14)~-'J1~\<>€CK ) A LKken,

Be, . m

BAR
N 2K__ K 4’1J JK""JK*"J"')'Y"

J""
Kénnyen ellendrizhetd, hogy

' T’ D
'L =C- K' X
K __4 /1,411

ahol a C 4allandét a P *ZP\M---)%:A feltétel-
:\zAICl"

i

4)...)

bdl hatarozhatjuk meg.
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Legyen Fk annak staciondrius valdsziniisége, hogy K

db gép all, ekkor

Kihasznaltsagi vizsgalatok.

/i/ Szereld kihasznaltséaga.

P

Az elozdekhez hasonlodan

_ MI
17 3+ MT

EbbGl

M= (1-Po) /BT i .

/ii/ Gépkihasznaltsag.
12, PV .
Jeldlje annak stacionarius valédsziniiségét,
hogy az 1 -adik gép nem miikddik. Felujitasi-elmé-

leti megfontolasok miatt
_'L ~S ~ i
PY = WA /W + /A1),

~s
ahol VVE az U indexii gép atlagos kiszolgidlasi
ideje, 1/A{ pedig a mikddési 1dS varhatd értéke.

Masrészt
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P(i) _ '

; . n ; . ; i/\ oy AR
(14;---)1\<)€CK ‘ 1&g, 1K) y

A4<K N
Igy
kji 2-4- P(i) ) valamint
\’X\'/.L _ Pm/fﬁ’x (/prm)] |
Véglil

el M .
.= N )
u0 Z~ kJL "'T\~:Z~ P
V= =4
Megjegyzés. Homogén esetben a FIFO és PS allapotvald-
szinliségek megegyeznek, ezért

R ()xis*®

K
dol

- Y
g=% o R=(4+L K)o

Mivel a P mennyiségek minden 1 -ra megegyeznek,

igy
NS
¥)(1>__2%% K D X/
—a — K""
A
-, 4/% +\X/
Ebbo1 N
%
KPS A
/Y\K:/f //I/A—‘-\X/

relacid kévetkezi?k
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FIFO esetben a baloidal valtozatlan és \%/:=V%/+’4/71

miatt révid sz&molds utdn belathats, hogy

W5 g i
“./u ¢ =4 .

n-A P z
ahol ?ﬁ ) annak stacionarius eloszlésa, hogy

N -4 db gép esetén Q, db gép all.

1.3. Prioritasos kiszolgélas.

Tekintsiink két gépet. Nevezziik Oket f% -nak ill. .
E -nek.

Tegyik fel, hogy az %% —nak abszolut prioritasa van a
B -vel szemben. Jeldlje HA )'35 a gépek miikddési
szakaszanak paramétereit, F(xh G(X) a javitasi
iddk eloszléasat.

A szereld kihaszndltsdganak vizsgalatihoz mindenekeldtt
vegylik észre, hogy a szabad periddusok ﬂA+-aB pa-
raméterli exponencidlis eloszlast k&vetnek.

Tovabba annak valésziniisége, hogy egy szabad periodust
az f& gép meghibisoddsa szakit meg 19A:=’QA/T}Q+"AB>

S ugyanez a valdsziniiség a f} gépre

Pp=1p /(3,@* ﬂB) '

Jeldlje a{l) a szereld foglaltsagi peridédushosszat

2 gép esetén.

Egy ilyen periddus kezdddhet az 7%‘ gép javitésaval,
melyet J; -val jeldlink, ill. a .E) javitasaval mely-

re a JB jel6lést hasznaljuk.
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Legyen

P(5)= ,fe AR, )= \fesﬂﬂeoo,

o 0
ﬂA=§XdHM ) ﬂgzgxdewy

A szereld atlagos foglaltsagi periédushossza:

MI¥ < paMi, + My,

M CYA:‘/&A + /33 +Hg(bn[513‘/533‘f(93>(4+ AA/M))
M 532/51%(/1 -+ 3;;[5,&)

Ezek utédn tekintslink 1\ szamu gépet. Jeldlje

am‘/,h/ ](L-'—A,l).-')’h) az U -dik gép
miikddési, ill. javitdsi intenzitasat. Ertelmezziink prio-
ritast a gépek kozott.
Legyen tetszOleges 1 -re (’L=4,l)..w ¢w> az 1 -
dik gépnek abszolut elsGbbsége az U -nél magasabb in-
dexiiekkel szemben, tehdt az utébbiak javitasa csak ak-
kor folyhat, ha az U -dik és annal kisebb indexii gépek
miik6dnek.
5(%)

Jeldlje a szereld foglaltsagi periddusat N
gép prioritéasos javitasa esetén.

a{ﬂ),
Egy rekurziv Osszefliggést irhatunk fel az M

varhatdé értékre.
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Az alapgondolat a k&vetkezd. Tekintsiik az elsd
1-4 gépre a szereld foglaltsigi és szabad periédu-
sat egyetlen gép javitasi ill. miik6dési szakaszanak. Ne-
vezziik e gépet %& -nak.
Ezen gép javitasi szakasza nem, de miik&dési periédusa

exponencialis eloszl&su Yni_4=2; ’A}) para-
j=

méterrel.

Az i/ -dik gépet nevezziik B -nek.

Ennek mik&dési ill. javitdsi ideje exponenciilis elosz-
lasu ﬂi ill. My intenzitésokkal.

A teljes varhatd érték tétele alapjan

2 s A
Me By [(pe) e @) ;e | Cy)
n=0 o

ésx g F(x)+M :

=P(5+3g) + s+ 3,0- 9] i) - (s + 2]



-5
Ha pioa8)=Me )

HMoa +5
" L=
ngzmb,‘:z_ A Ay = A1
g
YNAi-A S An
PQ—: “mi ) TEJ o, )

megfeleltetést tekintjik, akkor

_ _5J
Spi(5)= PAMESJA+ nges 5 -

- m_,_i-ﬁ{ (5 + m[‘f‘-/l(s) - Yia(s+a)]]
,M‘*S“*WW%(4"‘fi-4fSD

2 M

M omi S+ mi—A(/i»%-,‘(s))

+

Tudjuk, hogy

q
/

M4
= rs
igy az F4 6%L) értékeket iterativan sorra megkaphatjuk.
Részletesebb elemzés taldlhatd Tomké [6] /1975/ dolgo-
zatéban.
Térjlink at az ;b -dik gép &tlagos kiszolgdlasi idejének
vizsgéalatara. ‘
Lathatdé, hogy az ¥ indexii gép javitidsa megszakad, ha
i, -nél kisebb indexli gép meghibasodik. Ekkor javitasi
ciklust varakozasi ciklus koveti.
Tovabbra is tekintsiik az elss L~v1 gépre a szereld

foglaltsagi és szabad periddusét egyetlen gép javitési

\
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ill. miik6dési szakaszanak. A foglaltsagi idd eloszléasa
legyen F;~A (x) - '

Jeldlje 6i az 1 -dik gép kiszolgadlasi periddusat és.
(51(X> ennek eloszlasfliggvényét. Az i, indexii gép
meghibasodasénak pillanatdban a kdvetkezd esetek allhat-

nak fenn.

1./ U -nél kisebb indexii gép nincs elromolva. Ekkor

Ha+S + i (4= (9)

Ebbo1l

M3 a1 )

2./ Amikor az i -dik gép elromlott, akkor éppen egy
magasabb prioritééu gép javitédsa folyt. Ekkor U -nak
varakoznia kell.

Jelentse a f*;/ valészinliségi valtozdé az -U indexii
gép virtudlis varakoziasi idejét a 7 iddpillanatban.

Felujitasi-elméleti meggondolasok miatt
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_b

p(ft\/ X) = g[J——/

A= (b +X)

Fi_./‘ (t“U‘*’X}({H(M) i

ahol ¥1@k) az Fi*A(X) eloszlasfliggvényii rekurrens
folyamat felujitési fliggvénye. A felujitasi alaptétel

miatt

oo
bm Py e jf’ Fwlda
LX) = TGy JA Ty (8]
T =00 } ) P4 a{ ) X
A varakozasi periddus varhaté értéke

o0

Tz Jlefoends

y X
f[/‘{ T a-('\~4> f[/{ W) du] gx=
MO. J(’L“’i) t_D_Q_(}{__ti)_ }01»1)/‘ -
2 M J(i._A) 2 M ¥ ()

)
' m“ A (Yiza0)_ A4
2 Mgty /“J)
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. @ -4)
ahol ML, 7%/_4(5)) M d a korabban
bevezetett jeltlések, melyekre fennallnak a mar ismer-
tetett rekurziv Osszefiiggések.
A ri(S) Laplace-Stieltjes-transzformaltbdl elemi

szamitésokkal nyerhetd a

o =t LR i
G~ 2 “4) dPig®
(Lfl ALO)*MJ )] _ﬁ) q5 /5,_0
R .
+ (2-A) ‘i__fl;i@t + &}
ds*  ls=0 =

relacioé.
Mivel

7”4(5):. k. és ‘f,l‘(o)z ”’%)
Ma+ S /MA

igy az P4 Jl varhat6 értékek sorra meghatarozhaték.
Az 1 -dik gép hatékonysiga az

L

Y'oajar+ My

Osszefliggés segitségével szamithatd ki.
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2. Inhomogén eset altalanos javitasi iddkkel

2.1. A probléma kitlizése.

Tekintsiik a bevezetésben leirt rendszert abban az eset-
ben, amikor az U indexii gép miikddési ideje A, para-
méterli exponencidlis eloszlasu, a javitési idd eloszla-
sa Fio) , 4«41 ¢mn és a meghibasodott gé-
peket meghibasodasuk sorrendjében egy szereld javitja.

1

2.2. A rendszert leird Markov-folyamat.

Jelolje tetsz6leges f&}() esetén
V() a 1t iddpillanatban 4116 gépek szamat,
(d}ﬁ&,d&ﬁﬂjux,d“&)ﬂq> a hibas gépek indexeit a
meghibdsodas sorrendjében.

Vegessﬁk be az

V(0= {0y, o, ),y oy ®)

véletlen dimenzidju valdszinliségi vektorvéltozot és te-

kintsiik az (}{Q{)l {ﬁ;o) sztochasztikus folyamatot.

Ha Fi(x) | y éi,é N nem exponencidlis akkor
(Z/(t) \ 'h;>/o> nem Markov-folyamat. Egy segédvalto-

z6 bevezetésével azonban kdnnyen azza tehetd.

Jelentse E{’ a t pillanatban javitas alatt levd gép

javitasara a % pillanatig raforditott idot. Legyen
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:/S (t) ::(“LJQJ O(;(t\)) ¢ T IO(\\;(U(J(’))' Et)

Konnyli ellendrizni, hogy az ( X\H;)"t;>C9 Markov-

——
~

folyamat.

v N 2 ;
Jeldlje \JR 1 elem K -ad osztalyu, lexikografi-
kusan rendezett, ismétlés nélkiili varidcidinak halmazat.
Ha V()0 akkor a folyamat egy lehetséges &llapo-

ta a id6pillanatban
(Q('{J) ::K) O<4(‘t)==LL) )d\)ﬁ)(t)zLK)}"ﬁ-‘:X) .

Ezt az &llapotot r?viden (14).”) g X> -szel
fogjuk jeldlni. Ebben az &allapotban pontosan akkor van

a folyamat, ha K db gép rossz, ezek indexei a meghiba-
sodas sorrendjében . ‘

. ( ’L")")LK) ‘
és a javitas alatt levd 1, indexi

gép javitdsa mar X ideje tart.

Jeldlje {o} azt az allapotot, amikor minden gép mii-
kodik.
Igy az (Z(({,)[ {,>/o) Markov-folyamat fazistere az

(0 \/Kh ) A ]R+ " {"j halmaz, melyet
K=A

roviden 3{ -el fogunk jeldlni.
Keressik meg a folyamat zﬁt/ idotartam alatti azon
atmeneteit, melyek valdsziniiségeinek nagysagrendje

B(Afz) -nal nagyobbak.
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(- i %) > (1gy-y i ) AT AD)

atmenet valdsziniisége

(4=7 A, At) AzFi (X80 | oat)
§¢£M'“’i A4 - F ( )

Az ’ ) | t
('V\r")l'K',X} —> (iA),..)lK}lK+A,X+A>
allapotvaltozas valdsziniisége

K+A4 g - F (X)

Véglil annak valésziniisége, hogy a folyamat az
(Thy oy L) %) dllapotbdl az (LL)..-yi,K"O)
allapotba megy at
g AV -Fia () g (aty.
A=K, (X)

Vezessiik be a kovetkezd jeldléseket:

et

/\tn'“)iK =22_ Hg’)

(}#L") "')i’K
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0613y =J & dRE,

Ty 1K) : At
[ K-ﬁﬂir/ﬁ Oy

¢ =42 | Loag )y Y

| )
/O(: Q—\;L

440K L ALK
A folyamat J(, pillanatbeli eloszlasara vezessiik be az

alabbi jeldléseket.

Piw)y=P(vity=0),

P ik k) = P(‘\)&)=K)c¥4tt)= by oy dy e F <’9)

(\114)...)1\<‘>€\/}< | (K=4,2))’V\>
2. Tétel. Ha /35 < 2O (A \<z'<4q>
akkor az {X({) i T 7/o> Markov-folyamatnak ¥ X € FR+)
\ ~- /

\VZ (14)..-,1K>€V£ , k=4,2, .., " -ra egyér-

telmien létezik a

PO = 2o ?O(JD) )

£t =0

?14) WK (X> = L fPiA)...)iK(Xi%’)

£ o0
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ergodikus eloszléasa, és @( \f ) ::/f)

azaz

P+ L RMWJWW>1A.
N 2%
44KEN K>
\/K
Bizonyitds. Az (:th>l {L}O> szakaszosan li-

nearis folyamat, s az allitas kdvetkezik az ilyen folya-
matokra vonatkozd Gnedenko-Kovalenko [7] kdnyvének 211.
oldalan taldlhaté tételbdl.

Feladatunk ezutéan az, hogy eljarast adjunk a

. : n
, | T Y K<)
C}%) ¥14)~'J1K ) ! (14) ’ K> Ko (A )
ergodikus valédsziniiségek meghatarozasira. Ehhez mindenek-

eldtt megmutatjuk, hogy az ergodikus

PL,,)--')iK (%) '(1'4)__.)1,()5\/2 , K=A 7y
fliggvények az F;(X) eloszlas-fiiggvények kdz6s folyto-
nossagi pontjaiban differencialhaték.

Majd bevezetjiik az un. normalt

G Py i 9
Tj; e,y K) = dx "t4) K
| 1-F, (X

fliggvényeket.

Ezek a fiiggvények csak majdnem mindeniitt értelmezettek,
de amit latni fogjuk az értelmezési tartomanyukon
egyenletesen folytonosak, igy minden )<;j) -ra értelme-

zetté tehetdk.
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Ezutén levezetiink egy integro-differencial egyenlet-

*
rendszert a ’Pi4,~')ﬁ<(x) normalt siiriliségfiigg-
vényekre, melyek megoldasan keresztiil kapjuk az ergo-
dikus valdszinliségek kiszamitasi algoritmusit.

Mindenekeldtt eldrebocsdtunk egy lemméat.

Uy eeey v :

Jeldlje \Jg VK (T) annak valésziniiségét,
4)"')1’\" . .

hogy egy tetsz8leges pillanatban az (lAy--fLr> indexii

gépek &allnak és ettdl szamitott T iddtartam alatt az

('Lv+4)'”3'ﬁé> indexii gépek a felsorolt sorrendben
meghibasodnak.
Lemma.
Aay-ry Lk a "/\i4,~~)iK
. , (T):: J e
Yy )y | ,
0L Zyds LBy & T
A -eﬂi,y+42.,, . ~KALK1K~Y
Yy 'HAIKQ’ dz, - dEc ¢

Bizonyitas. Azon esemény siiriiségfiiggvénye, hogy

a le pillanatban az 71).,,  indexii gép 7, pillanat-

ban az 1 pillanatban az ‘LK

r+2)) Ty
indexii gép romlik el

Fgabe)=het g
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Igy a keresett valodsziniiség

f RN YA - L

O<14< e %K“Y-< i
mely lathatéan exponencidlis fliggvények linedris kombina-
cidja.

Megijegyzés.

Homogén paraméterek esetén

. i,\)... % ~-AT K_YN n-xYA 7
VT ey - (4“6 ) i .
r

4

st (D T )
3. Tétel. A 14) )iw.(x) ergodikus elosz-
lasnak ¥ (vay -y 1) 6\/ y AEK LN és majdnem

minden XZ€;§R+ -ra létezik ¢DLA>“'YLK(X> slirliségfligg-
vénye. Tovabba a normalt siiriiségfliggvények
x , j:L_U__)w()O
Pl 1k ) = o
4 —f, 4
X -szerint differencialhatéak.

Bizonyitas. Legyen az )('t) folyamat egy tetszo-

leges t idopontban az (14) )1K, X) dllapotban. .

Ez csak akkor tOrténhet meg, ha valamely 4 XL M < 'b
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pontban javitasbefejez&dés jatszodik le, mely utén az
iﬂ—es gép javitasara keriil sor. E javitasnak legalabb
{,—dvideig kell tartania, tovabba az pillanatban
hibas L4 indexii gépen teliil varakozé (11).~)'LY)

(A v < K) hibas gépekhez a T - At id6 alatt az
(iwah4)~")LK> indexli gépeknek meghibisodasuk
kovetkeztében a felsorolds sorrendjében csatlakozniuk

kell.

A konnyebb érthetdség szempontjabdl vegyiik észre,
hogy az ( X\Qb) l{/>4§> Markov-folyamat regeneracids
tipusu. A regeneracids ciklusokat t&bbféleképpen értel-
mezhetjlk. Tekintsiik példadul azokat a javitasbefejezddé-
si pillanatokat, melyek utan az i4 -es gép javitasara
keril sor ugy, hogy rajta kiviil még az(il).“)ik> indexii
gépek is hibasak. Egy ilyen pillanatra még ugy is hivat-
kozhatunk, mint az (14).”) iy O) dllapot sorozatos
elérési pillanatai. Sziikségiink lesz az (14)~-) Ty iQ)
allapot elérési pillanatai alkotta felujitdsi folyamat
felujitasifliggvényére. Ha a fﬁ=0 pillanatbeli alla-
pot (?'{4)...,}5 P E) kiilonbozik az & i) =
t61l akkor a szdébanforgd felujitdsi folyamat u.n. késlel-
tetett felujitasi folyamat lesz.

A (24)“.)25;'£> kezdeti allapotnak és az

(’LA)--') Lrio>
nak megfeleld késleltetett felujitdsi folyamat felujitdsi-

dllapot sorozatos elérési pillanatai-

fliggvényére a

Uy -y ir

3”” SRR

(t) jelolést vezetjlik be.
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‘(‘X(t>{ {3;;Q> folyamat kezdeti eloszlédsat jelle-

mezze az

N

. _ n
(RC’I RM“W}S{Z)) 20, Qé‘m-“)}%}e\/g A

fliggvényrendszer.

Sém)

A mondottakbdl a teljes valdszinliség tétele alapjén nyer-

jiik, hogy

13 Cp K (X {) (

[\/:
N3

4
ja 4)"'!35 <2) _“Ro)
0

oS
W
I

Kot

\f ir (ﬁ“"g[ﬁ“ﬂ/‘({—-/«@]d}/l% r

Sy 1dsi )

Innen a koOzponti felujitasi tételt alkalmazva kapjuk

P i KT &m Pi -){K(xl{/):

L. A 4 1
/l ; A)---, K
Yy Uy )
=4
ahol Y“i4)~qir az <14)1l)”'fLr} O)' dllapotba

vald elsd visszatérési idd varhatd értéke, mivel a folya-

mat ergodikus ez véges.
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L4

Yoy b
Mivel a \¢14 iy @f) fliggvény exponencialis figg-
Jes
vények linedris kombinacidja igy ?%4 y e XD min-
den olyan pontban differencidlhaté ahol fiA(X) folyto-

nos. Igy a rMA) Sy 0 siriliségfliggvény majdnem

mindenilitt meghatdrozott és

K

| N T _E R

W\i/‘)._,)ir

v =4

A normalt sﬁrﬁségfﬁgg&ényeket bevezetve

AR E™

K
* . A \
: ‘ Fiy i —_— . X
TJLA)M)\K(X)/ ‘mif\)..-)iv‘ \/14)"')‘\‘/' ( )

=y

melyek minden X -ben differenciilhatdak.

Megjegyzés.

Elvileg két esetet kellene megkiildnbdztetniink X és T
viszonyatdl fiiggden. Mivel T —> @  ezért elegendd a
t, > X reldcioét tekinteni.

4; Tétel. Az ){ O folyamat staciona-
2; Tetel /\ y U2

rius eloszlasa megoldasa a

AR - 2* [P dfie
O

[ =4

d D1 0
Jg; N i, 0 -



- B =

d x %
‘_E}é‘xll + /\im g Py, Ra B = ,Aiz/ P iy,
A Piny i (X)
—~"E:“’“”'+/\u) M(Pu> ”K()ﬂ LKP
(
4
2
YAy iy (0 X :
— W-CT;(“M fAih Pigy -y in-aD)

differencidl-egyenletrendszernek, és kielégiti a

— &%

e
oo
! N ¥
P'i'\,‘iz,(o) :Zd (\03[14 _LL()dF(X))
i+, O

0
P =7 [ Phiy, iy 00 dfj «),

'34-.11).‘.,'“ 0

/IO:U\)-‘-)'H\ (O) =0

peremfeltételeket.

Bizonyitds. A teljes valdsziniiség tételét és a

Chapman-Kolmogorov egyenleteket felhaszn&dlva az &tmenet-

1),( /lOO
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valdsziniiségeket figyelembevéve a

slirliségfliggvényekre a kévetkezd reliacidkat irhatjuk fel:

SAT -
SPA-Aax) + 5> 2elUIAX (E oy + o ax
4=/ >'/—“4 ) A-F® & )
J

Py = o, (=804 - /\u AX) A= Fig 09 + & (AX),

4 = F (=%
pi/t)‘ll( } 14 Ll( - (/1 /\ AX A__'__Fl'_/‘_,()_(.l__._— +
/\—’Fi,\ (X"AX>
-R, 0 + o (A%
t /:}12 A X WDL/\ (X AX) ““"'}_ ()( Ax>

A(“)\',s‘\)---\i\(_ (X) = ng,ﬂ "')iK (X—AX>(A# /\1,4))'\4( AX) ”

A-Fi, i AX Py i 20

1- K, (x—5X) *
AFu 0 e,
1 F, -89
/}'D‘Ll a1 (X) = A: Mas 7'4L) S’(A)Q j—
1y -+ b 1 TJ-M) 1?‘1 /\(X AX)

, AX}

+ by - A)()._/L_E}A-——f .
/P/‘) )‘Lh( 4 F (X AX)
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Innen a
* . B fﬂqy..,ix(x)
Py 00 = = F)
normalt silirliségfliggvényeket bevezetve, a AX ->0 ha-
taratmenetet elvégezve, a ?;:4)”'}iK ( X) differen-

cidlhatésagat kihasznalva kapjuk a tétel elsd részének
allitasat. A masodik rész bizonyitésa a teljes valészinii-
ség tételébdl adédik.

Nem nehéz belatni, hogy az egyenletrendszer megoldasa

/

K

LS8 : C LA )
13*14)-- Ak (X) =Z(-/4) E CM\,--')L@ TT;L,‘, e IUK) €/\L“_..)L@x
L=A
” A LKL AN,
u.i. eldszor a Tji(x) -t hatarozzuk meg, majd ezek

segitségével és a Lagrange-féle konstans varidlis méd-
%

szerével kapjuk 1914)12d(x) -t. A tovabbi bizonyités
teljes indukcidval t&rténik.
Lathatjuk, hogy az egyenletrendszer a (;iA)--')LK

K=A,2y-y 1 konstansok esetéig van meghatéarozva.
Ezeket a konstansokat a peremfeltételekbdl hatarozhatjuk
meg. A Cﬁd)-~) L -ra explicit kifejezést nem tu-
dunk adni, de egy iterativ eljaréssal szémitbgépen sorra
kiszamithatjuk Oket.

Vezessiik be a



. |

/
ﬁ
6411)‘ ) K
QK:CM) y VK
G, Ay oy

t

\4ﬁ K dimenzids vektort, melynek (:i4)~')iK kompo-
N
nensei a \4< halmaz rendezése szerint kovetkeznek,
LTSS
Vegyilik észre, hogy a 1314)"')ih(0> =0 egyenle-

tet felirhatjuk a

Qh :A(Y\) —C_h__/( . +A(:) 94

=
alakban, ahol az (" tipusu
matrix.
A K -dik peremfeltétel 24K N =4 -re
K
S K€ (4y--51
= : . af y) K)
N 25 N T, _
L =A

S .5 K-¢ {411 i Ly 60
_ * . . IR A X
,L 2~< ) C}il’l)"'lw 0 v f Hlay e c}Fér(x>-
0]

j?—"l,i)...)'l}( ¢ =0
Ezt a Laplace-Stieltjes-transzformilt segitségével

K ) .
< K- T swi )
? (- 4) C g We’(ﬂ ) =

L4y

0 =1
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. K e CTRSTRERT)
:2, , 2_("") C})i»ﬂ)'-')%m;i ?}(/\éf‘i‘)”"iej})

JE k=0

alakra hozhatjuk.
A K -dik peremfeltétel matrixos alakban a

(K) (K)
QK;AK-M Cxeg T. o +7AV4 o

kapcsolatot fejezi ki.

Ezek utan a szamoléasi algoritmus a k&vetkezd:

m“Z,_ A; SR
}::4
D:.J.‘ ___,,)
Ch~4=Z B(; Qa«)
=

ahol legyen

(h ~4)

( A(n~4)A(h) ~ ") >

. (n=4) () iy
<7Ayh A.“ - A(?: )>
4 &FLn-2

n (K)
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ahol legyen

(K) ( K =4
B, =(1- A" BT A

K +A K

(AN BM ),

K+4

24KE N4y gq (KA

Végiil eljutunk a

(2)
Q1=B4 Q/’

egyenlethez.

Az utolsd egyenletiink

s
_ (1) (4) :4
9-4“/A\191+7A‘4 Cqy TRl |
Mn .
alaku.

Az eldz0 relacidét felhasznalva ezt

( /A((/‘)BL))__,{"P 3:4

alakban irhatjuk fel.

Y\

Igy
Co=[]- A g7
| EB : ?g
2 A
M
TetszOleges '=bdl inditva az iterdcidét sorra meghatéa-

g
C

rozhatjuk a

: , n
Loy b (x,‘)...,xK)é\/K y A LKL
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konstansokat majd ezekbdl a 1d§4y'w 1i (%) fligg-
vényeket. Lathatdé, hogy a megoldasok a Fg -t61 filggnek,
melyet alkalmasan valasztva kapjuk az ergodikus eloszlast.
Legyen F%4yu)iK annak stacionarius valdsziniisége,
hogy az (1,,..,1x) indexii gépek &llnak.

Vilagos, hogy
o0
Pl/‘))l}( ':‘f’P'LA).,.)iK(X‘}dX)
0
vagyis

(=%}
*
Pu)...)iK = j]o-u) ---)ix(")[/f’FLA(Xﬂ dx.
0

Jelolje ’EL annak stacionarius valésziniiségét, hogy
K db gép &ll.

Fennall a

h
relacid. K

A P értékét a
_l}_ .
P+ % =4
K=

normald feltételbdl hatarozhatjuk meg.

2.3. Kihasznéltsagi vizsgalatok.

/i/ Szereld kihasznidltsagra.

Az eldzdekhez hasonldan

uszx/{’%)
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valamint az atlagos foglaltsagi periddushossz

MI-(1-R)J(AR)
[ii/ Gépkihasznaltsag.
(V) —— .

Legyen annak stacionarius valdszinilisége, hogy

az L indexl gép all. Jeltlje egyensulyi helyzetben
~J

\}yi az 1 indexi gép varakozasi -+ javitéasi ide-

jének atlagértékét.

Tekintsiik ismét az (2/(.{,) Ct }O) folyamatot,

melynek fazistere n n
YAV +[L°} .
K=A K

Jelentse }41 azt az eseményt, hogy az U indexi
gép rossz.

Vezessik be a
4 na Yt)eHy,
ZZF{‘ (t) 0 maskor,
1

fliggvényt.

i

5. Tétel.

o N’FJZ (Udtzpmz—-"——\)ﬁf”"'
T =00 o TH /31 + WA
A tétel a fél-Markov folyamatok valamely részhalmazban
valé bolyongasi idejének varhatdé értékére vonatkozd re-
lacid specidlis esete. A relacid bizonyitéasa Tomkd J.

egy kés®bbi dolgozataban fog szerepelni.

fgy az 'L indexii gép kihaszndltséaga
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U AP /P
t 1AL+ 3, + X

A F) valdszinliséget konnyen kiszamithatjuk a

— N
+{M YUK (14) 1K>€\J A€KE N

eloszlasbdl u.i.

/P(i) B ?
Ty L
\/h ALK(Y\,LG(U) NK) A= A

Ha P( ismeretes, akkor az ’L indexli gép atlagos ak-

tudlis varakozéasi ideje

Wy = P (4P

A gépek Ossztermelékenysége
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/
3. A homogén Takdcs-modell, s az eredmények Ossze-

/

3.1. A Takacs-modell.

hasonlitasa

Tekintsiink 94 szamu gépet, melyekre egy szereld feliigyel.
Tegylik fel, hogy a gépek miikbdési ideje A paraméterii
exponencialis eloszlasu, és s gépek egymastdl filiggetleniil
termelnek ill. hibasodnak meg. A szereld az elromlott gé-
peket leallasuk sorrendjében javitja, és ha van &llé gép,
akkor feltétleniil javit.

Feltessziik tovabba, hogy az egyes javitasi iddk egymastol
fiiggetlen pozitiv valésziniiségi valtozdk azonos F(x)
eloszlasfliggvénnyel.

Legyen

3 =f>)< dFw | Glzﬁx—/ﬁ)zdlf(x)k,

o) = (& dFex)
0]

Jeldlje 17(t) valészinliségi valtozé a ft iddpontban
miikodd gépek szamat.

Ha W)tt)zK )(¥<=(>,4,1).~)fh) akkor azt mondjuk,
hogy a»rendszer EEK allapotban van.

Jeldlje rendre ITA)T&ﬁ--W’tﬂ)'“ azokat az

idOpontokat, middn a szereld befejez egy javitast és

legyen /rz(’(”h-o)_-,fr)h.
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S

Legyen tovéabba

”Y‘)(Jc) K) Q : (K=04)-, "),

t>°°

bun P fk]n" K) = Q

e ‘ (K=O,/})...)’Y\—A)

6. Tétel. Ha /5‘<(x3 , akkor az '7(9) valo-
szinliségi valtoz6 kezdeti eloszlasatdl fliggetleniil léte-

¥*
zik a {(QK}. hatareloszlas éspedig fennall

Q=L e (B,
ahol
spe]
* C, AN (n-4
Bt Beee) (V)
j:Y—A
n-4 N=4y |
(““‘MJZ:B Uy )zﬁ)

(1 A)
Co=4) C TU $(i A)

Bizonyitas. Lasd Takacs [5] vagy Takécs‘[l]

189-204 oldalan.

¥
7. Tétel. A és hatareloszlasok
1 macel. & {Q] e Q)

kbzbtt a kovetkezd kapcsolat all fenn
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X

Q= Q- /[K (“Aﬂ M QY\M}] )

K::4’Q)..J N,

= hZ QK 4/(h3/3>+@_>

Bizonyitéas. Lasd Takacs [l]—t o [SJ—t.

8. Tétel. Stacionarius esetben a szereld kihasz-

naltsagat jeldlje (Jsz . Ekkor

SN , =N
Usz:hg/bl. (j )é/(/fﬂw\ﬂ/g% (hJ' )ﬁ)

Bizonyitéds. Lasd Takacs [5]—ben.

9. Tétel. Jeldlje LJ egy gép kihaszniltsagat sta-

cionarius esetben. Ekkor

Ujé ( Y]—A) q/(/t + h?ﬁﬂgo(nj A)%)

Bizonyitds. Lasd Takécs [ 5]-ben.

10. Tétel. Jeldlje \X/ egy meghib&sodott gép &at-

lagos varakozasi idejét stacionarius esetben. Ekkor

\X/'"(h 4)ﬁ (/( Qm A)

1 a4
’4//_.... Y >_(,J/
5:0

ahol
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Bizonyitds. Megtaldlhatd Takacs [1])-ben.
1ll. Tétel. Jeldlje \¢/ stacionarius esetben a
virtualis varakozési idd varhaté értékét. Ha az fo)

véges szodrasu, akkor

_ A3 Glfﬁl 4 - &\n A
\M__hH2+Qnﬁ1( e ”’W5 )

Bizonyitds. Lasd Takdcs [1] 199-202 oldalén.

3.2. Az eredmények Osszehasonlitasa.

Tekintsik a 2. fejezetben leirt problémit abban az eset-

ben, amikor
A=A e R=Fpy, i=42,-5"

Jelentse:

W(t) a 1t iddpontban 4116 gépek szamat,

ft a javitas alatt levd gép t iddpontig eltelt ja-

vitasi idejét.
Vezessiik be az
£)=(Vtt), )

sztochasztikus folyamatot.

Konnyen lathatd, hogy ( X (t)' t > O) Markov-folyamat

I = {o} + {A,l)...)mj X R+

fazistérrel.

A folyamat 1 iddpontbeli eloszlasa legyen

Piy=P(u)=0),
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W (08 =Plugy=k, 5, <x)

A folyamat ergodikus eloszlasat jeldlje

P=tbm By,

t -5 o0

P =bm Rty

A 2., fejezetben kimondott tételekbdl kdvetkezik, hogy

a ]QK(X) stacionarius sliriiségfliggvény megoldasa a

*
C,Uff_(.@ + (Y\«A)ﬂq”)i(x) =0,
d x
*
d P10 (_h~l)7“|0§(f> = (n-A)7A Pﬁ XD,

d X

C*
APt L (0 ok) A Bl 10 = (ke +A) A P4 00,
d x

U LR 5.7 A ’lo*n__4 (X) )

differencidl-egyenletrendszernek, és kielégiti az

nAR =fpf o0y d F o,
0
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O
pie) = At + J 0, 00 dFo),

0 = { By 0 dF ),
Pn(©) =0

peremfeltételeket.

12. Tétel. A differenciédl-egyenletrendszer megol-

(_. ( >K2{ ~(h ¥ Ax

A LK< '\ﬁ)
ahol K%,—k a peremfeltételekbdl meghatirozanddé &llanddék.

dasa

X
P ) =

. (V!x

)

S

=

Bizonyitds. A differencidlegyenleteket megoldva

teljes indukcidt alkalmazva a tétel allitésa egyszeriien
adoédik.
13. Tétel. A Fﬂ} egylitthetokreq igaz a k&vetkezd

explicit ésszefﬁggé/



Cot S (a4
HY:'@*FMZ (Q>”C“ y  ALrg<n,
¢=r-4 ¢

Co =4, %4;(%' (Fi:d[)(iﬁj.

Bizonyitas. A peremfeltételbdl lathatd, hogy

h?ﬂb/?h 4—i4 @ » 'ﬁ%j'

_ A)PO

A
(?W_A

Nem nehéz beléatni, hogy
7

KA:=f¥lif3£Hh—A-Ljﬂ¥%
Ko pnea =K, (44 (-0 ),
amibdl

?n A‘?n 1(/{+ o 2)%-)*

- ﬂ( __2'> N ——C}Sh-
P 1“‘;’:’\--1 - ;’h-/l ?2;\—2/ (/11—{14—1)%_4 R
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ROvid szamolds utan beldthaté, hogy

N A=$n-2 (4ﬁzbﬁ‘l)¢“'{)z%4n—2"(2)’

N-4d ¢n~4¢h~l

igy
A( -2
K )[ Y\L‘ JPo‘
A P(g/ ) (3222”...)#\—A> egylitthatékra a perem-

feltételeket figyelembevéve a
K . .
N h‘J) K=J + A ]
= — 4 - ———~——~ + -
L<K+4 Z?( . P<j( n-K [ ¢ J
\S:—"—

Osszefliggést kapjuk.
EbbOl kiindulva a
- J+/1
H - (1) =22t H
J P; J+4

relaciodét szemeldtt tartva, teljes indukcidt alkalmazva

hosszabb elemi szamitassal igazolhatjuk a
EMILA_E
KJ 1-¢ H M| J)P"
n=J
kapcsolatot Jzzg)”‘) N—=4 -re.
Végiil az utolsé peremfeltételekbdl

K 21 (=) '“JK\

=
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A IKigegyﬁtthatékra a mar ismert /Osszegili/ képletet al-
kalmazva, hosszabb elemi szamitdssal

nyerjiik, hogy
K= 25 Ho - W%

Jeldlje ?i; annak stacionarius valdsziniliségét, hogy
K db gép all.

Nyilvanvald, hogy

= jo\oi OA-Fw)dx, 1¢K<n,
(o]

14. Tétel. A X\PK} staciondrius eloszlasra
= e () (B - (B,

4 <K& n=A,

valamint

’Poij = (Mwnﬂ/z,gf K\nz)%)

’

3::'-0 3

relacid all fenn.

Tovabba

*
q%( - CQY\~k: )

Bizonyitas. Mivel

(quﬁﬁvﬁg_
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K . .

o _% K=y (N4 (Nn- JJ_ hﬂ

P (””2__4( ") (h-K) [H &/J
J:

.én~0ﬂx¥a)
ezért
J N
P Lw i) [Ho DR, aexens
Masrészt
o= n-| Nyl D
R\ ='Z“ (=) [Hn_f[j ﬂﬁ + (Ho-oa
y=41
N
B +ZPK = miatt
K=4

R):EBW\ Q
Igy BT’ =Hy o
a =Z (~4) ( )[Bh_d A)B*] )
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b %
J *
= e 1B - (1)B,] + A8,
o
Legyen A éK <N

Takacs eredményei alapjan

rF=n-K -0
B K neiy ok
?%Gw) (‘”‘K)Bh——j ¥ A B ( K)_

A T)K alakjat figyelembevéve elegendd azt bizonyitani,

hogy | .
“Z 3 A(m K)(?)B: :‘(“OK(C)B: '
Ebbol
K .
247 (05 () =0
420
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Konnyen lathato, hogy/
*
o =8,

Végiil bebizonyitjuk, hogy

Takacs szerint

Masrészt }=0

Pzw[

NEENE: ﬂ/jB

Nyilvan elegendo azt bizonyltanl, hogy

Z'(/()H A (4) i[HhJ J)]+Ho~

A baloldalt alakitva

N : Pred |
2 H =) e H tH, "
=0 ‘_/‘

Igy az egyenldség a

2

| = A

v

relacidéra redukalédott.

Ezt tovabb alakitva

- A n-4 By
2_7}(") )"

ami nyilvan igaz.

N
-{-64) =]



._55_

3.3. Kihasznaltsagi vizsgalatok.

/i/ A szereld kihasznaltsaga.
K6ztudott, hogy stacionéarius esetben a szereld ki-
hasznaltsagat az 4—1% mennyiség adja.
Igy
n-4 0=\
o =gl ) Jiaemap U5
3=o 3 3=o J

Masrészt felujitasi tételek miatt

4-P, =

o)

M3 +1/nd

ahol P4 5 a szereld atlagos foglaltsigi periddus-
hosszar4/1\ﬂ pedig az atlagos szabad perddus-
hossz.

Ebbdl kovetkezik, hogy

e ¥
Mi=p) (7)< =pM/n
, . 370 4
[ii/ A gépek kihasznaltséaga.
1
Jeldlje Fﬂ ) annak stacionérius valdsziniliségét,
hogy az 1 indexii gép nem dolgozik. Ekkor

W 2 n-A 4? A “@K’P _
P Z% &K-/‘> =7 L KTk
=4

K=A

(%)

s . % A % '
= Gln-B ) =448

Az 1 indexi gép kihasznéaltsaga
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Uy =4-p¥ - 4p*
E:‘ alakjat figyelembevéve
U. - n-4\ 4 A a-4 h-4\ 4
=2 (U0 Sl me 1))

A gépek Osszkihasznaltsagra

tk :Z:(Jiz:gs

mivel a gépek homogének.
15. Tétel. Jelblje X/ stacionérius esetben egy

elromlott gép atlagos varakozasi idejét. Ekkor

W=m-1p+5(4-Q,_,).

Bizonyitas. Az el5z3 fejezetben kimondott feluji-

tasi tételhez hasonlban ebben az esetben is igaz a

¥)(i) Wi + /2

—

AR + Vi + /3

relacid.
(+) 1 n*
P =48,
valamint
' n-4
_ n-4\ 4
. '7/2~ ( ] )'53
miatt ]=e

Wi =(n-1) p- £(4-Q,.,).
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Mivel a gépek homogének igy
\X/L:;\yy minden U ~-re, L=mAll)~-)41-

Vegyik észre, hogy ha az (—é(t)|fL>Q> Markov-
folyamatban csak azokat az idGpontokat tekintjiik amikor
a szereld éppen befejez eqgy javitast, akkor ezek a pilla-
natok egy F&X) alapfiggvényli felujitési folyamatot ha-
taroznak meg.
Jeldlje Xft) a T idopontbeli virtudlis varakozasi
iddt, azaz azt az iddt, amennyit egy gépnek kellene vara-
koznia ha a t, pillanatban'meghibésodna.
Jeldlje tovabba A (b) a 7 idéponttdol a szerelés alatt

levd gép javitasanak befejezéséhez sziikséges idot.

Legyen X(tL)=0 ha a { pillanatban nincs javitéas.
A (\Wl—,)) W), t>,0> szintén Markov-folyamat,
melyre / o)A
) =)+ Xi
1=4 ‘
ahol 7C4) Y}l)... azonos eloszlasu filiggetlen valészi-
niiségi valtozodk F(X) eloszlasfiiggvénnyel, tovabba

fliggetlenek O(t) -t81 és X (L) -tal.
16. Tétel. Jeldlje \/ staciondrius esetben a
2
virtudlis varakozasi idd varhatd értékét. Ha 6 { 0,

akkor

\/.__ A/ §r 42" Aol
\/ hﬁ/b-an_A ( oy +(h~/|)/5 - -—~A~D—~).

Bizonyitas: Konnyen lathatd, hogy
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£ +X

F{X, / >4>\Jf4 F‘tﬁXAéﬂdeU)

“ahol H(u) az P(X) alapfﬁggvényﬁ felujitési folya-

mat felujitasi-fliggvénye. A kozponti felujitasi tétel mi-

att /.’7< O esetén
A
, f \ . y 2
et Plroofun)- zé e

Igy stacionéarius esetben minden t, —Ee

f“7‘XXtJ/x

EbbS1
1.0
M Xy =8 /5_},
Tovabba J=4
My =Y B (&
Xﬁ)== a Lol +(ydo
Mivel =4 ( 1/3 /?>
_11?: o A
fé; = hﬂ/5ﬂ~@h_4 |

1gy
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NE A/ GZJL@Q'M
Mx(t)fn:ﬁ-r[}n_/{( 213 /5) !

n 3 /A (aﬂ_pi .. >
N — 4+ N
Y\(A/ﬁ"”Qm—/i A /%) '

Rendezve

B . MNAA e o A=Qn.
\/wMXM hH/HQYM(\ 2/ T 4)/5 A 4)-

Lathatd, hogy a felsorolt eredmények rendre megegyeznek

a Takacs-féle modell megfeleld képleteivel.

Megijeqgyzés. Takacs E] cikkében és Bharucha-Reid

[9]1 kdnyvének 418. oldalén az &tlagos aktudlis varakozasi
idd hibas. KésBbb ezt Takdcs [1] Osszefoglald miivében kor-

rigalta.
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4. Altaldnos miikodési és javitasi idsk PO kiszol-

galds esetén

4.1. A gépkiszolgalds, mint sorbaniallisi

halozat

Vegylik észre, hogy a gépkiszolgdlési probléma egy olyan
zart sorbanallédsi halézatnak tekinthetd, amelyben 2 al-
lomas szolgalja ki 7 rendszerben levd Y\ szamu igényt.
Jelslje:

1 a mikddd gépek allomasat,

2 a meghibasodott gépek allomasat,
(). ‘ - 1 -dik
{ (L), (j=H2) =42, M a } -di

&llomas kiszolgédlasi intenzitdsat 1L igény jelenléte

esetén.
Legyen (3) Al “)- =4
= Pre0=L T 0]
Igy
“) )
¢ (y=4 5 T =K1
Jeldlje:

Vt) a { idBpontban &116 gépek szamat

(dAdJ).N) CCU&ACQ> a hibéas gépek indexeit.

valdszinliségi valtozd
o)) ) §¢u¢3&>

jelentse a hibas gépeknek a javitashoz sziikséges munka-

mennyiségbdl a t, ideig megkapott részét.

Jeldlje tovabba az (\/750),VS§”_) W*?_\NQ>) vélet-
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len komponensi vektor a lexikografikusan rendezett mikddd
gépeknek a ik pillanatig eltelt folyamatos termelési ide-
jét.

Ezek utan vezessilik be a k&vetkezd sztochasztikus

folyamatot

=\ : . R GY) +
%&b) G&%cgdh“,dbm&thﬂjyu)§%&ﬁ),VE) ’ﬁt “(0>

Azt az &llapotot, hogy a *; pillanatban az 1%) )xK)
indexi gépek allnak, s a javitashoz szilikséges munkameny-
nyiségbol (Xi4)~'\XiK> részt mar megkaptak, valamint

a mikodo gépek(é% Y K) ideje folyamatosan termel-

i
nek jelsljik

(W)“‘)LKJ xu) , Xig 5 7. Ay \r‘. K)
L 4 : 1 K -ad ta-
egyen Cy( )(}<=4F”)M)) N elem aa oszta
lyu lexikografikusan rendezett kombindcidinak halmaza.
Jeldlje {o} azt a# allapotot, amikor minden gép termel.

Lathatd, hogy az ( X ({;)I ® }O) Markov-folya-

mat
n n s
<\{ n k) (‘YI X H{ fazistérrel.
_0} “K +
K=A
Jeldlje az -dik gép miik6dési idejének eloszlasfiiggvényét

(}i(x) javitési idejének eloszléasfiiggvénye legyen E:(X),

- a megfeleld varhatd értékek legyenek
(=42, .y 1) )

[xd6iw AP R o
© 0
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Az Q)SU@)' t>o) folyamat {, pillanatbeli elosz-

lasara vezessilik be a

i4)"')LK (X"M)“')xiK ’Iy’1)“')>/h—r( ’t) =

’“P(\)({,):KJ L)=1y, . PN OLE TS

o e -k
ffuéxlﬂ..-,}iKéXw\) PR A )é\/h_n)

j

fliggvényeket.
17. métel. Ha az ( X(L), t,y0) folyamatban sze-
& ks (1) ' N = 5
replo /bi ' /5 r o (L=4,~-,Yﬁ) varhatd
értékek végesek, és az - (X)) F:(X> eloszlasuknak
! f v

létezik slirliségfliggvényilik, akkor a folyamatnak egyértel-
milen létezik staciondrius siiriisége.

Tovabba, ha ?% jeldli annak stacionérius eloszla-

sidt, hogy az (iAy-w'iK) indexli gépek &allnak, akkor
K
) — 2) ~—
Beyovie =B KUTT A2 50
T L by
- VEVy K
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Bizonyitds. Coben [4] dolgozatdban a megfeleld

szamitasokat elvégezve adddik az &llitéas.

Megjegyzés. Teljes exponencidlis rendszer esetén

@ _ 4

) A -
g e . L or=A, ..
/51 e 2y e p kS Ny

igy
D R )
R A | o | R v
{ =4 ¢ (F3))vK ¢

Vegyilik észre, hogy

. kA
PM)---)W\ =P K| Wi‘ﬁ =

0=a .;L&Hi
Bevezetve a " y jeldlést
T=(17 3:)
Led
/ K Die
Py ARKITTTT =2
p=q /M0
A normadlast elvégezve a D. . eloszlas megegye-
LAy ) UK

zik a 2.2. fejezet megfeleld eloszlaséaval.

4.2. Kihasznaltsagi vizsgdlatok.

/i/ A szereld kihasznaltsaga.

A szereld szabad periddushosszat az

?7=~Ykuﬂ(}4)»,.)§n>
valésziniiségi valtozd adja, ahol a f{_ y (L=4,2y.., n)
az 7 indexi gép mikddési idejét jeldli.

Az *? eloszlasa
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<X)47(46)

Mint ahogy az el0z0 fejezetben lattuk a szereld

kihasznaltsaga stacionarius esetben

o Md |
Usz 1- f,é MJ 4 M/,T

ahol fvfg a szereld atlagos foglaltsigi periédus-

hosszat jelsli/

Mivel /3,?)4 Zo I i,zﬂll).“,vw)

ezért M ¢)< O .

Lathat6, hogy a szereld kihasznaltsdga a stacioné-
rius eloszlas éegitségével meghatarozhatd, de az

atlagos foglaltsagi peridédushossz kiszamitasa mar

nehézségekbe litkdzik, mivel ﬁ417 -t nem kdnnyi

megadni.
~ AL X
Ha G{, (\x)z/j—e, v akkor
AT
P(Q<X)=4~€J ) igy
Mv=4//\ -
Gépkihasznaltsag.

Jeldlje F)U) annak stacionarius eloszlasat, hogy
~N

az U indexi gép all, s jelentse \K@; az atlagos

varakozasi idot /allé idot/.

Vilagos, hogy

P i
(14)...,1~K)6C:2 ; "Le(,%)"')%““)
4 €K <n

4)...)1
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Az U -dik gép kihasznaltsaga

Ui =4- Pt
Masrészt felujitasi elméleti megfontolisok miatt stacio-

narius esetben

~

2 \K;
[ o )
Lty

\§<V/L - P(i)/o'g)/<4 — Pr“i))

A gépek 6sszkihasznéltséga

SELST AL
Uiz Ui=2 =5

melybdl
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Sunmary

The Thesls, titled as "On machine interference, deals
with a special queueing problem, which has considerable
practical importance. The roots of it date back even to
Hincsin, who raised the question first in the thirties.
Then it was investigated by several famous mathematicians
such as Palm, Naor, Fry, Kronig, Feller, Benson and

Cox. The problem can be formulated as follows.

Let us consider a set of 1N machines which work
continuously and independently. However, at any time a
machine may break down and needs service by one of r
repairmen.

Each time é machine stops, an operative has to do a
certain amountof work in order to put it in a running
state. The repairs are independent of each other and
carried out according to certain service discipline.

The most common disciplines are first in, first out
abbreviated as FIFO, priority, time-sharing or processor-
sharing.

Both running and repair times are independent, positive
random variableé with givén distribution functions.

It should be mentioned that the mathematical model
of machine interferenée often Ooccurs in probabilistic

description of multiprogramming computer systems.
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The single repairman corresponds to the Central Processor
Unit /CPU/, repair time to CPU time and running time to
I/0 time, respectively.

The dissertation consists of 4 chapters.
In Chapter 1 the machine i is assumed to have expo-
nentially distributed running time with parameter 7\t
and the distribution function of repair time is also
exponential with intersity My
In steady-state utilization, mean occupation time of the
operative, efficiency and mean waiting time of a machine
are discussed under FIFO, processor-sharing and priority
service disciplines.

In Chapter 2 the machine i is supposed to have
exponentially distributéd running time with intensity

%L and the service time is arbitrary distributed random

variable with distribution function F{LX) . A single
operative repairs the stopped machines in the order of
their breakdowns.
The stationary probability of that the machines Oﬂ)”wik)
are not working and broke down in this order can be
obtained by the help of a system of integro-differen-
tial equations and the boundary conditons concerning to
it. This can be solved by an iterative method.-

It is also investigated how to calculate operative and

machine utilizations.



Section 3 deals with its special case when the
machines are homogeneous. Explicit formulas corresponding
to the well-known Takacs results are derived with the
aid of our method. The Hincsin-formula and utilizations
are given as well.

In the last Chapter the machine interference is con-
sidered as queueing network with generalized processor-
sharing and the characteristics mentioned in previous

parts can be found, too.



