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Bevezetés

Jelen dolgozat témakore a modern alkalmazott valdszintiségszamitas egyik legdinami-
kusabban fejl6d6 agahoz, nevezetesen a sorbanallasi elmélethez tartozik. A szakirodalom
szerint az els6 publikalt eredmények 1918-ban sziilettek, melyek A.K. Erlang dan mérnok-
matematikus névéhez fiz6dnek [13], aki telefonforgalmi problémdakra adott matematikai
modelleket. Ezt kovetoen szamos gyakorlati feladatot sikeriilt megoldani sztochasztikus
modszerekkel. Az elmélet fejlodéséhez a szamitastechnikai, tdvkozlési és kommunikacios
rendszerek rohamos térhéditasa is nagyban hozzajarult. A gyakorlati problémak mo-
dellezéséhez a sztochasztikus folyamatok mind &altalanosabb osztélyait kellett bevezetni.
Evente sok 4j konyv jelenik meg és 4j folyéiratok indulnak a kiilonbdzé tudoményteriile-
teken felmeriil6 problémak megoldasara. Kiilon meg kell emliteniink az utobbi idoben
intenziv fejlédésnek indult hirkozlési rendszereket és a szamitdgép-vezérelt gyartasi folya-
matokat, amelyek kikényszeritik a matematikai modellek &ltaldnositasait. Szdmos cikk és
konyv jelent meg az emlitett témakorokben, éppen ezért a teljesség igénye nélkiil, a kutatoi
és alkalmazdéi koztudatban alapirodalomként szamontartott miiveket emlithetjiik, mint pl.
[3,6,7,9-12,14,19,24,27, 28,33-35,37,41,45-48,50]. Felhivjuk a figyelmet a [10,47] munkéakra,
ahol boséges forras all az érdeklodok rendelkezésére.

A nemzetkozi vérkeringésbe a magyar szakemberek elég hamar bekeriiltek és ma is
szamosan tevékenykednek. Ki kell emelniink idérendi sorrenben Takacs Lajos, Tomkd
Jozsef, Aratéo Matyas, Gergely Joézsef, Mogyorddi Jozsef, Bartfai Pal, Gyoérfi Laszlé, Ben-
czur Andras, Lakatos Laszld, Asztalos Domokos, Jereb Laszlé, Telek Miklés, Almési Béla
munkassagat, akik nagyban hozzdjarultak a hazai kutatasok nemzetkozi elismertségéhez,
lasd példéul [5,16,22,43,44,45,49]. Kezdetben ezek a csoportok csak Budapesten dolgoztak,
de Tomké Jozsef és Arato Matyés vezetésével a debreceni kutatok is szamos szép eredményt
értek el és a kiilonbozo palyazatok segitségével jelenleg is aktiv nemzetkozi egytlittmiikodés
folytatnak német, holland, japan, ukran, angol kollégakkal.

Jelen dolgozatban a kanditatusi fokozat megszerzése 6ta (1989) megjelent munkdimbol

gyljtottem Ossze a leglényegesebbeket, tigyelve arra, hogy lehetdleg minden témakor em-
litést nyerjen.
Ennek megfelelen 3 téziscsoportba szedtem a megoldott problémakat, nevezetesen, gép-
kiszolgaldsi problémdk, szamitogép és tavkozlési rendszerek modellezése, bonyolult rend-
szerek megbizhatdsdgi vizsgdlatai. Az egyes témakorokon beliil kiilon foglalkoztam az ana-
litikus, numerikus, aszimptotikus és sztochasztikus szimuldcios megoldasi modszerekkel. Az
alabbiakban réviden ismertetjiik az alapproblémékat, a konkrét feltevéseket a megfeleld
fejezetekben adjuk meg.

Gépkiszolgalasi problémak

Tegyiik fel, hogy egymastdl fiiggetleniil n db gép dolgozik, majd bizonyos idé utan
meghibasodnak. A javitast egy vagy tobb szerelé végzi valamely elv alapjan, dltalaban
érkezési sorrend vagy bizonyos prioritdsok megadéasa szerint. A hibamentes miikodési és
javitasi idok valdoszintliségi valtozok, a matematikai kezelhet6ség miatt altalaban fliggetle-
nek. Célunk, hogy megadjuk az egyensilyi rendszerjellemzdket, igymint, gépkihaszndltsd-
gok, a szerelo hatékonysdga, a meghibasodott gépek datlagos szama, a gépek hibas dllapotban
valo tartozkoddsdnak dtlagos ideje stb.



Nyilvanvaléan a matematikai modellek bonyolultsaga attol fiigg, hogy milyen eloszlast
tételezlink fel az emlitett valdszintliségi valtozokrol, a gépek kiillonbozéek vagy sem, egy
vagy tobb szerel¢ dolgozik ill. milyen javitasi elvet kovetiink. A probléma fontossagat jol
szemléltetik a korai publikdcidk. A teljesség igénye nélkiil megadunk néhény érdekesebb
munkat, lasd [4,25,36,43,45]. Kiilon szeretném felhivni a figyelemet a [39] cikkre, ahol
béséges nyugati irodalom van felsorolva, sajnos mellozve az .n. keleti irodalmat.

Szamitogép és tavkozlési rendszerek modellezése

Tegyiik fel, hogy n db terminal egymastol fiiggetlentil bizonyos id6 utan igényeket
general a CPU felé, majd tétlen marad amig valaszt nem kap téle. A CPU a jobokat
bizonyos elv szerint szolgalja ki, amely altaldban FIFO, PS, Polling ill. kiilonb6z6 pri-
oritasos elv. Célunk, hogy megadjuk a rendszer egyensulyi jellemz6it, igymint, CPU
kihaszndltsag, a CPU dtlagos foglaltsagi periddushossza, terminal kihaszndltsdgok, a jobok
atlagos vdlasz ideje sth. A matematikai modell bonyolultsaga attol fligg, hogy a terminalok
valészintiiségi szempontbdl homogének-e vagy sem, milyen elv szerint szolgédlja ki Oket a
CPU, a generélasi valamint a kiszolgalasi idék milyen eloszlast kovetnek, a termindlok ill.
a CPU meghibasodhatnak-e vagy sem.

Hasonlé modellekkel talalkozhatunk a tobb-processzoru egy-buszos rendszerek esetén
is, ahol a termindlok szerepét a processzorok, CPU helyét pedig a busz veszi at. Termé-
szetesen szamos probléma modellezheto a hirkozlési és szamitogépes haldézatok teriiletén
is, pl. szerver-kliens rendszerek, stb.

Javasolt irodalom: [1,2,5,7,10-12,23,24,35,26,27,33,40,49,50].

Bonyolult rendszerek megbizhatésagi vizsgalatai

Tegyiik fel, hogy egymastdl fliggetleniil n db elem miikodik, majd bizonyos id6 utan
meghibasodnak. A javitast egy vagy tobb szereld végzi valamely elv alapjan, dltalaban
érkezési sorrend vagy bizonyos prioritdsok megadéasa szerint. A hibamentes miikodési és
lenek. Célunk, hogy megadjuk a rendszer hibamentes mikodési idejének az eloszldsdt.
Matematikailag ez nem maés, mint a konstrudlt sztochasztikus folyamatnak az allapot tér
bizonyos részhalmazaban valé tartézkodasi idejének az eloszlasa. Nyilvanvaléan a mate-
matikai modellek bonyolultsaga attdl fiigg, hogy milyen eloszlast tételeziink fel az emlitett
valészintiiségi valtozokrol, a gépek kiillonbozéek vagy sem, egy vagy tobb szerel6 dolgozik
ill. milyen javitasi elvet kovetiink. A problémak megolddsaban nagy szerepet kaptak az
orosz ill. ukran matematikusok altal kifejlesztett aszimptotikus moddszerek, melyek jol
alkalmazhatok figyelembe véve, hogy az elemek atlagos miikodési ideje altalaban sokkal
nagyobb, mint az atlagos javitasi idejiik. Erre a tényre a fent emlitett modellekben gyors
kiszolgaldsiu rendszerek terminoldgiaval hivatkoznak. Feltétleniil meg kell emliteniink Gne-
denko, Solovjev, Koroljuk, Turbin, Kovalenko, Anisimov, Buszlenko, Kalasnikov munkas-
sagat. Idetartozé legfontosabb irodalom: [3,6,8,17-21,29-32,38,42].

Mint lathaté, a fenti modellek kozos jellemzdje, hogy az igények egy véges forrasbol
szarmaznak és a kiszolgalds utan oda is térnek vissza. A forras tjabb igényt nem general
addig, amig az el6z0 vissza nem tér oda. Az ilyen tipusi sorbanallasi rendszereket véges-
forrasa rendszereknek nevezziik, és innen ered a dolgozat cime is. A téma fontossagat
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nagyon j6l tiikkrozi az a tény, hogy a szakirodalomban alapmiinek szamité Takagi [46] konyv
2. kotetében talalhato 4. fejezet 200 oldalon targyalja ezen problémakort.

Az 4j tudomanyos eredmények rovid ismertetése

Jelen dolgozat 3 fejezetbdl ( téziscsoportbdl ) all, melyekben az el6bb felsorolt problé-
macsoportok kifejtést nyernek. Munkamhoz 8 darab publikaciét csatoltam, ahol a fel-
vetett problémak torténeti attekintése megtaldlhato, ezért ezektol a megfelel alfejezeteknél
eltekintettem. FEzen Osszefoglaléban torekedtem arra, hogy a sorbanéallasi rendszerek vizs-
galataban hasznalt médszerek mindegyike emlitést nyerjen. Ennek megfeleléen gytijtottem
ossze a cikkeket, de a publikacios listabdl lathatd, hogy az utébbi években a numerikus és
az aszimptotikus médszerek nagyobb hangsulyt kaptak, mivel a rendszerek is bonyolultab-
bak. Torekedtem arra, hogy kevésbé bonyolult modellekben bemutassam az alkalmazott
modszer lényegét és a komplexebb rendszerekre megadjam a megfelel6 hivatkozast.

Gépkiszolgalasi problémak

o Megmutattam, hogy tetszdleges eloszldsu mikodést idoket €s exponencidlis eloszldsi
javitdsi idoket feltételezve, véletlen kiszolgdldsi elvet alkalmazva a staciondrius valo-
szintiségek szorzat-alakban irhatok fel, melyek csak a mikodési idok dtlagatol fiiggnek.

A gépkiszolgalasi probléma olyan modelljével foglalkoztam amikor a gépeket prioritasos és
kozonséges csoportokba soroljuk. Minden egység miikodési és javitasi ideje exponencialis
eloszlasu réa jellemzo intenzitasokkal, vagyis heterogének. A meghibasodasokat egyetlen
szerel6 haritja el a csoporton beliil érkezési sorrendben, de a prioritasos gépeknek a javitasa
megszakitasos prioritast élvez a kozonségesekkel szemben. Célunk, hogy megadjuk a
szokasos egyenstlyi rendszerjellemzoket, i.m. a szerel6 és a gépek kihasznaltsiga, atlagos
varakozasi, hibas allapotban valé tartézkodasi idok, a szerel6 atlagos foglaltsagi peridodus-
hossza, a hibas gépek atlagos szama, atlagos sorhossz, stb. Tovabba alkalmas célfiiggfény
felallitasaval eldontsiik, hogy melyik gépcsoportnak adjunk prioritast.

e Bdr az exponencialitdsok miatt a bevezetett folyamat folytonos idejii Markov-lanc lesz,
de ennek dallapot tere nagyon nagy szdmossdgu lehet. Ezért a staciondrius valdszinisé-
geket megfeleld vektorokba rendezve az dllapotegyenleteket eqy rekurziv alakban irtam
fel, melynek segitségével a szamitdsok memoria igényét nagymeértékben csokkentettem

o [Feltételezve, hogy a gépek meghibdsoddsi és javitasi intenzitdsai valamely hdattér folya-
mat dllapotaitol is fiiggnek, gyors kiszolgdlds esetén bebizonyitottam, hogy az az ido-
tartam amig a hibds gépek szama eqy elére megadott szintet elér aszimptotikusan ex-
ponencidlis eloszldsi lesz.

Szamitogép és tavkozlési rendszerek modellezése

Olyan meghibasodhaté termindlrendszert modelleztem, ahol a fellép6 valdszinliségi val-
tozdk exponencidlis eloszlastak és egymastdl fliggetlenek. Feltételezziik, hogy a program-
generalas intenzitdsa minden termindl esetében A és a kiszolgalési intenzitas . A program-
generalassal foglalkozé termindlok v intenzitassal hibasodhatnak meg, melyeket r szerel6
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harithat el. Hasonléképpen a CPU sem megbizhato, esetében a meghibdsodasi intenzitas
a, a javitasi intenzitas pedig 8. A CPU meghibasodésa blokkolja a terminal miiveleteket és
javitasa prioritast élvez a termindl javitdsokkal szemben. Mint lathaté a modell a gyakor-
lati életben el6fordul6 problémara adhat megoldast és célunk a szokasos rendszerjellemzok
meghatarozasa. Megjegyezziik, hogy a terminalok esetében sztochasztikus homogenenitast
tételeztem fel.

A modell érdekessége, hogy legjobb tudomésunk szerint ebben a témakorben az elsék
kozott vesz figyelembe meghibasodhaté egységeket.

e Bdr az exponencialitdsok miatt a bevezetett folyamat folytonos idejii Markov-lanc lesz,
de ennek dallapot tere nagyon nagy szdmossdgu lehet. Ezért a staciondrius valdszinisé-
geket megfeleld vektorokba rendezve az dllapotegyenleteket eqy rekurziv alakban irhat-
tam fel. A kapott egyenletrendszer megolddsdt iterdcios eljdardssal hatdroztam meg,
amely nagymértékben csokkentette a program memoria igényét.

P szamu processzor exponencialis eloszldsi ideig generdl igényeket egy kozos memoria felé,
melyet egy koz0s busz kot Ossze a processzorokal. A feldolgozasi id6k exponencidlis eloszlast
kovetnek. Feltessziik tovabbd, hogy az egész rendszer viselkedését egy véges Markov-lanc
allapotai befolyasoljak. Ezek utan legyen a p — edik processzor igénygenerdlasi intenzitasa
Ap(i,€), a kiszolgélasi intenzitdsa pedig p,(7), feltéve, hogy a kontolald lanc az i allapotban
tartozkodik, 1 =1,2,...,r,p=1,2,..., P.

Mivel a processzorok sokkal gyorsabban dolgoznak, mint a busz, ezért A\, (i, €) =
amint e - 0, ¢ =1,...,r,p=1,2,..., P.

Jelolje ). a busz foglaltsagi periddushosszat. Célunk ezen valdszintiségi valtozé elosz-
lasanak a meghatarozasa. A feltételek miatt nyilvanvald, hogy €2, nagyon hosszi lesz és
ezért normalizdlnunk kell. A normalizalt valtoz6 hatéareloszlasanak ismeretében azonban
mar kozeliteni tudjuk az eredeti eloszlast. Erre szolgdl a kovetkezo allitas:

Ap (4)

— 0Q,

o A rendszer kezdeti eloszldsdtdl fiiggetleniil, € — 0 esetén, az e =10, — k gyengén kon-
vergalnak eqy exponencidlis eloszldsu valosziniségi valtozohoz, melynek paraméterét
eqyszerten kiszamithatjuk, sot homogén kiszolgdlds esetén konkrétan megadhatjuk.
Ezek utan a szokdsos rendszerjellemzok mdr meghatdrozhatok.

Bonyolult rendszerek megbizhatésagi vizsgalatai

o FElsok kozott vizsgaltam olyan rendszereket, ahol bdr a fellépd valosziniiségi valtozok ex-
ponencidlis eloszlasuak, de a meghibdsoddst €s javitdsi intenzitasokat eqy hdttér folya-
mat dllapotai befolydsoljik igy bizonyos értelemben az elemek filiggetlenségét enyhiteni
tudtam. Feltételezve, hogy a javitisokat a meghibasoddsokhoz képest sokkal gyorsabban
javitjak ki, megmutattam, hogy a rendszer élettartama aszimptotikusan exponencidlis
eloszlasi.

o A német-magyar Tét egyiuttmiikodés keretében olyan szimuldcids programcsomagot
készitettem, ahol véges-forrdsu, Markov-vezérelt rendszereket tanulmdnyozunk, me-
lyeknél a fellépd valosziniségi valtozok kevert Erlang-eloszldsiak. A rendszerjellemzok-
re a Law-Carson eljards segitségével konfidencia-intervallumot is adtam.
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Osszesitve

o Tudomdsom szerint az elsok kozott vizsgdltam mem-megbizhato heterogén termindl-
rendszereket, valamint véletlen kornyezetben mikoddo rendszereket, melyekre kiulonbozo
alkalmazasi terileteken kiilonbozo terminologiaval hivatkoznak, pl. Markov-modulalt,
Markov-vezérelt, vdaltozo paraméteri rendszerek, stb.

o A problémdk vizsgdlataihoz 1j rekurzios numerikus eljarasokat vezettem be és rdvildgi-
tottam a modellek ujszeriségére, mivel megmutattam, hogyan lehet a megbizhatdsdg-
elméletben alkalmazott aszimptotikus modszerekkel vizsgalni bonyolult szamitogép— és
telekommunikdcios rendszereket.

e Olyan szimuldcios programcsomagot készitettem, ahol véges-forrdsi, Markov-vezérelt
rendszereket tanulmdnyoztam, melyeknél a fellépd valosziniségi vdltozok eloszlasa Er-
lang-eloszldsok keveréke. A rendszerjellemzokre a Law-Carson eljdrds segitségével
konfidencia-intervallumot is adtam.

Meg kell jegyezniink, hogy a kutatott téma nem minden esetben teszi lehet6vé, hogy a
matematikaban megszokott tétel formaban kimondhassuk az eredményt, mivel sok esetben
numerikus eljarasokat kellet beprogramoznunk, melyek segitségével a rendszer kiilonbozo
input paramétereinek a rendszerjellemzokre gyakorolt hatasatat akartuk vizsgalni.
Hasonlé okok miatt a szimulacids programcsomagokat is csak vazlatosan mutathatjuk be.
Fel szeretnénk hivni a figyelmet arra, hogy a mai bonyolult rendszerek vizsgalataiban nem
elég egyetlen megoldasi mdodszer hiszen a kapott eredményeket ellenorizniink kell, és ezért
szokas az emlitett modszerek szinte egyiittes alkalmazasa.

Végiil koszonetemet szeretném kifejezni volt tanaraimnak, jelenlegi munka-
tarsaimnak és tanitvanyaimnak akik tanacsaikkal, kérdéseikkel és észrevételeikkel arra
Osztonoztek, hogy megtaldljam az 6sszhangot a matematikai precizitas és az alkalmazasi
szint kozott.

Halas vagyok a Kossuth Lajos Tudomanyegyetem, valamint a jogutdod Debreceni
Egyetem Matematikai és Informatikai Intézetének, hogy infrastrukturajaval munkamat
segitette.

A kutatdsokhoz az OTKA-1648/90, T014975/95, MKM FKFP-04556/1997, OMFB
TéT D-12/97 palydzatok valamint a Széchenyi Professzori Osztondij részleges anyagi ta-
mogatast nyujtottak.



1. GEPKISZOLGALASI PROBLEMAK

Jelen fejezetben a bevezetoben leirt altalanos modellt specializaljuk azéltal, hogy min-
den esetben megadjuk a megfelel6 eloszlasokat és a kiszolgalasi elvet. Az ismertetett
rendszerek részletes vizsgdlatahoz csatoljuk a publikalt cikket, bévebb informaéciok is ott
talalhaték. Alfejezetenként targyaljuk a kiilonb6z6 megoldasi médszereket.

1.1 Analitikus mddszer

Tegyiik fel, hogy az i-dik gép miikodési ideje tetszoleges eloszlasi, de abszolut folytonos
valésziniiségi valtozé f;(x) stirliségfiiggvénnyel, a javitasi idék p; paraméterii exponencidlis
eloszlast kovetnek. A javitast r db szerelo végzi a kovetkezo elv szerint. Minden meg-
hibdsodasnal és javitds befejezésnél a kiszolgaldasok megszakadnak és a meghibdsodott
gépeket véletlenszeriien kezdik ismét javitani, vagyis SIRO (Service In Random Order)
elvet kovetiink. Természetesen, ha minden szerel6 foglalt akkor sorbanallas alakul ki.
Feltételezziik tovdbba, hogyha k db gép all, akkor az igényelt miikddési idék a(k), az
igényelt javitdsi id6k pedig b(k) intenzitdssal novekednek ill. csokkennek, a(k) > 0,
k=1,...,n,b(k) >0,k =0,...,n— 1. Az érintett valdszintiségi valtozok fliggetlenek
egymastol.

Mivel a gépek inhomogének, ezért a rendszer miikodését leir6 matematikai modell egy
kissé bonyolult lesz.

Be kell vezetniink a kovetkezo jeloléseket ill. sztochasztikus folyamatot:

v(t) : a t-dik idépillanatban miikodé gépek szama,

ai(t),...,ayp(t) : indexeik,

Ear(t)r -+ > Ea, ) o2 t-dik id6pillanatban miikodo gépek eddig eltelt
folyamatos miikodési idejei, megfeleloen.

Konnyt latni, hogy az

X(t) = vt ar(t), o0 ®); arwe o)
szakaszosan linearis Markov-folyamat, melynek allapotterét az
{(kyir, .. yiman,..owe), x>0, i=1,....k (i1,...,ix) € CE}
események alkotjak, vagyis
(v(t) =Fk; aq(t) =11, ...,ax(t) =ir; & <x1,...,&, <axp; s >0, s=1,....k)
k=1,...,n, ahol C* n elem k-ad osztdlyi kombindcéinak halmazat jeloli, kiegészitve a

{0} allapottal, amikor minden gép hibds. A staciondrius val6szintiségekre vezessiik be a
kovetkez6 fiiggvényeket:

Q, = tlim P(v(t) =0),
Qi 12 s0) = Jim P(0(t) = ks ag(t) = isi &, < 200 5= Lov. ).
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Gnedenko-Kovanenko [19] alapjan, ha

1 o
alk+1)>0,bk)>0,k=0,....n—1, 0 < p; < o0, )\—:/ xfi(x)dr < 0o,
i 0

1 =1,...,n, akkor ezek egyértelmiien léteznek.

A szokdsos modon az U.n. a normalt-siriségfiiggvényekre felirhatjuk a megfeleld
integro-differencial egyenletrendszert és a kezdeti feltételeket, melyekbol ezek az ismeret-
lenek meghatarozhatok. Legyenek tovabba

Q(Zl,,/[,k) = hHl Qil ’’’’’ ik(.ﬁlil,...,l'k)

(i1, ...yip) €CF k=1,...,n,
Qr = Jlim P(v(t) =k), k=0,...,n.

A £6 eredményiink az, hogy a stacionarius valdszintiségek szorzat-alaktak és csak a varhato
értékektol fiiggnek. Nevezetesen, kimondhatjuk az alabbi allitast
1.1. Tétel. (Sztrik [J13]) A fenti valdsziniségekre igazak a kovetkezd dsszefiiggések:

Qi i) (n—k)! alk+1)...a(n+k) 1 1 .
Tyeooylf) = ,
rlrn=r=k (k) .. o(n+k — 1) Tlosi, iy Bs H§:1 A,
k=1,...,n—r,
, , alk+1)...a(n+k) 1 1
Qi1 ... ik) = ¢,
b(k) .- b(n+k = 1) [Tz, iy s TTo Ay,

k=n-—r,...,n.

Miwvel R R
Qn:Q(lv"'7n)7 C:Al---AnQTM Q0:Q07

Qr = Z Qi1, ..., ik),

(il,...,ik)ecﬁ

az eqgész rendszer a On mennyiségtol fiigg, melyet a szokdsos normalizdlo feltételbdl hatd-
rozhatunk meg.

A rendszer részletes leirdsa a csatolt Sztrik [J13] cikkben taldlhatd, ahol tovabbi ko-
vetkezményeket is megadunk.

A kapott eredmények a Kleinrock [27], Stecke, Aronson [39], Takagi [46] munkdkban
talalhaté modellek altalanositasai, ahol vagy homogén vagy azonos intenzitassal bir6 rend-
szereket vizsgalnak.



1.2 Numerikus mddszer

Tegyiik fel, hogy a gépeket két csoportba sorolhatjuk, m gép a prioritdsos n pedig
a kozonséges fajtahoz tartozik. Minden gép esetén a miikodési és javitasi idok expo-
nencidlis eloszlasiak a rajuk jellemz6 paraméterekkel. A javitasokat egy szerel végzi
abszolit els6bbséget adva a prioritasos csoportba tartozoknak, de mindkét csoporton beliil
FIFO elvet alkalmaz. A fellépé valdszintiségi valtozok fliggetlenségét feltételezve szeretnénk
meghatarozni a szokédsos rendszerjellemzdket és kiilonbozo koltségek megadédsdsa esetén
eldonteni, hogy melyik gépcsoportnak adjunk prioritast. Ehhez vezessiik be a kovetkezo

jeloléseket:
K(t) :  a t-dik idépillanatban meghibasodott prioritdsos gépek széama,
ai(t),...,aqm(t) : indexeik a meghibdsodds sorrendjében,
v(t) :  a t-dik idépillanatban meghibdsodott kozonséges gépek szdma,

Bi(t),...,Buw)(t) : indexeik a meghibdsodds sorrendjében.

Mivel a fellép6 valdszintiségi valtozok exponencidlis eloszlastak az

X(t) = {k(t);a1(t),. .., anw () : v(t); B1(1), ..., Bury()}
véges allapotterti, folytonos idejii Markov-lanc, melynek allapotait a

{(k:;il,...,ik:s;jl,...,js), k=0,....m, s=0,...,n, (il,...,ik)Gani,
(.jla"',.js)evrfa iOZO, jO:O}a

események alkotjdk, ahol V| k elem r-ed osztélyu varidcidinak lexikografikusan rendezett
halmazat jeloli. A 1étezo staciondrius eloszlasra vezessiik be az alabbi jelolést

p(0:0) = tli)rglo P(v(t)=0: k(t) =0),
p(0:ky,...,Js) = 7bli)rgoP(y(t) =0:k(t) =s061(t) = j1,...,0s(t) = Js),
plit, ... i, :0) = tli)rroloP(l/(t) =k;aq(t) =d1,...,ax(t) =i : k(t) =0),

p(ilv"'vik :jla"sz) =
= lim P(l/(t) =kyai(t) =11,...,ax(t) =i : k(t) = s;61(t) = j1,- .., Bs(t) :js)

t—o00

(1. js) €EVE, (i1, ix) €EVE, k=1,....m, s=1,...,n.

A szokéasos médon felirhatjuk az egyensilyi egyenleteket, amelyek a normalizalo feltétellel
egylitt elvben egyértelmiien megoldhatok. Mint jol ismert, ha a klasszikus, lineéris egyen-
letrendszer megold6 moddszereket alkalmazzuk az ismeretlenek nagy szdma miatt memoria
problémdak léphetnek fel. Eppen ezért célunk egy rekurzids eljaras keresése, amellyel az
emlitett probléma kikiiszobolhetd. Jelolje ||[V,'|| az V, halmaz szdmossagat és legyen 7,(k-)
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az alabbi médon képzett ||V.E||. ||Vl dimenziéji vektor

p(1,... k:51,...,Js)

[T T P

yoe,m—s+1)

Nem nehéz belatni, hogy ezek segiségével az egyensulyi egyenletek az aldbbi szerkezetiiek:

Z(O,s) _ AO,sZ(l’S) + B07SZ(0,8+1) + CO,SZ(O’S_D, 0<s<n,
Z(k,O) _ Dk,OZ(k_LO) +Ak,OZ(k+1’O), 1 S k S m,

2% = Ay s 2F ) + Dy 2N 4 O 2% 1<k <m, 1< s <,

ahol definicié szerint By, = 0, Cpo = 0, A, s = 0 matrixok s = 0,...,n, és az érintett

matrixok elemei is konnyen meghatarozhatok. Elészor a 7(*:0)
Igaz a kovetkezo allitas

1.2. Tétel. (Sztrik [J1])

Az emlitett vektorok rekurziven megadhatok az aldbbi modon

vektorokat hatarozzuk meg.

_Z(k,()) _ Gk,O_ZQC_LO)a k=

=1,...,m,

ahol

Gm.0 = Doy Gro = (E — Ak oGri1.0)” " Dro-

A folytatashoz sziikségiink van az aldbbi médon képzett Z, vektorra

Z(Ovs)

Z.=1| 2% |, s=1,...,n.

Z(mJS)
Ezek segitségével az egész egyensiilyi rendszer az aldbbi alakot olti
ZS - ASZS + B3Z3+1 + Dszs_la 0 S S S n,

9



ahol definicié szerint Cy = 0, By = 0 matrixok. Nem nehéz meggy6zodni arrédl, hogy az
érintett A, B, Cs matrixok az alabbi szalag-szerkezetiliek

0 Ags 0 - 0
Cie O :
As = 0 0 0 ) s = 07 y 1,
‘ 0 Amfl,s
0 0 Cps 0
_ BO,S 0 . -
BS - < O O) I s = 07 Jn 17
Dos 0 0
Cs = 0 0 , s=1,...,n
X 0o . 0
0 -+ 0 Dps

Ezek utan ezen egyenletek megoldasara is az elozéekhez hasonlé iterativ eljaras adhaté
meg, nevezetesen igaz a kovetkezo allitas
1.3. Tétel. (Sztrik [J1])

ahol
F,=(E—-A,)"'D,, F,=(E—-A,—-B,F, 1) 'D,, s=1,...,n—1.

Mivel az egész rendszer a p(0 : 0) mennyiségtdl figg, ezért az eljdrdst egy tetszéleges
p(0: 0)-bdl inditva a

SN ST S G Gl ) =

k=0 s=0 (1175116)

normalizalo feltételt figyelembe véve a staciondrius valoszintiiségek konnyen megadhatok.

A csatolt Sztrik [J1] cikkben szamos futédsi eredmény és optimalizaldsi probléma kertilt
targyalasra. Hasonl6 rendszert vizsgal a Sztrik [J6] dolgozat is.

A vizsgélt rendszer pl. a Stecke, Aronson [39] dolgozatban targyalt homogén modell
altalanositasa.
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1.3 Aszimptotikus mdédszer

Ebben a részben feltételezziik, hogy a gépek homogének, a fellépo valdszintliségi val-
tozdk egymastdl fiiggetlenek és exponencidlis eloszlasiak, a javitasokat egyetlen szereld
végzi. Az egész rendszer azonban egy véletlen kornyezetekben miikédik oly médon, hogy
az (1,...,r) éallapotteri ({(¢), t > 0) Markov-lanc allapota befolyasolja a meghibasodasi
ill. javitasi intenzitasokat. Vagyis, ha a kornyezet az ¢ &llapotban van, akkor gépek
meghibdsoddsi intenzitdsa \(i), a javitasi intenzitdsa pedig u(i, €) lesz. Gyors kiszolgalast
feltételezve p(i,€) = @ — 00, amint € — 0.

Jelolje (I, kK =1,...,r) a kontroldlé (£(t), t > 0) Markov-lanc stacionérius eloszla-
sat, Y.(t) a t-edik pillanatban meghibdsodott gépek szamat és legyen

Qc(m) =inf{t: t >0, Y.(t) = m+ 1|Y.(0) < m},

vagyis az a pillanat amikor el6szor lesz a hibas gépek szama (m+1), feltéve, hogy kezdetben
szdmuk nem nagyobb, mint m, m = 1,...,n — 1. Mivel gyors kiszolgalasrél van szé Q¢(m)
a végtelenhez tart, igy normalizdlnunk kell. Az aldbbi tétel megmutatja ezt a faktort és
egyben megadja az igy nyert valdszintiségi valtozé hatareloszlasat is.

1.4. Tétel. (Sztrik [J29]) A normdlt €™Q(m) valdszintiségi vdltozdk a rend-
szer kezdeti dllapotatol figgetlenil, e — 0 esetén, gyengén konvergdlnak egy exponencidlis
eloszlasu valoszintségi vdltozohoz, melynek paramétere

A= (m+1)! (mi 1) gm%

Vagyis
P(Qc(m) > t) = P(e€™Q(m) > €™t) =~ exp(—€e™At)

azaz, Qe(m) aszimptotikusan €™ A parameterd exponencidlis eloszldst kovet

€™ (m+1) (m+1)27“ (m+1)!(m11)2

=1 (
paraméterrel.

m+1 ( m+1
%

ons ym

Jelen modell részletes targyaldsa a csatolt Sztrik [J29] cikkben taldlhaté, ahol szdmos
0sszehasonlité numerikus eredményt is kozliink.

Hasonlé problémdkat vizsgdlnak a Sztrik [J19,J20,J27,J32,J33] dolgozatok is, azzal
a kulonbséggel, hogy pl. a gépek inhomogének, tobb véletlen kornyezetet tételezink fel
vagy szerelobrigdd haritja el a meghibdsoddsokat. Minden esetben az aszimptotikus ex-
ponencialitdst tudjuk bizonyitani, de természetesen ennek paraméterében szerepet kapnak a
kiilonbozo feltevésekben felléps paraméterek. A wvizsgalt rendszereknél numerikus példdakkal
szemléltetjik a kozelités haszndlhatosagat.

A fejezethez tartozo tovabbi publikdcié még a Sztrik [J25] cikk is.

Tételiink a Gaver, Jacobs, Latouche [15] dolgozatban taldlhaté eredményeket altald-
nositja, ahol bar a gépek véletlen kornyezetben dolgoznak, de homogének és a rendszer
hibamentes miikodési idejének csak az atlagat hatarozzak meg a szerzok.
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2. SZAMITOGEP ES TAVKOZLESI RENDSZEREK
MODELLEZESE

Az el6z6 fejezethez hasonldan itt is a bevezetében megadott altalanos modellt spe-
cializaljuk és a kiilonboz6 megoldéasi médszereket alfejezetenként targyaljuk.

2.1 Numerikus modszer

Jelen részben egy olyan meghibasodhato terminalrendszert modelleziink, ahol a fellép6
valészintiségi valtozdk exponencidlis eloszlasiak és egymastol fiiggetlenek. Feltételezziik,
hogy a programgeneralds intenzitdsa minden terminal esetében A és a kiszolgalasi in-
tenzitds pu. A programgeneralassal foglalkozé termindlok + intenzitassal hibasodhatnak
meg, melyeket r szerelo harithat el. Hasonléképpen a CPU sem megbizhatd, esetében a
meghibasodasi intenzitas «a, a javitasi intenzitas pedig . A CPU meghibdsodasa blokkolja
a termindl miveleteket és javitasa prioritast élvez a terminal javitasokkal szemben. Mint
lathaté a modell a gyakorlati életben eléfordulé problémara adhat megoldast és célunk
a szokasos rendszerjellemzok meghatarozasa. Megjegyezziik, hogy a termindlok esetében
sztochasztikus homogenenitast tételeziink fel.

A modell érdekessége, hogy legjobb tudomésunk szerint ebben a témakorben az elsék
kozott vesz figyelembe meghibasodhatd egységeket.

A szokasos médon be kell vezetniink néhany jelolést és meg kell adnunk a miikodést
leiré sztochasztikus folyamatot, amely az exponencialitdsok miatt Markov-lanc lesz.

Tehat legyen

1, ha a t-edik idopillanatban a CPU rossz,
X(t) = .

0, ha jo,
Y(t) = a t-edik idopillanatban a CPU-nal tartézkodé jobok szdama,
Z(t) = a t-edik idépillanatban a meghibasodott termindlok szdma.

Az emlitettek miatt

3-dimenzids, véges Markov-lanc lesz, melynek allapottere

((i,k,5), 0<i<1,0<k<n, 0<s<n-—k).

Az egyértelmiien 1étezo stacionarius valdszintiségeket jelolje



A szokasos médon a p(i, k, s)-re vonatkozd stacionarius allapotegyenletek

(a4 nX+nv)p(0,0,0) = Bp(1,0,0) 4+ 7p(0,0,1) + up(0,1,0),

(a+ (n—8)A+ st + (n—5)y)p(0,0,s) = Bp(1,0,s) + (n — s + 1)yp(0,0,s — 1)
+ (s+1)mp(0,0,s + 1) + up(0,1,s), 1<s<r-—1,

(a4 (n—8)A+r7+ (n—5)y)p(0,0,s) = Bp(1,0,s) + (n — s+ 1)yp(0,0,s — 1)
+r7p(0,0,s +1) + up(0,1,s), r<s<n-1,

(a+77)p(0,0,n) = Bp(1,0,n) +vp(0,0,n — 1),

+(n—k+1)Ap(0,k—1,0) 4+ up(0,k+1,0), 1<k<n-—1,

(a+ u)p(0,n,0) = Bp(1,n,0) + Ap(0,n — 1,0),

<a+u+(n_k_s))‘+rT+(n_k_3>7)p(07k78>:6p<1ak78)+up(07k+175)
+(m—k—s+1)yp0,k,s —1)+rmp(0,k,s+ 1)+ (n —k— s+ 1)Ap(0,k — 1, s),
1<k<n—r,r<s<n-—k,

(a+pu+(n—k—s)A+ (n—k—s)y+s7)p(0,k,s) = Bp(1,k,s) + up(0,k + 1, s)
+(n—k—s+1)yp(0,k,s—1)+ (s+ 1)mp(0,k, s + 1)
+(n—k—s+1)Ap(0,k —1,s),

n—r+1<k<n-11<s<n-—k,

(B4 (r—D1)p(l,k,s) =ap(0,k,s) + (r— D)1p(l,k,s+ 1),
0<k<n—r+1,r—1<s<n-—k,

(6+ sT)p(1, k,s) = ap(0,k,s) + (s + 1)mp(1, k,s + 1),
n—r+2<k<n—-1,0<s<r-—2,

Bp(1,n,0) = ap(0,n,0).
Elvben ez az egyenletrendszer minden tovabbi nélkiill megoldhatd, de a nagyszamu is-
meretlen miatt az alapmatrix nagy meméria igényli. Eppen ezért egy iteracios eljarast

alkalmazunk, hogy ezt a probléméat kikiiszobdljiik. Ehhez vezessiik be a kovetkezo vek-
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torokat:
Y = (p(0,k,0),...,p(0,k,n — k)T, 27 = (p(1,k,0),...,p(1, k,n — k)T,

Nem nehéz belatni, hogy ezek segitségével a fenti egyenleteket alkalmasan vélasztott mat-
rixokkal az alabbi alakban irhatjuk fel

YO = ByY® + coY® + Dyz@),

YO = 4, YE Y 4 BYW + o YD 4 Dz® 1 <k <n -1,
Y™ = 4,y + D,z

2% = FY® + H,ZW 0 <k <n-—1,

Z(n) — Fny(n)_

2.1. Tétel (Sztrik [J9]) A fenti egyenletrendszer megolddsdt az aldbbi iterdcids eljd-
rassal hatdrozhatjuk meg

YW =Ly 1<k <n, ZY =R, YW, 0,<k<n,
ahol

R,=F,, Ry =(E—Hy) 'F,, 0<k<n,
L,=(E—~D,R,) ‘A, Li, = (E — B, — CxLjs1 — DpRy) A, 1 <k<n-—1

A kitnduldsi Y(O) vektort az
(E— By — DoRo—CoLn) VO =g

homogén linearis egyenletrendszerbol adhatjuk meg egy multiplikativ konstans erejéig, me-
lyet a

n n—k

ZZZ})(@',]{:,S) =1

i=0 k=0 s=0
normalizalo feltételbol nyerhetjik.

Modelliink pl. a Kleinrock [27], Lavenberg [33], Nelson [35] munkékban taldlhaté d.n.
megbizhaté terminal-rendszerek altalanositésai.

A részletes targyalds a csatolt Sztrik [J9] cikkben taldlhatd, melyben szdmos numerikus
esettanulméanyt is elemziink. Hasonl6 problémét modellez a Sztrik [J8] cikk is.

Ezen jelenséget vizsgdlja inhomogén terminalrendszerek esetére a Sztrik [J26] cikk, ahol a
kiszolgaldsndl kilonbozé elveket tekinthetiink, pl. FCFES (First Come First Served) vagy
PPS (Priority Processor Sharing), melynek specidlis esete a hagyomdnyos PS (Processor
Sharing). Ezen rendszert vizsgdlja Polling kiszolgdldsi elv mellett a Sztrik [J35] cikk is.
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A termindlok heterogenitdsa miatt, valamint az alkalmazott elvtdl fliggéen a leiré Markov-
lanc allapottere sokkal nagyobb szdmossdgu lesz és a kozolt iteracids eljardsnak még nagyobd
jelentdsége lesz. Megfeleld vektorok bevezetése mellett az algoritmus lényege ugyanaz, mint
homogén esetben ezért az ismertetéstol eltekintiunk.

Erdekes meguizsgadlni, hogy a kilonbozo a kiszolgaldsi elveknek milyen hatdsa lesz pld.
a rendszer 0sszkihaszndltsagdra, a jobok dtlagos vdlaszoldsi idejére stb. FErre ad vadlaszt
tobb numerikus példdn keresztil a Sztrik [J34,J36,J38] cikk, melyben dsszehasonlitdsokat
talalunk a meghibdsodhato és nem-meghibasodhato rendszerek mikodést jellemzoire is. Nu-
merikus példdn keresztil megmutatjuk, hogy homogén forrds esetén meghibdsodhato ter-
mindlokndl a kiszolgdlo egység kihaszndltsaga fligg a kiszolgaldst elvtdl, ellentétben a megbiz-
hato esettel. Az dltalunk alkalmazott iterdcios eljards stabilitdsdt és pontossdagdt ellendriz-
tik az erlangeni egyetemen kifejlesztett programcsomag segitségével, ldsd Sztrik [C9], és
orommel tapasztaltuk, hogy az dltalunk vizsgalt esetekben a kapott eredmények megegyeztek.

2.2 Aszimptotikus mdédszer

2.2.1 Tobb-processzoru egy-buszos rendszerek

Az utobbi idében a bonyolult szamitastechnikai, telekommunikacids, valamint gyartasi
rendszerek modellezésében a konstrudlt sztochasztikus folyamat allapotainak nagy szama
miatt egyre nagyobb szerepet jatszanak az un. koltségkiméld modszerek, melyek segitsé-
gével a kivant rendszerjellemzdkre kiillonb6zo kozelitéseket adhatunk meg.

Az alabbiakban egy tobb-processzoru egy-buszos rendszer modellezésénél mutatjuk
meg, hogyan alkalmazhaté egy, a megbizhatésagelméletben alkalmazott aszimptotikus
modszer a szokdasos jellemzok meghatirozasara.

A torténeti hiiség miatt az elso, egy egyszerlibb modellen keresztiil szemléltetjiik ezt
a technikat.

Tekintsiik a bevezetésben vazolt alapmodellt a kovetkezo feltételekkel.

n szamu processzor exponencialis eloszldsi ideig generdl igényeket egy koézos memoria
felé, melyet egy kozos busz kot 0ssze a processzorokal. A feldolgozasi idok exponencidlis
eloszlast kovetnek. Feltessziik tovabba, hogy az egész rendszer viselkedését egy véges
Markov-lanc allapotai befolyasoljak. Ezek utan legyenek a processzorok igénygeneralasi
intenzitasai A(7, €), a kiszolgalasi intenzitasok pedig (1), feltéve, hogy a lanc az i dllapotban
tartozkodik, ¢+ = 1,2,...,r. Mivel a processzorok sokkal gyorsabban dolgoznak, mint a
busz, ezért A(i,€) = @ — 00, amint € — 0, i =1,...,r.

Jeldlje Q. a busz foglaltsagi periédushosszat és (m, k= 1,...,r) a kontroldlé6 Markov-
lanc staciondrius eloszlasat. A feltételek miatt nyilvanvald, hogy €2, nagyon hosszu lesz és
ezért normalizalnunk kell. Erre szolgal a kovetkezo allitas

2.2. Tétel (Sztrik [J30]) A rendszer kezdeti eloszldsdtdl figgetlenil, e — 0 esetén,
az €10, — k gyengén konvergdlnak eqy exponencidlis eloszldsi valdszintiségi vdltozéhoz,
melynek paramétere




Kovetkezésképpen
P(Qc >t) = P(e" 10, > " 't) ~ exp(—€e" 1 At),

vagyis, Qe aszimptotikusan exponencidlis eloszldsi az aldbbi paraméterrel

"IN =et n—l'zm 'n,—l: n_llz /\()nl

Ezek utan megmutatjuk, hogyan tudjuk meghatarozni a szokésos rendszerjellemzoket.
(i) Kihasznaltsagok

Jelolje U ill. U, a busz 6ssz- ill. a p-edik processzorra vonatkozo kihasznaltsdgat. Nyil-
vanvaléan U, = % és ismert felujitaselméleti Osszefiiggések alapjan egyszerii szamitésok
utan nem nehéz belatni, hogy

n!

r . n—1 r '
!+ (_Zlmu(i) (*:E:?) ) (zw:)

(ii) A processzorok ateresztéképessége

U=

Jelolje v, az emlitett mennyiséget a p-edik processzorra vonatkozoéan, ami nyilvinva-
l6an homogén esetben mindegyikre ugyanaz. Jo6l ismert, hogy

Up = Vpbp,

ahol b, a p-edik processzor 4tlagos kiszolgalasi ideje. EbbGI jelen esetben az aldabbi ossze-
fliggést nyerjiik
Up

710: r
o
1=1

(iii) Atlagos valaszolasi és varakozasi id6k

Jelolje T), ill. W), a p-edik processzortél szdrmazé igényekre vonatkozé fenti jellemzo-
ket. Mivel

1
P)/p - r 1 9
Ty + > mixm
i=1 c
lgy
1 - 1
T, = — Zm
A(2)?
[l — (5)
valamint



(iv) A busznal tartézkodoé igények dtlagos szama

Jelolje QP) annak staciondrius valészintiségét, hogy a p-edik processzor igénygenera-
lasi allapotban van. Jol ismert Osszefiiggések alapjan

£ TiXG r 1
P — =1 c — )
Q - - 7}7 ;ﬂ-z )\(Z) .

Igy az emlitett jellemzore a

- U - 1
Sr-Q=ns P Sy

formulat kapjuk.

A ko6z06lt eredmények a csatolt Sztrik [J30] cikkbél valdk, ahol tovabbi Gsszehasonlité
numerikus eredményeket is talalhatunk.

Modelliink az Ajmone Marsan, Balbao, Conte [1], Ishigaki, Takagi, Takahashi, Hase-
waga [26]-ban ko6zolt rendszerek dltaldnositdsai, ahol a véletlen kérnyezet nem befolydsolja
a mikodést.

A fentebb bemutatott alapmodellnek szdmos dltaldnositdsi lehetésége van attol fiiggden,
hogy a processzorok homogének vagy heterogének, kozos véletlen kornyezetben mikodnek
vagy sajatban stb. Ennek megfelelden szamos tovabbi cikk sziletett, nevezetesen Sztrik
[J16,J18,J24,C2,C4,C6]. Minden esetben a busz foglaltsdgi periddushosszdra az aszimp-
totikus exponencialitast tudjuk bizonyitani, de természetesen ennek paraméterében szerepet
kapnak a kilonbozo feltevésekben fellépd paraméterek. A wvizsgdlt rendszereknél numerikus
példdakkal szemléltetjik a kozelités haszndlhatdsdgat.

2.2.2 Telekommunikacios rendszerek

Jelen alfejezetben egy hasonl6 véges-forrasu rendszert vizsgalunk azzal a kiilonbséggel,
hogy az n szamu igényforras mindegyikének sajat generaldsi és kiszolgaldsi intenzitasa van.
Tegyiik fel, hogy a forrasok egy kozos véletlen kornyezetben dolgoznak, melynek valtozasait
egy (1,...,r1) allapottert & (t), t > 0) Markov-lanc ir le. Az igényeket egyetlen egység
szolgalja ki érkezési sorrendben, de a feldolgozasi intenzitdsokat egy, az el6zotol fiiggetlen,
(1,...,72) allapotteri (£2(t), t > 0) Markov-lanc, ill. az igényét mér elkiildott forrdsok
szama, befolyésolja.

Ezek alapjan jelolje Ay (i1, €) = @, ill. pp (32, s) az emlitett generaldsi ill. kiszolgala-
si intenzitasokat, . a kiszolgél6 foglaltsagi periodushosszat, m (i1, iz : 0; k1, ..., ky,) annak
staciondrius val6szinliségét, hogy &1 (t) az i1, £2(t) ie allapotban tartézkodik, minden igény
a kiszolgdls egységnél talalhaté ahové (kq, ..., k,) sorrendben érkeztek. Hasonl6 esemény
staciondrius valésziniiségét jeloli mq(i1,o: 1;ke, ..., ky,) azzal a kiilonbséggel, hogy a ki
indexti forras igénygeneralas alatt all.
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Igaz az alabbi allitas

2.3. Tétel (Sztrik [J28]) A rendszer kezdeti eloszlasatol figgetlenil, e — 0 esetén
az €10, — k gyengén konvergdlnak egy exponencidlis eloszldsi valdszintiségi vdltozéhoz,
melynek paramétere

1 T2 | . i | 1
A:ZZ Z W0(2171251;k2,...7kn)%
k1(Z1)

i1=1142=1 (ky,....k,)EV,"

K (in 2) e 22— (i27 m) i
Mgy (71) + Ak, (1) Moy (i1) + -+ Mg, (i) D’

ahol
1 T2 T1 T2
D:ZZZZ Z (1,02 : 05 k1, .., kp)
J1=1j2=141=142=1 (kq,...,kn,)EV,"
iy 51 + bizjz
. 2
(Gml + bigi, + ik, (12, 0))

€S i iys biyi, @ megfelelé Markov-lancok infinitezimalis mdatrizanak fodiagondlis-beli ele-
meit jelols.

X

Ennek segitségével az el6zéekben ismertetett médon a foglaltsagi periddushossz para-
méterére kozelitést adhatunk.

A részletes modell a csatolt Sztrik [J28] cikkben taldlhato.

Hasonlé problémdakkal foglalkoznak a Sztrik [J15,J17,J31,C7,J37,J39,J40] dolgozatok is az-
zal a kulonbséggel, hogy az igények sajat kornyezetben generdlodnak vagy sem, ill. hogy
egyetlen kiszolgdlo van vagy tobb. Minden esetben a kiszolgdlo eqyséq foglaltsagi periodus-
hosszdra az aszimptotikus exponencialitdst tudjuk bizonyitani, de természetesen ennek para-
méterében szerepet kapnak a kilonbozé feltevésekben fellépé paraméterek. A wvizsgdlt rend-
szereknél numerikus példakkal szemléltetjuk a kozelités haszndlhatosagat.

Eredményeink pl. a Daigle [12], Haverkort [23], Harrison, Patel [24] munkédkban
talalhaté modellek altalanositasai, ahol a véletlen kornyezet nem jatszik szerepet.

2.3 Sztochasztikus szimulacios mddszer

Koztudott, hogy a szochasztikus szimulacio az egyik leggyakoribb vizsgalati mdédszer
a maga elonyeivel és hatranyaival. Véleményem szerint a szimuldcioét csak akkor szabad
alkalmazni, ha mar méas mddszer nem all rendelkezésiinkre. Ezt azzal indoklom, hogy
a véletlen szamok generalasanal a fliggetlenség nem teljesen valosul meg és az egyensilyi
allapot elérése is sok idot vehet igénybe. Nem beszélve még a kapott mennyiségekre adhaté
konfidencia-intervallumok szerkesztésérol. Eppen ezért kutatasaimban kevesebb hangsilyt
fektettem erre a témara. Természetesen vannak esetek, amikor alkalmaztam. Ilyen példaul
a 2.2.1 fejezetben ismertetett problémakor, amikor a numerikus szamolasoknak korlatot
szab a memoéria kapacitasa. Mivel a jelenlegi hardver-konfiguraciéval csak 5-6 terminalra
tudtuk megadni a jellemzoket elkészitettiitk a szimuldcids programcsomagot is. A tesz-
telésre a numerikus eredményeket hasznédltuk. Nyilvanvaléan a masik inditék az volt, hogy
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necsak exponencialis eloszlasok esetén tudjuk modellezni a rendszert. Tobb, a gyakorlatban
felmeriil6, de még generdlhatd eloszlast felhasznalva vizsgaltuk a teljesitményjellemzdkre
vonatkozo kiilonboz6 hatdsokat, lasd a Sztrik [C5] cikket.

A fejezethez tartozo tovabbi publikdciok Sztrik [C1,C3] dolgozatok is, melyekben a modern
telekommunikdcios rendszerekre jellemzo vdltozo intenzitasu érkezési és kiszolgdldsi folya-
matokkal rendelkezo rendszerek esetében vizsgdltuk az igényvesztés valosziniségét. Mivel

ezekben a cikkekben is tételként nehezen megfogalmazhato kovetkeztetések szerepelnek ezek
kimonddsdtol eltekintiink.
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3. BONYOLULT RENDSZEREK MEGBIZHATOSAGI
VIZSGALATAI

3.1 Aszimptotikus modszer

A bevezetésen mar utaltunk rd, hogy a szovjet matematikusok nagyon hatékony
modszereket dolgoztak ki a fenti problémakorre. Az alabbiakban egy viszonylag bonyolult
rendszeren szeretném bemutatni az aszimptotikus viszgalatok elonyét.

Tekintsiik a bevezetésben megadott modellt a kovetkezo feltevésekkel. A n szamu
felajithato elem mindegyike egy véletlen kornyezetben funkcional. A p-edik koérnyezetet
az (1,...,7p) allapotert (§,(t), t > 0) Markov-lanc vezérli. Ha &,(t) az i, allapotban
tartozkodik és mar s elem meghibasodott, melyeknek indexei ky,...,ks, s=0,...,n —1,
akkor a p-edik egység a (¢, t+h) id6intervallumban A\, (ip, : k1, . .., ks)h+o(h) valészintiséggel
hibdsodik meg, p € {1,...n} \ {ki,...,ks}. A javitdsokat egy R tagu szerel brigad
végzi érkezési sorrend alapjan. A javitok tevékenységét egy (1,...,7,41) allapotteri
(&€nt1(t), t > 0) Markov-lanc allapotai is befolydsoljdk. Tegyiik fel, hogyha &,11(t) az
in+1 allapotban tartozkodik, a ki, ..., ks index®i elemek mar meghibasodtak, s =1,...,n,
akkor a p-edik elemet a (¢,t + h) id6intervalumban i, (in41 : k1, ..., ks; €)h + o(h) valdszi-
niiséggel javitjdk ki, ahol p € {k],..., k;nin(s’R)}, valamint {k], ... ,k:fnin(s’R)} a kiszolgalas
alatt 1évo elemek indexei.

Tovabbi feltevéseink, hogy a fellépd Osszes valdszintiségi valtozo és a véletlen kornye-
zetek egymdstol fiiggetlenek.

Gyors kiszolgalds esetén szeretnénk meghatarozni a rendszer hibamentes miikodési
idejének az eloszlasat. Vagyis legyen

/J’p(in—i—l : kl, ce ks)
€

és e — 0.

,Up(in—l—l o P 6) =
Jeldlje Y. (t) a t-edik id6pillanatban hibés elemek szamét és legyen
Q. =inf{t: t >0, Y(t) =m+ 1Y, (0) <m},

vagyis az az id6tartam amig a hibéds elemek szama el6szor lesz m+ 1, m =1,...,n — 1,
azaz (.(m) adja meg a hibamentes miikddés idStartamat.

Jelélje tovabbs (7, i, = 1,....7), p = 1,...,n+ 1 a megfeleld Markov-lincok
staciondrius eloszlasat. Mivel gyors kiszolgalasrol van szd, ezért lathatéan a rendszer
meghibasodéasa ritka esemény lesz, azaz bekovetkezésének valosziniisége nagyon kicsi.
Vagyis €2 (m) nagyon nagy lesz, igy normalizalnunk kell, hogy megkaphassuk a hatarelosz-
last. Kimondhatjuk az alabbi allitast

3.1. Tétel. (Sztrik [J21]) A rendszer kezdeti dllapotdtdl figgetlenil, ¢ — O esetén,
€™Qc(m) — k gyengén kovergdlnak egy exponencidlis eloszldsi valdsziniiségi vdltozohoz,
melynek paramétere

r1
z : 2 : z : =0

A = Ce H 7T2(p) S.
. ' P m min(s,R)
i1=1 int1=1 (kl,...,kmﬂ)eVyZ”“ p=1

Tn+1 (n—|—1 > H )\ks-f—l(ik’ : kla SRR ks)
I > /qu(in+1 tki, .o k)
s=1 g¢g=1
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Koévetkezésképpen Qc(m) eloszldsdt az aldbbiak szerint kozelithetjik
p(Qe(m) > t) = P(e™Q(e(m) > €™t) ~ exp(—€e™At),

azaz Q. (m) maga is exponencidlis eloszldst kdvet, melynek paramétere €™A.
Jelen modell a csatolt Sztrik [J21] cikkben talalhatd részletesen.

Hogy ehhez az elég bonyolult rendszerhez eljuthassunk és megismerjik a rendszer struk-
turdjat természetesen szdmos modellt tanulmdnyoztunk, erre vonatkozo dolgozatok Sztrik
[J2-J5,J7,J10-J12,J14,J22,J23]). Mindegyiknél konkrétan fel kellett irnunk a bevezetett
Markov-lanc dtmenetvaldsziniségeit, megmutatnunk, hogy ezek elonyos struktirdjiak, és
meg kellett hatdaroznunk a hatdreloszldsként kapott exponencidlis eloszlds paraméterét.

A vizsgalt modellek olyan rendszerek altalanositasai, ahol a meghibasodasi és javitdsi
intenzitdsok nem véaltoznak. Ilyen irdnyi eredmények taldlhaték pl. az Anisimov [3],
Gertsbakh [17,18], Gnedenko [20,21], Rukhin, Hsieh [38] munkakban.

Meg kell jegyezniink, hogy az els6k kozott vizsgaltam olyan rendszereket, ahol a
meghibasodasi és javitasi intezitasokat egy hattér folyamat allapotai befolyasolnak igy bi-
zonyos értelemben az elemek fiiggetlenségét enyhiteni tudjuk. Ezekre a munkaimra szamos
hivatkozast kaptam vezeté ukran matematikusoktol, pl. I.N. Kovalenko, V.V. Anisimov.

3.2 Sztochasztikus szimulacios modszer

A német-magyar Tét egyuttmikodés keretében olyan szimuldcios programcsomagot
készitettunk, ahol véges-forrdasiu, Markov-vezérelt rendszereket tanulmdnyozunk, melyeknél
a fellépd valoszinidségi valtozok kevert Erlang-eloszldsuak. A rendszerjellemzékre a Law-
Carson eljards segitségével konfidencia-intervallumot is adunk. Ilyen szoftver létezésérdl
nem tudunk, bar végtelen forrdsra a telekommunikdcios rendszerek modellezése miatt ter-
mészetesen t6bb nagyon hatékony i.n. ” tool 7 taldlhatd, lisd pl. Haverkort [23].

Jelen programcsomag ismertetése a csatolt Sztrik [C8] cikkben taldlhaté.
Az elért eredmények alkalmazasa

Véleményem szerint mind elméleti mind pedig gyakorlati érdekességek is felmeriilnek.
A rendszerek Markov-modulaltsdga lehetéséget ad a gyakorlati problémak élethiibb mo-
dellezésére de ezaltal no a leiré6 Markov-lanc dllapotainak szdma. Ezen hatrany kezelésére
rekurciés formulakat adtam meg, illetve gyors kiszolgdlasnal exponencidlis eloszlassal valé
kozelitést alkalmaztam. A szimulaciés programcsomag nem-markovi bonyolult rendszerek
vizsgalatat teszi lehetové, amelyek nagyon jol alkalmazhaték mind a megbizhatésagelmélet-
ben mind pedig a tavkozlési rendszerek hatékonysagi vizsgalataiban. Az eredmények
kozvetve vagy kozvetleniil a kozeli jovoben felhasznélasra keriilhetnek.
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