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Sztrik János
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Bevezetés

Jelen dolgozat témaköre a modern alkalmazott valósźınűségszámı́tás egyik legdinami-
kusabban fejlődő ágához, nevezetesen a sorbanállási elmélethez tartozik. A szakirodalom
szerint az első publikált eredmények l9l8-ban születtek, melyek A.K. Erlang dán mérnök-
matematikus névéhez fűződnek [13], aki telefonforgalmi problémákra adott matematikai
modelleket. Ezt követően számos gyakorlati feladatot sikerült megoldani sztochasztikus
módszerekkel. Az elmélet fejlődéséhez a számı́tástechnikai, távközlési és kommunikációs
rendszerek rohamos térhód́ıtása is nagyban hozzájárult. A gyakorlati problémák mo-
dellezéséhez a sztochasztikus folyamatok mind általánosabb osztályait kellett bevezetni.
Évente sok új könyv jelenik meg és új folyóiratok indulnak a különböző tudományterüle-
teken felmerülő problémák megoldására. Külön meg kell emĺıtenünk az utóbbi időben
intenźıv fejlődésnek indult h́ırközlési rendszereket és a számı́tógép-vezérelt gyártási folya-
matokat, amelyek kikényszeŕıtik a matematikai modellek általánośıtásait. Számos cikk és
könyv jelent meg az emĺıtett témakörökben, éppen ezért a teljesség igénye nélkül, a kutatói
és alkalmazói köztudatban alapirodalomként számontartott műveket emĺıthetjük, mint pl.
[3,6,7,9-12,14,19,24,27, 28,33-35,37,41,45-48,50]. Felh́ıvjuk a figyelmet a [10,47] munkákra,
ahol bőséges forrás áll az érdeklődők rendelkezésére.

A nemzetközi vérkeringésbe a magyar szakemberek elég hamar bekerültek és ma is
számosan tevékenykednek. Ki kell emelnünk időrendi sorrenben Takács Lajos, Tomkó
József, Arató Mátyás, Gergely József, Mogyoródi József, Bártfai Pál, Győrfi László, Ben-
czúr András, Lakatos László, Asztalos Domokos, Jereb László, Telek Miklós, Almási Béla
munkásságát, akik nagyban hozzájárultak a hazai kutatások nemzetközi elismertségéhez,
lásd például [5,16,22,43,44,45,49]. Kezdetben ezek a csoportok csak Budapesten dolgoztak,
de Tomkó József és Arató Mátyás vezetésével a debreceni kutatók is számos szép eredményt
értek el és a különböző pályázatok seǵıtségével jelenleg is akt́ıv nemzetközi együttműködés
folytatnak német, holland, japán, ukrán, angol kollégákkal.

Jelen dolgozatban a kanditátusi fokozat megszerzése óta (1989) megjelent munkáimból
gyűjtöttem össze a leglényegesebbeket, ügyelve arra, hogy lehetőleg minden témakör em-
ĺıtést nyerjen.
Ennek megfelelően 3 téziscsoportba szedtem a megoldott problémákat, nevezetesen, gép-
kiszolgálási problémák, számı́tógép és távközlési rendszerek modellezése, bonyolult rend-
szerek megb́ızhatósági vizsgálatai. Az egyes témakörökön belül külön foglalkoztam az ana-
litikus, numerikus, aszimptotikus és sztochasztikus szimulációs megoldási módszerekkel. Az
alábbiakban röviden ismertetjük az alapproblémákat, a konkrét feltevéseket a megfelelő
fejezetekben adjuk meg.

Gépkiszolgálási problémák

Tegyük fel, hogy egymástól függetlenül n db gép dolgozik, majd bizonyos idő után
meghibásodnak. A jav́ıtást egy vagy több szerelő végzi valamely elv alapján, általában
érkezési sorrend vagy bizonyos prioritások megadása szerint. A hibamentes működési és
jav́ıtási idők valósźınűségi váltózók, a matematikai kezelhetőség miatt általában függetle-
nek. Célunk, hogy megadjuk az egyensúlyi rendszerjellemzőket, úgymint, gépkihasználtsá-
gok, a szerelő hatékonysága, a meghibásodott gépek átlagos száma, a gépek hibás állapotban
való tartózkodásának átlagos ideje stb.
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Nyilvánvalóan a matematikai modellek bonyolultsága attól függ, hogy milyen eloszlást
tételezünk fel az emĺıtett valósźınűségi változókról, a gépek különbözőek vagy sem, egy
vagy több szerelő dolgozik ill. milyen jav́ıtási elvet követünk. A probléma fontosságát jól
szemléltetik a korai publikációk. A teljesség igénye nélkül megadunk néhány érdekesebb
munkát, lásd [4,25,36,43,45]. Külön szeretném felh́ıvni a figyelemet a [39] cikkre, ahol
bőséges nyugati irodalom van felsorolva, sajnos mellőzve az ú.n. keleti irodalmat.

Számı́tógép és távközlési rendszerek modellezése

Tegyük fel, hogy n db terminál egymástól függetlenül bizonyos idő után igényeket
generál a CPU felé, majd tétlen marad amı́g választ nem kap tőle. A CPU a jobokat
bizonyos elv szerint szolgálja ki, amely általában FIFO, PS, Polling ill. különböző pri-
oritásos elv. Célunk, hogy megadjuk a rendszer egyensúlyi jellemzőit, úgymint, CPU
kihasználtság, a CPU átlagos foglaltsági periódushossza, terminál kihasználtságok, a jobok
átlagos válasz ideje stb. A matematikai modell bonyolultsága attól függ, hogy a terminálok
valósźınűségi szempontból homogének-e vagy sem, milyen elv szerint szolgálja ki őket a
CPU, a generálási valamint a kiszolgálási idők milyen eloszlást követnek, a terminálok ill.
a CPU meghibásodhatnak-e vagy sem.

Hasonló modellekkel találkozhatunk a több-processzorú egy-buszos rendszerek esetén
is, ahol a terminálok szerepét a processzorok, CPU helyét pedig a busz veszi át. Termé-
szetesen számos probléma modellezhető a h́ırközlési és számı́tógépes hálózatok területén
is, pl. szerver-kliens rendszerek, stb.

Javasolt irodalom: [1,2,5,7,10-12,23,24,35,26,27,33,40,49,50].

Bonyolult rendszerek megb́ızhatósági vizsgálatai

Tegyük fel, hogy egymástól függetlenül n db elem működik, majd bizonyos idő után
meghibásodnak. A jav́ıtást egy vagy több szerelő végzi valamely elv alapján, általában
érkezési sorrend vagy bizonyos prioritások megadása szerint. A hibamentes működési és
jav́ıtási idők valósźınűségi váltózók, a matematikai kezelhetőség miatt általában függet-
lenek. Célunk, hogy megadjuk a rendszer hibamentes működési idejének az eloszlását.
Matematikailag ez nem más, mint a konstruált sztochasztikus folyamatnak az állapot tér
bizonyos részhalmazában való tartózkodási idejének az eloszlása. Nyilvánvalóan a mate-
matikai modellek bonyolultsága attól függ, hogy milyen eloszlást tételezünk fel az emĺıtett
valósźınűségi változókról, a gépek különbözőek vagy sem, egy vagy több szerelő dolgozik
ill. milyen jav́ıtási elvet követünk. A problémák megoldásában nagy szerepet kaptak az
orosz ill. ukrán matematikusok által kifejlesztett aszimptotikus módszerek, melyek jól
alkalmazhatók figyelembe véve, hogy az elemek átlagos működési ideje általában sokkal
nagyobb, mint az átlagos jav́ıtási idejük. Erre a tényre a fent emĺıtett modellekben gyors
kiszolgálású rendszerek terminológiával hivatkoznak. Feltétlenül meg kell emĺıtenünk Gne-
denko, Solovjev, Koroljuk, Turbin, Kovalenko, Anisimov, Buszlenko, Kalasnikov munkás-
ságát. Idetartozó legfontosabb irodalom: [3,6,8,17-21,29-32,38,42].

Mint látható, a fenti modellek közös jellemzője, hogy az igények egy véges forrásból
származnak és a kiszolgálás után oda is térnek vissza. A forrás újabb igényt nem generál
addig, amı́g az előző vissza nem tér oda. Az ilyen t́ıpusú sorbanállási rendszereket véges-
forrású rendszereknek nevezzük, és innen ered a dolgozat ćıme is. A téma fontosságát
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nagyon jól tükrözi az a tény, hogy a szakirodalomban alapműnek számı́tó Takagi [46] könyv
2. kötetében található 4. fejezet 200 oldalon tárgyalja ezen problémakört.

Az új tudományos eredmények rövid ismertetése
Jelen dolgozat 3 fejezetből ( téziscsoportból ) áll, melyekben az előbb felsorolt problé-

macsoportok kifejtést nyernek. Munkámhoz 8 darab publikációt csatoltam, ahol a fel-
vetett problémák történeti áttekintése megtalálható, ezért ezektől a megfelelő alfejezeteknél
eltekintettem. Ezen összefoglalóban törekedtem arra, hogy a sorbanállási rendszerek vizs-
gálatában használt módszerek mindegyike emĺıtést nyerjen. Ennek megfelelően gyűjtöttem
össze a cikkeket, de a publikációs listából látható, hogy az utóbbi években a numerikus és
az aszimptotikus módszerek nagyobb hangsúlyt kaptak, mivel a rendszerek is bonyolultab-
bak. Törekedtem arra, hogy kevésbé bonyolult modellekben bemutassam az alkalmazott
módszer lényegét és a komplexebb rendszerekre megadjam a megfelelő hivatkozást.

Gépkiszolgálási problémák

• Megmutattam, hogy tetszőleges eloszlású működési időket és exponenciális eloszlású
jav́ıtási időket feltételezve, véletlen kiszolgálási elvet alkalmazva a stacionárius való-
sźınűségek szorzat-alakban ı́rhatók fel, melyek csak a működési idők átlagától függnek.

A gépkiszolgálási probléma olyan modelljével foglalkoztam amikor a gépeket prioritásos és
közönséges csoportokba soroljuk. Minden egység működési és jav́ıtási ideje exponenciális
eloszlású rá jellemző intenzitásokkal, vagyis heterogének. A meghibásodásokat egyetlen
szerelő háŕıtja el a csoporton belül érkezési sorrendben, de a prioritásos gépeknek a jav́ıtása
megszaḱıtásos prioritást élvez a közönségesekkel szemben. Célunk, hogy megadjuk a
szokásos egyensúlyi rendszerjellemzőket, ú.m. a szerelő és a gépek kihasználtsága, átlagos
várakozási, hibás állapotban való tartózkodási idők, a szerelő átlagos foglaltsági periódus-
hossza, a hibás gépek átlagos száma, átlagos sorhossz, stb. Továbbá alkalmas célfüggfény
felálĺıtásával eldöntsük, hogy melyik gépcsoportnak adjunk prioritást.
• Bár az exponencialitások miatt a bevezetett folyamat folytonos idejű Markov-lánc lesz,

de ennek állapot tere nagyon nagy számosságú lehet. Ezért a stacionárius valósźınűsé-
geket megfelelő vektorokba rendezve az állapotegyenleteket egy rekurźıv alakban ı́rtam
fel, melynek seǵıtségével a számı́tások memória igényét nagymértékben csökkentettem

• Feltételezve, hogy a gépek meghibásodási és jav́ıtasi intenzitásai valamely háttér folya-
mat állapotaitól is függnek, gyors kiszolgálás esetén bebizonýıtottam, hogy az az idő-
tartam amı́g a hibás gépek száma egy előre megadott szintet elér aszimptotikusan ex-
ponenciális eloszlású lesz.

Számı́tógép és távközlési rendszerek modellezése

Olyan meghibásodható terminálrendszert modelleztem, ahol a fellépő valósźınűségi vál-
tozók exponenciális eloszlásúak és egymástól függetlenek. Feltételezzük, hogy a program-
generálás intenzitása minden terminál esetében λ és a kiszolgálási intenzitás µ. A program-
generálással foglalkozó terminálok γ intenzitással hibásodhatnak meg, melyeket r szerelő
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háŕıthat el. Hasonlóképpen a CPU sem megb́ızható, esetében a meghibásodási intenzitás
α, a jav́ıtási intenzitás pedig β. A CPU meghibásodása blokkolja a terminál műveleteket és
jav́ıtása prioritást élvez a terminál jav́ıtásokkal szemben. Mint látható a modell a gyakor-
lati életben előforduló problémára adhat megoldást és célunk a szokásos rendszerjellemzők
meghatározása. Megjegyezzük, hogy a terminálok esetében sztochasztikus homogenenitást
tételeztem fel.

A modell érdekessége, hogy legjobb tudomásunk szerint ebben a témakörben az elsők
között vesz figyelembe meghibásodható egységeket.
• Bár az exponencialitások miatt a bevezetett folyamat folytonos idejű Markov-lánc lesz,

de ennek állapot tere nagyon nagy számosságú lehet. Ezért a stacionárius valósźınűsé-
geket megfelelő vektorokba rendezve az állapotegyenleteket egy rekurźıv alakban ı́rhat-
tam fel. A kapott egyenletrendszer megoldását iterációs eljárással határoztam meg,
amely nagymértékben csökkentette a program memória igényét.

P számú processzor exponenciális eloszlású ideig generál igényeket egy közös memória felé,
melyet egy közös busz köt össze a processzorokal. A feldolgozási idők exponenciális eloszlást
követnek. Feltesszük továbbá, hogy az egész rendszer viselkedését egy véges Markov-lánc
állapotai befolyásolják. Ezek után legyen a p− edik processzor igénygenerálási intenzitása
λp(i, ε), a kiszolgálási intenzitása pedig µp(i), feltéve, hogy a kontoláló lánc az i állapotban
tartózkodik, i = 1, 2, . . . , r, p = 1, 2, . . . , P .
Mivel a processzorok sokkal gyorsabban dolgoznak, mint a busz, ezért λp(i, ε) = λp(i)

ε →∞,
amint ε → 0, i = 1, . . . , r, p = 1, 2, . . . , P .

Jelölje Ωε a busz foglaltsági periódushosszát. Célunk ezen valósźınűségi változó elosz-
lásának a meghatározása. A feltételek miatt nyilvánvaló, hogy Ωε nagyon hosszú lesz és
ezért normalizálnunk kell. A normalizált változó határeloszlásának ismeretében azonban
már közeĺıteni tudjuk az eredeti eloszlást. Erre szolgál a következő álĺıtás:
• A rendszer kezdeti eloszlásától függetlenül, ε → 0 esetén, az εP−1Ωε − k gyengén kon-

vergálnak egy exponenciális eloszlású valósźınűségi változóhoz, melynek paraméterét
egyszerűen kiszámı́thatjuk, sőt homogén kiszolgálás esetén konkrétan megadhatjuk.
Ezek után a szokásos rendszerjellemzők már meghatározhatók.

Bonyolult rendszerek megb́ızhatósági vizsgálatai

• Elsők között vizsgáltam olyan rendszereket, ahol bár a fellépő valósźınűségi változók ex-
ponenciális eloszlásúak, de a meghibásodási és jav́ıtási intenzitásokat egy háttér folya-
mat állapotai befolyásolják ı́gy bizonyos értelemben az elemek függetlenségét enyh́ıteni
tudtam. Feltételezve, hogy a jav́ıtásokat a meghibásodásokhoz képest sokkal gyorsabban
jav́ıtják ki, megmutattam, hogy a rendszer élettartama aszimptotikusan exponenciális
eloszlású.

• A német-magyar Tét együttműködés keretében olyan szimulációs programcsomagot
késźıtettem, ahol véges-forrású, Markov-vezérelt rendszereket tanulmányozunk, me-
lyeknél a fellépő valósźınűségi változók kevert Erlang-eloszlásúak. A rendszerjellemzők-
re a Law-Carson eljárás seǵıtségével konfidencia-intervallumot is adtam.
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Össześıtve
• Tudomásom szerint az elsők között vizsgáltam nem-megb́ızható heterogén terminál-

rendszereket, valamint véletlen környezetben működő rendszereket, melyekre különböző
alkalmazási területeken különböző terminológiával hivatkoznak, pl. Markov-modulált,
Markov-vezérelt, változó paraméterű rendszerek, stb.

• A problémák vizsgálataihoz új rekurziós numerikus eljárásokat vezettem be és ráviláǵı-
tottam a modellek újszerűségére, mivel megmutattam, hogyan lehet a megb́ızhatóság-
elméletben alkalmazott aszimptotikus módszerekkel vizsgálni bonyolult számı́tógép– és
telekommunikációs rendszereket.

• Olyan szimulációs programcsomagot késźıtettem, ahol véges-forrású, Markov-vezérelt
rendszereket tanulmányoztam, melyeknél a fellépő valósźınűségi változók eloszlása Er-
lang-eloszlások keveréke. A rendszerjellemzőkre a Law-Carson eljárás seǵıtségével
konfidencia-intervallumot is adtam.

Meg kell jegyeznünk, hogy a kutatott téma nem minden esetben teszi lehetővé, hogy a
matematikában megszokott tétel formában kimondhassuk az eredményt, mivel sok esetben
numerikus eljárásokat kellet beprogramoznunk, melyek seǵıtségével a rendszer különböző
input paramétereinek a rendszerjellemzőkre gyakorolt hatásátát akartuk vizsgálni.
Hasonló okok miatt a szimulációs programcsomagokat is csak vázlatosan mutathatjuk be.
Fel szeretnénk h́ıvni a figyelmet arra, hogy a mai bonyolult rendszerek vizsgálataiban nem
elég egyetlen megoldási módszer hiszen a kapott eredményeket ellenőriznünk kell, és ezért
szokás az emĺıtett módszerek szinte együttes alkalmazása.

Végül köszönetemet szeretném kifejezni volt tanáraimnak, jelenlegi munka-
társaimnak és tańıtványaimnak akik tanácsaikkal, kérdéseikkel és észrevételeikkel arra
ösztönöztek, hogy megtaláljam az összhangot a matematikai precizitás és az alkalmazási
szint között.

Hálás vagyok a Kossuth Lajos Tudományegyetem, valamint a jogutód Debreceni
Egyetem Matematikai és Informatikai Intézetének, hogy infrastruktúrájával munkámat
seǵıtette.

A kutatásokhoz az OTKA-l648/90, T0l4975/95, MKM FKFP-04556/1997, OMFB
TéT D-12/97 pályázatok valamint a Széchenyi Professzori Ösztönd́ıj részleges anyagi tá-
mogatást nyújtottak.
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1. GÉPKISZOLGÁLÁSI PROBLÉMÁK
Jelen fejezetben a bevezetőben léırt általános modellt specializáljuk azáltal, hogy min-

den esetben megadjuk a megfelelő eloszlásokat és a kiszolgálási elvet. Az ismertetett
rendszerek részletes vizsgálatához csatoljuk a publikált cikket, bővebb információk is ott
találhatók. Alfejezetenként tárgyaljuk a különböző megoldási módszereket.

1.1 Analitikus módszer
Tegyük fel, hogy az i-dik gép működési ideje tetszőleges eloszlású, de abszolút folytonos

valósźınűségi változó fi(x) sűrűségfüggvénnyel, a jav́ıtási idők µi paraméterű exponenciális
eloszlást követnek. A jav́ıtást r db szerelő végzi a következő elv szerint. Minden meg-
hibásodásnál és jav́ıtás befejezésnél a kiszolgálások megszakadnak és a meghibásodott
gépeket véletlenszerűen kezdik ismét jav́ıtani, vagyis SIRO (Service In Random Order)
elvet követünk. Természetesen, ha minden szerelő foglalt akkor sorbanállás alakul ki.
Feltételezzük továbbá, hogyha k db gép áll, akkor az igényelt működési idők a(k), az
igényelt jav́ıtási idők pedig b(k) intenzitással növekednek ill. csökkennek, a(k) > 0,
k = 1, . . . , n, b(k) > 0, k = 0, . . . , n − 1. Az érintett valósźınűségi változók függetlenek
egymástól.

Mivel a gépek inhomogének, ezért a rendszer működését léıró matematikai modell egy
kissé bonyolult lesz.

Be kell vezetnünk a következő jelöléseket ill. sztochasztikus folyamatot:
ν(t) : a t-dik időpillanatban működő gépek száma,
α1(t), . . . , αν(t)(t) : indexeik,
ξα1(t), . . . , ξαν(t)(t) : a t-dik időpillanatban működő gépek eddig eltelt

folyamatos működési idejei, megfelelően.
Könnyű látni, hogy az

X
¯
(t) =

[
ν(t); α1(t), . . . , αν(t)(t); ξα1(t), . . . , ξαν(t)(t)

]

szakaszosan lineáris Markov-folyamat, melynek állapotterét az

{
(k; i1, . . . , ik; x1, . . . , xk), xi > 0, i = 1, . . . , k, (i1, . . . , ik) ∈ Ck

n

}

események alkotják, vagyis

(ν(t) = k; α1(t) = i1, . . . , αk(t) = ik; ξi1 ≤ x1, . . . , ξik
≤ xk; xs > 0, s = 1, . . . , k)

k = 1, . . . , n, ahol Ck
n n elem k-ad osztályú kombinácóinak halmazát jelöli, kiegésźıtve a

{0} állapottal, amikor minden gép hibás. A stacionárius valósźınűségekre vezessük be a
következő függvényeket:

Qo = lim
t→∞

P (ν(t) = 0),

Qi1,...,ik
(x1, . . . , xk) = lim

t→∞
P (ν(t) = k; αS(t) = is; ξis ≤ xs, s = 1, . . . , k) .
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Gnedenko-Kovanenko [19] alapján, ha

a(k + 1) > 0, b(k) > 0, k = 0, . . . , n− 1, 0 < µi < ∞,
1
λi

=
∫ ∞

0

xfi(x)dx < ∞,

i = 1, . . . , n, akkor ezek egyértelműen léteznek.
A szokásos módon az ú.n. a normált-sűrűségfüggvényekre feĺırhatjuk a megfelelő

integro-differenciál egyenletrendszert és a kezdeti feltételeket, melyekből ezek az ismeret-
lenek meghatározhatók. Legyenek továbbá

Q(i1, ..., ik) = lim
xi→∞, i=1,...,k

Qi1,...,ik
(x1, . . . , xk)

(i1, ..., ik) ∈ Ck
n, k = 1, . . . , n,

Q̂k = lim
t→∞

P (ν(t) = k), k = 0, . . . , n.

A fő eredményünk az, hogy a stacionárius valósźınűségek szorzat-alakúak és csak a várható
értékektől függnek. Nevezetesen, kimondhatjuk az alábbi álĺıtást

1.1. Tétel. (Sztrik [J13]) A fenti valósźınűségekre igazak a következő összefüggések:

Q(i1, . . . , ik) =
(n− k)!
r!rn−r−k

a(k + 1) . . . a(n + k)
b(k) . . . b(n + k − 1)

1∏
s 6=i1,...,ik

µs

1∏k
j=1 λij

c,

k = 1, . . . , n− r,

Q(i1, . . . , ik) =
a(k + 1) . . . a(n + k)
b(k) . . . b(n + k − 1)

1∏
s 6=i1,...,ik

µs

1∏k
j=1 λij

c,

k = n− r, . . . , n.

Mivel
Q̂n = Q(1, . . . , n), c = λ1 . . . λnQ̂n, Q̂0 = Q0,

Q̂k =
∑

(i1,...,ik)∈ck
n

Q(i1, . . . , ik),

az egész rendszer a Q̂n mennyiségtől függ, melyet a szokásos normalizáló feltételből hatá-
rozhatunk meg.

A rendszer részletes léırása a csatolt Sztrik [J13] cikkben található, ahol további kö-
vetkezményeket is megadunk.

A kapott eredmények a Kleinrock [27], Stecke, Aronson [39], Takagi [46] munkákban
található modellek általánośıtásai, ahol vagy homogén vagy azonos intenzitással b́ıró rend-
szereket vizsgálnak.
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1.2 Numerikus módszer

Tegyük fel, hogy a gépeket két csoportba sorolhatjuk, m gép a prioritásos n pedig
a közönséges fajtához tartozik. Minden gép esetén a működési és jav́ıtási idők expo-
nenciális eloszlásúak a rájuk jellemző paraméterekkel. A jav́ıtásokat egy szerelő végzi
abszolút elsőbbséget adva a prioritásos csoportba tartozóknak, de mindkét csoporton belül
FIFO elvet alkalmaz. A fellépő valósźınűségi változók függetlenségét feltételezve szeretnénk
meghatározni a szokásos rendszerjellemzőket és különböző költségek megadásása esetén
eldönteni, hogy melyik gépcsoportnak adjunk prioritást. Ehhez vezessük be a következő
jelöléseket:

κ(t) : a t-dik időpillanatban meghibásodott prioritásos gépek száma,
α1(t), . . . , ακ(t)(t) : indexeik a meghibásodás sorrendjében,
ν(t) : a t-dik időpillanatban meghibásodott közönséges gépek száma,
β1(t), . . . , βν(t)(t) : indexeik a meghibásodás sorrendjében.

Mivel a fellépő valósźınűségi változók exponenciális eloszlásúak az

X
¯
(t) =

{
κ(t); α1(t), . . . , ακ(t)(t) : ν(t); β1(t), . . . , βν(t)(t)

}

véges állapotterű, folytonos idejű Markov-lánc, melynek állapotait a

{
(k; i1, . . . , ik : s; j1, . . . , js), k = 0, . . . , m, s = 0, . . . , n, (i1, . . . , ik) ∈ V k

m,

(j1, . . . , js) ∈ V s
n , i0 = 0, j0 = 0

}
,

események alkotják, ahol V r
k k elem r-ed osztályú variációinak lexikografikusan rendezett

halmazát jelöli. A létező stacionárius eloszlásra vezessük be az alábbi jelölést

p(0 : 0) = lim
t→∞

P (ν(t) = 0 : κ(t) = 0),

p(0 : k1, . . . , js) = lim
t→∞

P (ν(t) = 0 : κ(t) = s;β1(t) = j1, . . . , βs(t) = js),

p(i1, . . . , ik : 0) = lim
t→∞

P (ν(t) = k; α1(t) = i1, . . . , αk(t) = ik : κ(t) = 0),

p(i1, . . . , ik : j1, . . . , js) =
= lim

t→∞
P

(
ν(t) = k; α1(t) = i1, . . . , αk(t) = ik : κ(t) = s; β1(t) = j1, . . . , βs(t) = js

)

(j1, . . . , js) ∈ V s
n , (i1, . . . , ik) ∈ V k

m, k = 1, . . . ,m, s = 1, . . . , n.

A szokásos módon feĺırhatjuk az egyensúlyi egyenleteket, amelyek a normalizáló feltétellel
együtt elvben egyértelműen megoldhatók. Mint jól ismert, ha a klasszikus, lineáris egyen-
letrendszer megoldó módszereket alkalmazzuk az ismeretlenek nagy száma miatt memória
problémák léphetnek fel. Éppen ezért célunk egy rekurziós eljárás keresése, amellyel az
emĺıtett probléma kiküszöbölhető. Jelölje ‖V r

k ‖ az V r
k halmaz számosságát és legyen Z

¯
(k,s)
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az alábbi módon képzett ‖V k
m‖. ‖V n

s ‖ dimenziójú vektor

z(0,0) = p(0 : 0), Z
¯

(k,s) =




p(1, . . . , k : 1, . . . , s)
...

p(1, . . . , k : j1, . . . , js)
...

p(i1, . . . , ik : j1, . . . , js)
...

p(m, . . . , m− k + 1 : n, . . . , n− s + 1)




,

0 ≤ k ≤ m, 0 ≤ s ≤ n.

Nem nehéz belátni, hogy ezek seǵıségével az egyensúlyi egyenletek az alábbi szerkezetűek:

Z
¯

(0,s) = A0,sZ¯
(1,s) + B0,sZ¯

(0,s+1) + C0,sZ¯
(0,s−1), 0 ≤ s ≤ n,

Z
¯

(k,0) = Dk,0Z¯
(k−1,0) + Ak,0Z¯

(k+1,0), 1 ≤ k ≤ m,

Z
¯

(k,s) = Ak,sZ¯
(k+1,s) + Dk,sZ¯

(k−1,s) + Ck,sZ¯
(k,s−1), 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ s ≤ n,

ahol defińıció szerint B0,n = 0, C0,0 = 0, Am,s = 0 matrixok s = 0, . . . , n, és az érintett
mátrixok elemei is könnyen meghatározhatók. Először a Z

¯
(k,0) vektorokat határozzuk meg.

Igaz a következő álĺıtás
1.2. Tétel. (Sztrik [J1])
Az emĺıtett vektorok rekurźıven megadhatók az alábbi módon

Z
¯

(k,0) = Gk,0Z¯
(k−1,0), k = 1, . . . , m,

ahol
Gm,0 = Dm,0, Gk,0 = (E −Ak,0Gk+1,0)−1Dk,0.

A folytatáshoz szükségünk van az alábbi módon képzett Z
¯s vektorra

Z
¯s =




Z
¯

(0,s)

...
Z
¯

(k,s)

...
Z
¯

(m,s)




, s = 1, . . . , n.

Ezek seǵıtségével az egész egyensúlyi rendszer az alábbi alakot ölti

Z
¯s = AsZ¯s + BsZ¯s+1 + DsZ¯s−1, 0 ≤ s ≤ n,
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ahol defińıció szerint C0 = 0, B0 = 0 mátrixok. Nem nehéz meggyőződni arról, hogy az
érintett As, Bs, Cs mátrixok az alábbi szalag-szerkezetűek

As =




0 A0,s 0 · · · 0

C1,s 0
. . .

...

0
. . . 0

. . . 0
...

. . . 0 Am−1,s

0 · · · 0 Cm,s 0




, s = 0, . . . , n,

Bs =
(

B0,s 0
0 0

)
, s = 0, . . . , n− 1,

Cs =




D0,s 0 · · · 0

0
. . . 0

...
... 0

. . . 0
0 · · · 0 Dm,s


 , s = 1, . . . , n.

Ezek után ezen egyenletek megoldására is az előzőekhez hasonló iterat́ıv eljárás adható
meg, nevezetesen igaz a következő álĺıtás

1.3. Tétel. (Sztrik [J1])

Z
¯s = FsZ¯s−1, s = 1, . . . , n,

ahol

Fn = (E −An)−1Dn, Fs = (E −As −BsFs+1)−1Ds, s = 1, . . . , n− 1.

Mivel az egész rendszer a p(0 : 0) mennyiségtől függ, ezért az eljárást egy tetszőleges
p(0 : 0)-ból ind́ıtva a

m∑

k=0

m∑
s=0

∑

(i1,...,ik)

∑
(j1, . . . , js)p(i1, . . . , ik : j1, . . . , js) = 1

normalizáló feltételt figyelembe véve a stacionárius valósźınűségek könnyen megadhatók.

A csatolt Sztrik [J1] cikkben számos futási eredmény és optimalizálási probléma került
tárgyalásra. Hasonló rendszert vizsgál a Sztrik [J6] dolgozat is.

A vizsgált rendszer pl. a Stecke, Aronson [39] dolgozatban tárgyalt homogén modell
általánośıtása.
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1.3 Aszimptotikus módszer
Ebben a részben feltételezzük, hogy a gépek homogének, a fellépő valósźınűségi vál-

tozók egymástól függetlenek és exponenciális eloszlásúak, a jav́ıtásokat egyetlen szerelő
végzi. Az egész rendszer azonban egy véletlen környezetekben működik oly módon, hogy
az (1, . . . , r) állapotterű (ξ(t), t ≥ 0) Markov-lánc állapota befolyásolja a meghibásodási
ill. jav́ıtási intenzitásokat. Vagyis, ha a környezet az i állapotban van, akkor gépek
meghibásodási intenzitása λ(i), a jav́ıtási intenzitása pedig µ(i, ε) lesz. Gyors kiszolgálást
feltételezve µ(i, ε) = µ(i)

ε →∞, amint ε → 0.
Jelölje (Πk, k = 1, . . . , r) a kontroláló (ξ(t), t ≥ 0) Markov-lánc stacionárius eloszlá-

sát, Yε(t) a t-edik pillanatban meghibásodott gépek számát és legyen

Ωε(m) = inf{t : t > 0, Yε(t) = m + 1|Yε(0) ≤ m},
vagyis az a pillanat amikor először lesz a hibás gépek száma (m+1), feltéve, hogy kezdetben
számuk nem nagyobb, mint m, m = 1, . . . , n− 1. Mivel gyors kiszolgálásról van szó Ωε(m)
a végtelenhez tart, ı́gy normalizálnunk kell. Az alábbi tétel megmutatja ezt a faktort és
egyben megadja az ı́gy nyert valósźınűségi változó határeloszlását is.

1.4. Tétel. (Sztrik [J29]) A normált εmΩε(m) valósźınűségi változók a rend-
szer kezdeti állapotától függetlenül, ε → 0 esetén, gyengén konvergálnak egy exponenciális
eloszlású valósźınűségi változóhoz, melynek paramétere

Λ = (m + 1)!
(

n

m + 1

) r∑

i=1

πi
λ(i)m+1

µ(i)m
.

Vagyis
P (Ωε(m) > t) = P (εmΩε(m) > εmt) ≈ exp(−εmΛt)

azaz, Ωε(m) aszimptotikusan εmΛ parameterű exponenciális eloszlást követ

εm(m + 1)!
(

n

m + 1

) r∑

i=1

πi
λ(i)m+1

µ(i)m
= (m + 1)!

(
n

m + 1

) r∑

i=1

πi
λ(i)m+1

(µ(i)
ε )m

paraméterrel.

Jelen modell részletes tárgyalása a csatolt Sztrik [J29] cikkben található, ahol számos
összehasonĺıtó numerikus eredményt is közlünk.

Hasonló problémákat vizsgálnak a Sztrik [J19,J20,J27,J32,J33] dolgozatok is, azzal
a különbséggel, hogy pl. a gépek inhomogének, több véletlen környezetet tételezünk fel
vagy szerelőbrigád háŕıtja el a meghibásodásokat. Minden esetben az aszimptotikus ex-
ponencialitást tudjuk bizonýıtani, de természetesen ennek paraméterében szerepet kapnak a
különböző feltevésekben fellépő paraméterek. A vizsgált rendszereknél numerikus példákkal
szemléltetjük a közeĺıtés használhatóságát.

A fejezethez tartozó további publikáció még a Sztrik [J25] cikk is.

Tételünk a Gaver, Jacobs, Latouche [15] dolgozatban található eredményeket általá-
nośıtja, ahol bár a gépek véletlen környezetben dolgoznak, de homogének és a rendszer
hibamentes működési idejének csak az átlagát határozzák meg a szerzők.
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2. SZÁMÍTÓGÉP ÉS TÁVKÖZLÉSI RENDSZEREK
MODELLEZÉSE

Az előző fejezethez hasonlóan itt is a bevezetőben megadott általános modellt spe-
cializáljuk és a különböző megoldási módszereket alfejezetenként tárgyaljuk.

2.1 Numerikus módszer

Jelen részben egy olyan meghibásodható terminálrendszert modellezünk, ahol a fellépő
valósźınűségi változók exponenciális eloszlásúak és egymástól függetlenek. Feltételezzük,
hogy a programgenerálás intenzitása minden terminál esetében λ és a kiszolgálási in-
tenzitás µ. A programgenerálással foglalkozó terminálok γ intenzitással hibásodhatnak
meg, melyeket r szerelő háŕıthat el. Hasonlóképpen a CPU sem megb́ızható, esetében a
meghibásodási intenzitás α, a jav́ıtási intenzitás pedig β. A CPU meghibásodása blokkolja
a terminál műveleteket és jav́ıtása prioritást élvez a terminál jav́ıtásokkal szemben. Mint
látható a modell a gyakorlati életben előforduló problémára adhat megoldást és célunk
a szokásos rendszerjellemzők meghatározása. Megjegyezzük, hogy a terminálok esetében
sztochasztikus homogenenitást tételezünk fel.

A modell érdekessége, hogy legjobb tudomásunk szerint ebben a témakörben az elsők
között vesz figyelembe meghibásodható egységeket.

A szokásos módon be kell vezetnünk néhány jelölést és meg kell adnunk a működést
léıró sztochasztikus folyamatot, amely az exponencialitások miatt Markov-lánc lesz.

Tehát legyen

X(t) =
{

1, ha a t-edik időpillanatban a CPU rossz,
0, ha jó,

Y (t) = a t-edik időpillanatban a CPU-nál tartózkodó jobok száma,
Z(t) = a t-edik időpillanatban a meghibásodott terminálok száma.

Az emĺıtettek miatt

M(t) = (X(t), Y (t), Z(t))

3-dimenziós, véges Markov-lánc lesz, melynek állapottere

(
(i, k, s), 0 ≤ i ≤ 1, 0 ≤ k ≤ n, 0 ≤ s ≤ n− k

)
.

Az egyértelműen létező stacionárius valósźınűségeket jelölje

p(i, k, s) = lim
t→∞

P (X(t) = i, Y (t) = k, Z(t) = s).
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A szokásos módon a p(i, k, s)-re vonatkozó stacionárius állapotegyenletek

(α + nλ + nγ)p(0, 0, 0) = βp(1, 0, 0) + τp(0, 0, 1) + µp(0, 1, 0),

(α + (n− s)λ + sτ + (n− s)γ)p(0, 0, s) = βp(1, 0, s) + (n− s + 1)γp(0, 0, s− 1)
+ (s + 1)τp(0, 0, s + 1) + µp(0, 1, s), 1 ≤ s ≤ r − 1,

(α + (n− s)λ + rτ + (n− s)γ)p(0, 0, s) = βp(1, 0, s) + (n− s + 1)γp(0, 0, s− 1)
+ rτp(0, 0, s + 1) + µp(0, 1, s), r ≤ s ≤ n− 1,

(α + rτ)p(0, 0, n) = βp(1, 0, n) + γp(0, 0, n− 1),

(α + µ + (n− k)λ + (n− k)γ)p(0, k, 0) = βp(1, k, 0) + τp(0, k, 1)
+ (n− k + 1)λp(0, k − 1, 0) + µp(0, k + 1, 0), 1 ≤ k ≤ n− 1,

(α + µ)p(0, n, 0) = βp(1, n, 0) + λp(0, n− 1, 0),

(α + µ + (n− k − s)λ + rτ + (n− k − s)γ)p(0, k, s) = βp(1, k, s) + µp(0, k + 1, s)
+ (m− k − s + 1)γp(0, k, s− 1) + rτp(0, k, s + 1) + (n− k − s + 1)λp(0, k − 1, s),
1 ≤ k ≤ n− r, r ≤ s ≤ n− k,

(α + µ + (n− k − s)λ + (n− k − s)γ + sτ)p(0, k, s) = βp(1, k, s) + µp(0, k + 1, s)
+ (n− k − s + 1)γp(0, k, s− 1) + (s + 1)τp(0, k, s + 1)
+ (n− k − s + 1)λp(0, k − 1, s),

n− r + 1 ≤ k ≤ n− 1, 1 ≤ s ≤ n− k,

(β + (r − 1)τ)p(1, k, s) = αp(0, k, s) + (r − 1)τp(1, k, s + 1),
0 ≤ k ≤ n− r + 1, r − 1 ≤ s ≤ n− k,

(β + sτ)p(1, k, s) = αp(0, k, s) + (s + 1)τp(1, k, s + 1),
n− r + 2 ≤ k ≤ n− 1, 0 ≤ s ≤ r − 2,

βp(1, n, 0) = αp(0, n, 0).

Elvben ez az egyenletrendszer minden további nélkül megoldható, de a nagyszámú is-
meretlen miatt az alapmátrix nagy memória igényű. Éppen ezért egy iterációs eljárást
alkalmazunk, hogy ezt a problémát kiküszöböljük. Ehhez vezessük be a következő vek-
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torokat:

Y
¯

(k) = (p(0, k, 0), . . . , p(0, k, n− k))T , Z
¯

(k) = (p(1, k, 0), . . . , p(1, k, n− k))T .

Nem nehéz belátni, hogy ezek seǵıtségével a fenti egyenleteket alkalmasan választott mát-
rixokkal az alábbi alakban ı́rhatjuk fel

Y
¯

(0) = B0Y¯
(0) + C0Y¯

(1) + D0Z¯
(0),

Y
¯

(k) = AkY
¯

(k−1) + BkY
¯

(k) + CkY
¯

(k+1) + DkZ
¯

(k), 1 ≤ k ≤ n− 1,

Y
¯

(n) = AnY
¯

(n−1) + DnZ
¯

(n),

Z
¯

(k) = FkY
¯

(k) + HkZ
¯

(k), 0 ≤ k ≤ n− 1,

Z
¯

(n) = FnY
¯

(n).

2.1. Tétel (Sztrik [J9]) A fenti egyenletrendszer megoldását az alábbi iterációs eljá-
rással határozhatjuk meg

Y
¯

(k) = LkY¯
(k−1), 1 ≤ k ≤ n, Z

¯
(k) = RkY¯

(k), 0,≤ k ≤ n,

ahol

Rn = Fn, Rk = (E −Hk)−1Fk, 0 ≤ k ≤ n,

Ln = (E −DnRn)−1An, Lk = (E −Bk − CkLk+1 −DkRk)−1Ak, 1 ≤ k ≤ n− 1.

A kiindulási Y
¯

(0) vektort az

(E −B0 −D0R0 − C0L1)Y¯
(0) = 0

¯

homogén lineáris egyenletrendszerből adhatjuk meg egy multiplikat́ıv konstans erejéig, me-
lyet a

1∑

i=0

n∑

k=0

n−k∑
s=0

p(i, k, s) = 1

normalizáló feltételből nyerhetjük.

Modellünk pl. a Kleinrock [27], Lavenberg [33], Nelson [35] munkákban található ú.n.
megb́ızható terminál-rendszerek általánośıtásai.

A részletes tárgyalás a csatolt Sztrik [J9] cikkben található, melyben számos numerikus
esettanulmányt is elemzünk. Hasonló problémát modellez a Sztrik [J8] cikk is.

Ezen jelenséget vizsgálja inhomogén terminálrendszerek esetére a Sztrik [J26] cikk, ahol a
kiszolgálásnál különböző elveket tekinthetünk, pl. FCFS (First Come First Served) vagy
PPS (Priority Processor Sharing), melynek speciális esete a hagyományos PS (Processor
Sharing). Ezen rendszert vizsgálja Polling kiszolgálási elv mellett a Sztrik [J35] cikk is.
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A terminálok heterogenitása miatt, valamint az alkalmazott elvtől függően a léıró Markov-
lánc állapottere sokkal nagyobb számosságú lesz és a közölt iterációs eljárásnak még nagyobb
jelentősége lesz. Megfelelő vektorok bevezetése mellett az algoritmus lényege ugyanaz, mint
homogén esetben ezért az ismertetéstől eltekintünk.

Érdekes megvizsgálni, hogy a különböző a kiszolgálási elveknek milyen hatása lesz pld.
a rendszer összkihasználtságára, a jobok átlagos válaszolási idejére stb. Erre ad választ
több numerikus példán keresztül a Sztrik [J34,J36,J38] cikk, melyben összehasonĺıtásokat
találunk a meghibásodható és nem-meghibásodható rendszerek működési jellemzőire is. Nu-
merikus példán keresztül megmutatjuk, hogy homogén forrás esetén meghibásodható ter-
mináloknál a kiszolgáló egység kihasználtsága függ a kiszolgálási elvtől, ellentétben a megb́ız-
ható esettel. Az általunk alkalmazott iterációs eljárás stabilitását és pontosságát ellenőriz-
tük az erlangeni egyetemen kifejlesztett programcsomag seǵıtségével, lásd Sztrik [C9], és
örömmel tapasztaltuk, hogy az általunk vizsgált esetekben a kapott eredmények megegyeztek.

2.2 Aszimptotikus módszer

2.2.1 Több-processzorú egy-buszos rendszerek

Az utóbbi időben a bonyolult számı́tástechnikai, telekommunikációs, valamint gyártási
rendszerek modellezésében a konstruált sztochasztikus folyamat állapotainak nagy száma
miatt egyre nagyobb szerepet játszanak az ún. költségḱımélő módszerek, melyek seǵıtsé-
gével a ḱıvánt rendszerjellemzőkre különböző közeĺıtéseket adhatunk meg.

Az alábbiakban egy több-processzorú egy-buszos rendszer modellezésénél mutatjuk
meg, hogyan alkalmazható egy, a megb́ızhatóságelméletben alkalmazott aszimptotikus
módszer a szokásos jellemzők meghatározására.

A történeti hűség miatt az első, egy egyszerűbb modellen keresztül szemléltetjük ezt
a technikát.

Tekintsük a bevezetésben vázolt alapmodellt a következő feltételekkel.
n számú processzor exponenciális eloszlású ideig generál igényeket egy közös memória
felé, melyet egy közös busz köt össze a processzorokal. A feldolgozási idők exponenciális
eloszlást követnek. Feltesszük továbbá, hogy az egész rendszer viselkedését egy véges
Markov-lánc állapotai befolyásolják. Ezek után legyenek a processzorok igénygenerálási
intenzitásai λ(i, ε), a kiszolgálási intenzitások pedig µ(i), feltéve, hogy a lánc az i állapotban
tartózkodik, i = 1, 2, . . . , r. Mivel a processzorok sokkal gyorsabban dolgoznak, mint a
busz, ezért λ(i, ε) = λ(i)

ε →∞, amint ε → 0, i = 1, . . . , r.
Jelölje Ωε a busz foglaltsági periódushosszát és (πk, k = 1, . . . , r) a kontroláló Markov-

lánc stacionárius eloszlását. A feltételek miatt nyilvánvaló, hogy Ωε nagyon hosszú lesz és
ezért normalizálnunk kell. Erre szolgál a következő álĺıtás

2.2. Tétel (Sztrik [J30]) A rendszer kezdeti eloszlásától függetlenül, ε → 0 esetén,
az εn−1Ωε − k gyengén konvergálnak egy exponenciális eloszlású valósźınűségi változóhoz,
melynek paramétere

Λ =
1

(n− 1)!

r∑

i=1

πi
µ(i)n

λ(i)n−1
.
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Következésképpen

P (Ωε > t) = P (εn−1Ωε > εn−1t) ≈ exp(−εn−1Λt),

vagyis, Ωε aszimptotikusan exponenciális eloszlású az alábbi paraméterrel

εn−1Λ = εn−1 1
(n− 1)!

r∑

i=1

πi
µ(i)n

λ(i)n−1
=

1
(n− 1)!

r∑

i=1

πi
µ(i)n

(λ(i)
ε )n−1

.

Ezek után megmutatjuk, hogyan tudjuk meghatározni a szokásos rendszerjellemzőket.

(i) Kihasználtságok

Jelölje U ill. Up a busz össz- ill. a p-edik processzorra vonatkozó kihasználtságát. Nyil-
vánvalóan Up = U

n és ismert felúj́ıtáselméleti összefüggések alapján egyszerű számı́tások
után nem nehéz belátni, hogy

U =
n!

n! +

(
r∑

i=1

πiµ(i)
(

µ(i)
λ(i)

ε

)n−1
) (

r∑
i=1

πi
1

λ(i)
ε

) .

(ii) A processzorok áteresztőképessége

Jelölje γp az emĺıtett mennyiséget a p-edik processzorra vonatkozóan, ami nyilvánva-
lóan homogén esetben mindegyikre ugyanaz. Jól ismert, hogy

Up = γpbp,

ahol bp a p-edik processzor átlagos kiszolgálási ideje. Ebből jelen esetben az alábbi össze-
függést nyerjük

γp =
Up

r∑
i=1

πi
1

µ(i)

.

(iii) Átlagos válaszolási és várakozási idők

Jelölje Tp ill. Wp a p-edik processzortól származó igényekre vonatkozó fenti jellemző-
ket. Mivel

γp =
1

Tp +
r∑

i=1

πi
1

λ(i)
ε

,

ı́gy

Tp =
1
γp
−

r∑

i=1

πi
1

λ(i)
ε

,

valamint

Wp = Tp −
r∑

i=1

πi
1

µ(i)
.
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(iv) A busznál tartózkodó igények átlagos száma

Jelölje Q(p) annak stacionárius valósźınűségét, hogy a p-edik processzor igénygenerá-
lási állapotban van. Jól ismert összefüggések alapján

Q(p) =

r∑
i=1

πi
1

λ(i)
ε

Tp +
r∑

i=1

πi
1

λ(i)
ε

= γp

r∑

i=1

πi
1

λ(i)
ε

.

Igy az emĺıtett jellemzőre a

n∑
p=1

1−Q(p) = n− U
r∑

i=1

πi
1

λ(i)

r∑

i=1

πi
1

λ(i)
ε

formulát kapjuk.

A közölt eredmények a csatolt Sztrik [J30] cikkből valók, ahol további összehasonĺıtó
numerikus eredményeket is találhatunk.

Modellünk az Ajmone Marsan, Balbao, Conte [1], Ishigaki, Takagi, Takahashi, Hase-
waga [26]-ban közölt rendszerek általánośıtásai, ahol a véletlen környezet nem befolyásolja
a működést.

A fentebb bemutatott alapmodellnek számos általánośıtási lehetősége van attól függően,
hogy a processzorok homogének vagy heterogének, közös véletlen környezetben működnek
vagy sajátban stb. Ennek megfelelően számos további cikk született, nevezetesen Sztrik
[J16,J18,J24,C2,C4,C6]. Minden esetben a busz foglaltsági periódushosszára az aszimp-
totikus exponencialitást tudjuk bizonýıtani, de természetesen ennek paraméterében szerepet
kapnak a különböző feltevésekben fellépő paraméterek. A vizsgált rendszereknél numerikus
példákkal szemléltetjük a közeĺıtés használhatóságát.

2.2.2 Telekommunikációs rendszerek
Jelen alfejezetben egy hasonló véges-forrású rendszert vizsgálunk azzal a különbséggel,

hogy az n számú igényforrás mindegyikének saját generálási és kiszolgálási intenzitása van.
Tegyük fel, hogy a források egy közös véletlen környezetben dolgoznak, melynek változásait
egy (1, . . . , r1) állapotterű ξ1(t), t ≥ 0) Markov-lánc ı́r le. Az igényeket egyetlen egység
szolgálja ki érkezési sorrendben, de a feldolgozási intenzitásokat egy, az előzőtől független,
(1, . . . , r2) állapotterű (ξ2(t), t ≥ 0) Markov-lánc, ill. az igényét már elküldött források
száma befolyásolja.

Ezek alapján jelölje λp(i1, ε) = λp(i1)
ε , ill. µp(i2, s) az emĺıtett generálási ill. kiszolgálá-

si intenzitásokat, Ωε a kiszolgáló foglaltsági periódushosszát, π0(i1, i2 : 0; k1, . . . , kn) annak
stacionárius valósźınűségét, hogy ξ1(t) az i1, ξ2(t) i2 állapotban tartózkodik, minden igény
a kiszolgáló egységnél található ahová (k1, . . . , kn) sorrendben érkeztek. Hasonló esemény
stacionárius valósźınűségét jelöli π1(i1,2 : 1; k2, . . . , kn) azzal a különbséggel, hogy a k1

indexű forrás igénygenerálás alatt áll.
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Igaz az alábbi álĺıtás
2.3. Tétel (Sztrik [J28]) A rendszer kezdeti eloszlásától függetlenül, ε → 0 esetén

az εn−1Ωε − k gyengén konvergálnak egy exponenciális eloszlású valósźınűségi változóhoz,
melynek paramétere

Λ =
r1∑

i1=1

r2∑

i2=1

∑

(k1,...,kn)∈V n
n

π0(i1, i2 : 1; k2, . . . , kn)
µk2(i2, 1)
λk1(i1)

× µk3(i2, 2)
λk1(i1) + λk2(i1)

× · · · × µkm+1(i2, m)
λk1(i1) + · · ·+ λkm

(i1)
1
D

,

ahol

D =
r1∑

j1=1

r2∑

j2=1

r1∑

i1=1

r2∑

i2=1

∑

(k1,...,kn)∈V n
n

π0(i1, i2 : 0; k1, . . . , kn)

× ai1j1 + bi2j2(
ai1i1 + bi2i2 + µk1(i2, 0)

)2 ,

és ai1i1 , bi2i2 a megfelelő Markov-láncok infinitezimális mátrixának fődiagonális-beli ele-
meit jelöli.

Ennek seǵıtségével az előzőekben ismertetett módon a foglaltsági periódushossz para-
méterére közeĺıtést adhatunk.

A részletes modell a csatolt Sztrik [J28] cikkben található.

Hasonló problémákkal foglalkoznak a Sztrik [J15,J17,J31,C7,J37,J39,J40] dolgozatok is az-
zal a különbséggel, hogy az igények saját környezetben generálódnak vagy sem, ill. hogy
egyetlen kiszolgáló van vagy több. Minden esetben a kiszolgáló egység foglaltsági periódus-
hosszára az aszimptotikus exponencialitást tudjuk bizonýıtani, de természetesen ennek para-
méterében szerepet kapnak a különböző feltevésekben fellépő paraméterek. A vizsgált rend-
szereknél numerikus példákkal szemléltetjük a közeĺıtés használhatóságát.

Eredményeink pl. a Daigle [12], Haverkort [23], Harrison, Patel [24] munkákban
található modellek általánośıtásai, ahol a véletlen környezet nem játszik szerepet.

2.3 Sztochasztikus szimulációs módszer
Köztudott, hogy a szochasztikus szimuláció az egyik leggyakoribb vizsgálati módszer

a maga előnyeivel és hátrányaival. Véleményem szerint a szimulációt csak akkor szabad
alkalmazni, ha már más módszer nem áll rendelkezésünkre. Ezt azzal indoklom, hogy
a véletlen számok generálásánál a függetlenség nem teljesen valósul meg és az egyensúlyi
állapot elérése is sok időt vehet igénybe. Nem beszélve még a kapott mennyiségekre adható
konfidencia-intervallumok szerkesztéséről. Éppen ezért kutatásaimban kevesebb hangsúlyt
fektettem erre a témára. Természetesen vannak esetek, amikor alkalmaztam. Ilyen például
a 2.2.1 fejezetben ismertetett problémakör, amikor a numerikus számolásoknak korlátot
szab a memória kapacitása. Mivel a jelenlegi hardver-konfigurációval csak 5-6 terminálra
tudtuk megadni a jellemzőket elkésźıtettük a szimulációs programcsomagot is. A tesz-
telésre a numerikus eredményeket használtuk. Nyilvánvalóan a másik ind́ıték az volt, hogy
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necsak exponenciális eloszlások esetén tudjuk modellezni a rendszert. Több, a gyakorlatban
felmerülő, de még generálható eloszlást felhasználva vizsgáltuk a teljeśıtményjellemzőkre
vonatkozó különböző hatásokat, lásd a Sztrik [C5] cikket.

A fejezethez tartozó további publikációk Sztrik [C1,C3] dolgozatok is, melyekben a modern
telekommunikációs rendszerekre jellemző változó intenzitású érkezési és kiszolgálási folya-
matokkal rendelkező rendszerek esetében vizsgáltuk az igényvesztés valósźınűségét. Mivel
ezekben a cikkekben is tételként nehezen megfogalmazható következtetések szerepelnek ezek
kimondásától eltekintünk.
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3. BONYOLULT RENDSZEREK MEGBÍZHATÓSÁGI
VIZSGÁLATAI

3.1 Aszimptotikus módszer
A bevezetésen már utaltunk rá, hogy a szovjet matematikusok nagyon hatékony

módszereket dolgoztak ki a fenti problémakörre. Az alábbiakban egy viszonylag bonyolult
rendszeren szeretném bemutatni az aszimptotikus viszgálatok előnyét.

Tekintsük a bevezetésben megadott modellt a következő feltevésekkel. A n számú
felúj́ıtható elem mindegyike egy véletlen környezetben funkcionál. A p-edik környezetet
az (1, . . . , rp) állapoterű (ξp(t), t ≥ 0) Markov-lánc vezérli. Ha ξp(t) az ip állapotban
tartózkodik és már s elem meghibásodott, melyeknek indexei k1, . . . , ks, s = 0, . . . , n− 1,
akkor a p-edik egység a (t, t+h) időintervallumban λp(ip : k1, . . . , ks)h+o(h) valósźınűséggel
hibásodik meg, p ∈ {1, ..., n} \ {k1, . . . , ks}. A jav́ıtásokat egy R tagú szerelő brigád
végzi érkezési sorrend alapján. A jav́ıtók tevékenységét egy (1, . . . , rn+1) állapotterű
(ξn+1(t), t ≥ 0) Markov-lánc állapotai is befolyásolják. Tegyük fel, hogyha ξn+1(t) az
in+1 állapotban tartózkodik, a k1, . . . , ks indexű elemek már meghibásodtak, s = 1, . . . , n,
akkor a p-edik elemet a (t, t + h) időintervalumban µp(in+1 : k1, . . . , ks; ε)h + o(h) valósźı-
nűséggel jav́ıtják ki, ahol p ∈ {k′1, . . . , k′min(s,R)}, valamint {k′1, . . . , k′min(s,R)} a kiszolgálás
alatt lévő elemek indexei.

További feltevéseink, hogy a fellépő összes valósźınűségi változó és a véletlen környe-
zetek egymástól függetlenek.

Gyors kiszolgálás esetén szeretnénk meghatározni a rendszer hibamentes működési
idejének az eloszlását. Vagyis legyen

µp(in+1 : k1, . . . , ks; ε) =
µp(in+1 : k1, . . . , ks)

ε
és ε → 0.

Jelölje Yε(t) a t-edik időpillanatban hibás elemek számát és legyen

Ωε = inf{t : t > 0, Yε(t) = m + 1|Yε(0) ≤ m},
vagyis az az időtartam amı́g a hibás elemek száma először lesz m + 1, m = 1, . . . , n − 1,
azaz Ωε(m) adja meg a hibamentes működés időtartamát.

Jelölje továbbá (π(p)
ip

, ip = 1, . . . , rp), p = 1, . . . , n + 1 a megfelelő Markov-láncok
stacionárius eloszlását. Mivel gyors kiszolgálásról van szó, ezért láthatóan a rendszer
meghibásodása ritka esemény lesz, azaz bekövetkezésének valósźınűsége nagyon kicsi.
Vagyis Ωε(m) nagyon nagy lesz, ı́gy normalizálnunk kell, hogy megkaphassuk a határelosz-
lást. Kimondhatjuk az alábbi álĺıtást

3.1. Tétel. (Sztrik [J21]) A rendszer kezdeti állapotától függetlenül, ε → 0 esetén,
εmΩε(m) − k gyengén kovergálnak egy exponenciális eloszlású valósźınűségi változóhoz,
melynek paramétere

Λ =
r1∑

i1=1

. . .

rn+1∑

in+1=1

∑

(k1,...,km+1)∈V m+1
n

(
n+1∏
p=1

π
(p)
ip

) m∏
s=0

λks+1(ik : k1, . . . , ks)

m∏
s=1

min(s,R)∑
q=1

µkq (in+1 : k1, . . . , ks)
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Következésképpen Ωε(m) eloszlását az alábbiak szerint közeĺıthetjük

p(Ωε(m) > t) = P (εmΩ(ε(m) > εmt) ≈ exp(−εmΛt),

azaz Ωε(m) maga is exponenciális eloszlást követ, melynek paramétere εmΛ.

Jelen modell a csatolt Sztrik [J21] cikkben található részletesen.

Hogy ehhez az elég bonyolult rendszerhez eljuthassunk és megismerjük a rendszer struk-
túráját természetesen számos modellt tanulmányoztunk, erre vonatkozó dolgozatok Sztrik
[J2-J5,J7,J10-J12,J14,J22,J23]). Mindegyiknél konkrétan fel kellett ı́rnunk a bevezetett
Markov-lánc átmenetvalósźınűségeit, megmutatnunk, hogy ezek előnyös struktúrájúak, és
meg kellett határoznunk a határeloszlásként kapott exponenciális eloszlás paraméterét.

A vizsgált modellek olyan rendszerek általánośıtásai, ahol a meghibásodási és jav́ıtási
intenzitások nem változnak. Ilyen irányú eredmények találhatók pl. az Anisimov [3],
Gertsbakh [17,18], Gnedenko [20,21], Rukhin, Hsieh [38] munkákban.

Meg kell jegyeznünk, hogy az elsők között vizsgáltam olyan rendszereket, ahol a
meghibásodási és jav́ıtási intezitásokat egy háttér folyamat állapotai befolyásolnak ı́gy bi-
zonyos értelemben az elemek függetlenségét enyh́ıteni tudjuk. Ezekre a munkáimra számos
hivatkozást kaptam vezető ukrán matematikusoktól, pl. I.N. Kovalenko, V.V. Anisimov.

3.2 Sztochasztikus szimulációs módszer
A német-magyar Tét együttműködés keretében olyan szimulációs programcsomagot

késźıtettünk, ahol véges-forrású, Markov-vezérelt rendszereket tanulmányozunk, melyeknél
a fellépő valósźınűségi változók kevert Erlang-eloszlásúak. A rendszerjellemzőkre a Law-
Carson eljárás seǵıtségével konfidencia-intervallumot is adunk. Ilyen szoftver létezéséről
nem tudunk, bár végtelen forrásra a telekommunikációs rendszerek modellezése miatt ter-
mészetesen több nagyon hatékony ú.n. ” tool ” található, lásd pl. Haverkort [23].

Jelen programcsomag ismertetése a csatolt Sztrik [C8] cikkben található.

Az elért eredmények alkalmazása

Véleményem szerint mind elméleti mind pedig gyakorlati érdekességek is felmerülnek.
A rendszerek Markov-moduláltsága lehetőséget ad a gyakorlati problémák élethűbb mo-
dellezésére de ezáltal nő a léıró Markov-lánc állapotainak száma. Ezen hátrány kezelésére
rekurciós formulákat adtam meg, illetve gyors kiszolgálásnál exponenciális eloszlással való
közeĺıtést alkalmaztam. A szimulációs programcsomag nem-markovi bonyolult rendszerek
vizsgálatát teszi lehetővé, amelyek nagyon jól alkalmazhatók mind a megb́ızhatóságelmélet-
ben mind pedig a távközlési rendszerek hatékonysági vizsgálataiban. Az eredmények
közvetve vagy közvetlenül a közeli jövőben felhasználásra kerülhetnek.
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