6. Sorbanallasi elméleti képletek

6.1 Jelolések és definiciok

1. Tablazat. Alapveto sorbanalldsi elméleti jelolések és definicidk

D

Ey

E[Ng|N, > 0]
Elqlq > 0]
FCFS

FIFO

G

a = AW forgalmi intenzitas vagy felajanlott terhelés.
Nemzetkozileg elfogadott mértékegysége az erlang,

A.K. Erlang dan mérnok-matematikus tiszteletére, aki
elsoként foglalkozott sorbandllasi elméleti problémakkal.
Az érkezési id6kozok eloszlasfiiggvénye. Alt] = Plr < {]
Egy kiszolgald egység foglaltsagi periddusat leird
valdszintségi valtozé.

Erlang-féle B formula. Nevezetesen annak stacionarius
valdsziniisége, hogy egy M/M/c/c rendszerben minden
kiszolgal6 foglalt. Szokas még Erlang-féle veszteség

formulanak is nevezni.
Kiszolgalok szama valamely kiszolgald egységben.

Erlang-féle C' formula. Nevezetesen annak stacionarius
valdsziniisége, hogy egy M /M /c rendszerben minden
kiszolgald foglalt. Szokas még Erlang-féle késleltetési
(vagy varakozdsi) formuldnak is nevezni.

Valamely pozitiv valdészintiségi valtozo szorasi egyiittha-
D*[X]

E[X]?’

Konstans vagy determinisztikus érkezési

illetve kiszolgalasi idore vonatkozé szimbdlum.

k paraméterii Erlang eloszlas jelolése.

Nem iires sorok varhaté hossza.

Varhaté varakozasi ido.

Elsoként érkezo - elsoként kiszolgalt, vagyis érkezési
sorrendben torténo kiszolgalasi elv.

Elsoként be - elsoként ki kiszolgalasi elv, ugyanaz mint

az FCFS.
Tetszoleges eloszlasu kiszolgalasi ido, altalaban a

figgetlenséget feltételezziik.

téjanak a négyzete, C% =

71



1. Tablazat. Alapvetd sorbandlldsi elméleti jelolések és definicidk (folytatas)

GI Egymastdl fliggetlen tetszoleges eloszlasu beérkezési
idokozok eloszlasfiggvénye.

H, 2 allapott hiperexponencialis eloszlas, konnyen
altalanosithaté k allapotira.

K Egy sorbanallasi rendszerben tartézkodo igények

maximalis szama. A véges forrasu rendszerek
igényeinek a szdmat is jelolheti.

L Stacionarius allapotban a rendszerben tartézkodd
igények dtlagos szdma, vagyis E[N].

In(-) Természetes alapu logaritmus.

L, Stacionarius allapotban a kiszolgalas alatt levo igények
atlagos szadma, vagyis F[Ng].

LCFS Utolsénak érkezd - elsOként kiszolgalt kiszolgalasi elv.

LIFO Utolsonak be - els6ként ki kiszolgalasi elv,

ugyanaz mint LCFS.
A rendszerbe jovo igények beérkezési intenzitasa.

a Tényleges atlagos beérkezési intenzitas,

pl. az M/M/c/c rendszerben néhany igény elvész.

AT Egységnyi idore es6 atlagos ateresztoképesség.

M Exponencialis eloszlasra vonatkozé szimbdlum.
(Markov-tulajdonsag)

W Egy kiszolgalé egységre vonatkozo atlagos kiszolgalasi
intenzitas, azaz a kiszolgalasok befejezésének atlagos
intenzitasa foglalt egységek esetén.

Lay b Valamely M/Hs/1 rendszerben a 2 allapoti
hiperexponencidlis eloszlas paraméterei.

Nt] t-edik idépillanatban a rendszerben tartézkodé
igények szamat leir6 valdszinliségi valtozo.
Stacionarius allapotban a rendszerben tartézkodd
igények szamat leir6 valdszinliségi valtozo.

Ng[t] t-edik idépillanatban a sorbandll6 igények szamat
leir6 valdszintiségi valtozo.

Ny Stacionarius allapotban a sorbandllé igények szamat
leir6 valdszintiségi valtozo.



1. Tablazat. Alapvetd sorbandlldsi elméleti jelolések és definicidk (folytatas)

Ny A foglaltsagi periédus alatt valamely egység altal
kiszolgalt igények szamat leird valdsziniségi valtozo.

N[t t-edik idopillanatban kiszolgalas alatt levo igények
szamat leird valdszintuségi valtozo.

N Egyensilyi allapotban kiszolgalas alatt levo igények
szamat leird valdszintségi valtozo.

0O A gépkiszolgalasi problémandl valamely gép mikodési
ideje.

Ta, Th Valamely M/H3/1 rendszerben a hiperexponencidlis
eloszlas paraméterei.

wx|[r] Az X valbsziniiségi valtozé r-kvantilise.

Pnlt] Annak valésziniisége, hogy a t-edik id6pillanatban
n igény tartozkodik a rendszerben.

DPn Annak stacionarius valdszintisége, hogy n igény
tartozkodik a rendszerben.

PRI Prioritasos kiszolgalasi elv.

PS Processzor-osztasos kiszolgalasi elv.

q Valamely igény varakozasi idejét leird valdszintiségi
valtozé.

Qi A hiperexponencialis eloszlas in. suly-paraméterei.

q Valamely igény feltételes sorbanallasi idejét leird
valdszintségi valtozé.

RSS Véletlen kivalasztasos kiszolgalasi elv.

p Kiszolgal6 egység kihasznaltsaga = % = %

s Kiszolgalasi id6t leird valdszintiségi valtozo. Els] = %

Pi Valamely sorbanallasi hal6zatban az i-edik csomépont
kihasznaltsaga.

SIRO Véletlen sorrendben torténd kiszolgalasi elv, azonos az

RSS-el. Vagyis a sorbanall6 igények azonos
valészinuséggel keriilnek kiszolgalasra.

r A beérkezési id6kozoket leird valdsziniiségi valtozo.
_ 1

U Az egyenletes eloszlas szimbdluma.



1. Tablazat. Alapvetd sorbandlldsi elméleti jelolések és definicidk (folytatas)

g

Valamely igénynek a rendszerben vald teljes tartéz-
kodasi idejét leird valdszintségi valtozd, w = q + s.

A w eloszlasfiiggvénye. Wt] = Plw < t].

Stacionarius esetben valamely igénynek a rendszerben
valé tartézkoddsi ideje, W = Ejw] = W, + W.

A g eloszlasfuggvénye, W, [t] = Plq < t].

Egyensiilyi allapotban valamely igény atlagos
varakozasi ideje, W, = E[q] = W — Wj.

Az s eloszlasfiggvénye, Wi[t] = Pls < t].

Az igény atlagos kiszolgdlasi ideje, E[s] = %

=5 =3

23

6.2 A valésziniliségi valtozédk kozotti Ossze-
fliggések

2. Tablazat. A valdsziniiségi valtozok kozotti osszefuiggések

a= g{ﬂ = AW, Forgalmi intenzit4s erlangokban mérve.

p=4q= % Kiszolgalé kihasznaltsaga, egyben annak valészini-
sége, hogy egy adott kiszolgalé foglalt.

w=q+s A rendszerben valé tartézkodasi ido.

W =W, +Ws Egyenstlyi allapotban a rendszerben valé atlagos

tartézkodasi ido.
N = N, + N; Egyensuilyi allapotban a rendszerben tartézkodd

igények szdma.

L=\W Egyensiilyi allapotban a rendszerben tartézkodd
igények atlagos szama. Ezt az Osszefliggést gyakran
hivjak Little-formulanak is.

Lg = AW, Egyensiilyi allapotban a sorbanallé igények atlagos
szama, ezt szintén hivjak Little-formulanak is.
Ly = AW, Egyensilyi allapotban a kiszolgalas alatt levo igények

atlagos szdma, ezt is szoktdk (de ritkdbban)
Little-formulanak nevezni.
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6.3 M/M/1 Sorbanallasi képletek

3. Tébldzat. M/M/1 Sorbandllasi rendszer

p=AWs, p,=P[N=n]=1-p)p", n=0,1,---.

P[N >n]=p", n=0,1,---

P 2 P
L=E[N] =AW = , 0% =
V) L—p" "N (1-p)?
2 2 2
p 2 _ P (1+p—p7)
Lo=\W,=-2 4% =
‘ - p T (1-p)?

1 P
E[Nq|Nq>0]:1Tp, Var[Nq|Nq>O]=(1_p)2.
Wlt] = Plw <t]=1—e _t Plw >t =e _t

= <t]= xp| 77 | =exp | 77 |-
W = E[w] = Ws, o2 =W?2.
I—p

1
Ww[T]:WlII< 00 ), Tw[90] = Wn10, m,[95] = W ln20

Wiltl = Plg<t]=1- pexp(_Wt>, Plg>t] = pexp (%)

B 100p
Tqr] = max{Wln <100 — T),O}.

7¢[90] = max{W In(10p),0}, 7,[95] = max{W In(20p), 0}.



6.4 M/M/1/K Sorbanallasi képletek

4. Tabldzat. M/M/1/K Sorbanallasi rendszer

[ (1 —a)a”
(1—CLK+1) ha’)‘?é:ua
pn:<
1
— ha A\ =
\K—f—l a /"L7

n=20,1,---, K, ahol a = AWj.

Aa = (1 —pr)A, a rendszerbe val6 atlagos érkezési intenzitas.

(a[l — (K + 1)a® + Ka® 1]
ha A
(1= a)(l —ak™) aA7H,
L=«
K
L5 ha A = p.
Ly=1L Pn o=
q — _(1_p0)7 dn y 1 0,1,-- ,K—l
1 —-pK
K-1
W[t] =1- Z QnQ[nnU*t]a
n=0
ahol
_ —ut — pt
Q[na,ut] =e ¥ Z E
k=0
L L,
W = n W, = N,
K-2
Woltl] =1~ >  gn+1Q[n; pt].
n=0
%4
Elglg > 0] = ——, p=(1-pxk)a.

1 — po
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6.5 M /M /c Sorbanallasi képletek

5. Tablazat. M/M/c Sorbanallasi rendszer

a=AW,, p=12
C

[Sen e ] ei-p)PIN>d
po—lz .+—p)] = .

—Po, ha n <e¢,
Pn = A
an
\ c!cn—cpo’ han >c
( [c—1 ak ac
Po — 4 — han <,
_kZZ; kKl oel(1— p)]
PIN > n] =
Do ap = P[N >¢]p"" ¢ han>c
L1 =p)
P|N >
L, =w, = N =2d
c¢(l—p)
ahol
aC
P[N > ¢] = Cl¢,a] = c—c1‘



5. Tébldzat. M/M/c Sorbanallasi rendszer (folytatas)

0,2 — pC[C, a][l +p— pC[C, a’]]
Mo (1-p)? '

L=A\W =1L, +a.
J?V:J?Vq—i—a(l—l—P[Nzc]).

Wol0] =1 = P[N >c|, Wy[t] =1— P[N > cJexp[—cut(1 - p)],

_ P[N > c]W,
i (I
s 2= Cle,al)Cle, W
T e
B W, 100Cc, a]
mq[r] = max{0, A=) In ( 100 — » )}
W
7¢[90] = max{O0, -7 In(10C/c, a]) }-
W

74[95] = max{0, In(20Cc, a]) }.

c(1—p)

—ct(1 —
Wq,:P[q§t|q>O]:1—exp< CE/V p))) t > 0.

Elglg > 0] = E[¢'] =

c(l—p)

Varlglg > 0] = (c(lwis p))Q'
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5. Tébldzat. M/M/c Sorbanallasi rendszer (folytatas)

1+ Cre M 4+ Che=#(1=P) haag#c—1
Wit] =

1— {1+ Cle,aut}e™#

haa=c—1

* +2W2 haa#c—1

ahol

_ P[N > (]
R T R
és

_ P[N > (]
C2 = c(1—p)—1
W =W, +W,.

( 2P[N > c|[1 — c*(1 — p)?|W?2
1 — 2(1 — p)2

E[wQ] = ¢ (a+ C)C ( P

| 2{2P[N > ¢] + 1} W?

haa=c—1

Tw[90] & W + 1.30y, 7|95~ W + 20, (James Martin eredménye).



6.6 M /M /2 Sorbanallasi képletek

6. Tébldzat. M/M/2 Sorbandlldsi rendszer

a

a= AWs, p=75

_1l=p
p0—1+p-

pn:2p0pn7 n:17273a"'

2"
PIN>nl=—2— n=12,-
1+p
2p3

Lq:Awq:m,

P[N > 2] = C[2, a] annak stacionérius valészintisége, hogy egy érkez6
igénynek sorba kell allni. P[N > 2] a kovetkez6 alakban adhaté meg

-p

_ o, 2p(1+4p+2p°)
1+ p—2p?
W,l0] = .
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6. Téblazat. M/M/2 Sorbandllasi rendszer (folytatds)

Wyl =1 22 expl-2p(1 — )

q (1 _ p2)2
= max W, n 20007
Talr] = {0, 2(1 — p) L ((100 —r)(1+ P)) )
W, 20p°
7¢[90] = max{0, m In (1 + ,0> J
W, 40p?
74[95] = max{0, 50— p) In (1 n p)}

—2t(1 —
Wy =Plg<tlg>0=1—exp (%), t > 0.

W
Elqlg > 0] = E[¢'] = :
We \’
Varqq>0:( )
909> 0= 50— )
( I1—p —put 2[’2 —2ut(1—
1+1_p2_2p2eu+m6 M( p) ahola;él
W(t] = <
t
1—{1+%}e_“t ahol a = 1
\



6. Téblazat. M/M/2 Sorbandllasi rendszer (folytatds)

W

W= Wot W= 105

( 2 2 2
po[L = 4Q1 = p)7|W; 2
+2W,; haa#1
, (2p - 1)1 —p)(1-p?)
Elw*] = «
EWB haa=1
3

Tw|90] # W + 1.30y, 7|95 = W + 20,
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6.7 M /M /c/c Sorbanallasi képletek

7. Tablazat. M/M/c/c Sorbanillasi rendszer (M/M/c veszteséges rendszer)

a= AW
an
Pn = 2?2' - n=0,1,...,c
a a
l1+a+ —+---+—
2! c!

p. annak staciondrius valészintisége, hogy minden kiszolgald egység
foglalt. Ezt Erlang-féle B-formuldnak is nevezik, igy Blc, a]-ra

Ble,a] =

] a? a¢’
+a-+ 21 + -+ "l
Aa = A(1 — Blc, al]) a rendszerbe ténylegesen beérkezé igények at-
lagos intenzitasa. fgy a kiszolgald tényleges kihaszaltsaga, p,
a kovetkezo alakban adhaté meg

AW
p= :
C
L= \W;
L
W — A_a — Wsn



7. Téblazat. M/M/c/c Sorbanillasi rendszer (M/M/c veszteséges rendszer)
(folytatas)

Az utolsé képletet kivéve az Gsszes formula igaz az M/G/c/c
rendszerre is. Ilyenkor

Wt] = Wi[t].

ahol W;[-] a kiszolgaldsi id§ eloszldsfiiggvénye.

6.8 M/M/c/K Sorbanallasi képletek

8. Téablazat. M/M/c/K Sorbanallasi rendszer

a = \Ws.
c n c K—c n] 1
a a a
meTO S ()]
n=0 n=1
n
(a—po han=1,2,...,c,
n!
pn:<

a

" /a n—c
(—) po han=c+1,..., K.

L c! \c

A rendszerbe ténylegesen beérkez6 igények atlagos
intenzitdsa A\, = A(1 — pk).

A kiszolgald egység tényleges kihasznaltsaga, p, a kovetkezo alakot oOlti

AW,
p= :
C
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8. Tébldzat. M/M/c/K Sorbanallasi rendszer (folytatas)

_arpg K—c+1 K—c
Lq—m[1+(K—C)T —(K—C‘I‘l)'r ],
ahol

a
r=—

c—1 c—1
L:Lm+EWQ:L@+§:m%+c<L—zh%>
n=0 n=0

A Little-formula alapjan

L
W, = 2
q Aa’
és
L
W=
Aa
g = 2" n=01,2,... K—1,
1—-pk

ahol ¢, annak stacionarius valdszintsége, hogy egy a rendszerbe
érkezo igény mar n masik igényt talal itt.

W,



6.9 M /M /~ Sorbanallasi képletek

9. Tablazat. M/M /oo Sorbanalldsi rendszer

a= \Ws.

an

pn:_‘e_aa n=0,1,---

n!

Mivel N Poisson-eloszlast kovet, ezért
L=a é o% =a.

A Little-formula szerint

L
W = X = Ws.
Mivel nincs varakozas, ezért
Wy= L, =0,
és

Wt] = Plw < t] = Wi[t];
azaz w-nek ugyanaz az eloszlasa, mint s-nek.
A fenti képletek véltozatlanok maradnak az M /G /oo rendszerre is.
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6.10 M/M/1/K/K Sorbanallasi képletek

10. Téablazat. M/M/1/K/K Sorbanallasi rendszer

A gépek dtlagos miikodési ideje (néha a meghibdsoddsig elteltt
dtlagos idének is szokds nevezni), a rovidités is ebbdl adédik

Do annak stacionarius valésziniisége, hogy minden gép miikodik, melyre

W )’“
= B[K, z],
- 2w
ahol B[, -] az Erlang-féle B formula és
EO]
W,

pn annak staciondrius valdszinisége, hogy n gép meghibasodott, az
alabbi alakban adhaté meg

K!

pn:mz_np07 n:0717"'7K7

melyet a kovetkezoképpen is felirhatunk

K—n

z
_E=-n)t
pn—K—k, n=01,..., K.
z
2
k=0
p=1—pg
P
A= .
W
K



10. Tablazat. M/M/1/K/K Sorbanallasi rendszer (folytatas)

L=\W
W, =W — W,

ZK—n—l

(K —n)pn (K —n—1)!
n — = ) = 7172a 7K_17
T TK-L K-1 & n="0
k!
k=0

ahol ¢, annak stacionarius valésziniisége, hogy egy meghibasodott gép
n tovabbi gépet talal a javitd egységnél.

QK — Lz +tp)

W] = Plw <t]=1— . t>0,
= Plw<d QK —L4)
ahol
nok

e\ T
Q(n;z) =e R

k=0

K -2,

Wit = Plg <t =1— & 24 sy
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6.11 M/G/1/K/K Sorbanallasi képletek

11. Tablazat. M/G/1/K/K Sorbanallasi rendszer

A gépek atlagos miikodési ideje (néha a meghibdsoddsig eltelt dtlagos
iddnek is szokds nevezni), a rovidités is ebbdl adodik

po annak stacionarius valdszinisége, hogy minden gép miikodik, melyre

w0 ().

-1

ahol
n=>0

{ 13[ () n=1,2,..,K-1,

és WZ*[0] az s Laplace-Stieltjes transzformaltja.

p=1—po.
p
A= .
W
K
)]
w=%_go
L=\W.
W, =W — W,

L, = AW,



6.12 M/M/c/K/K Sorbanallasi képletek

12. Tabldzat. M/M/c/K/K Sorbandlldsi rendszer

A gépek atlagos miikddési ideje (néha a meghibdsoddsig eltelt dtlagos
iddnek is szokds nevezni), a rovidités is ebbdl adédik

po annak stacionarius valdszinisége, hogy minden gép miikodik, melyre

S (1) 5 ()]

Po =
k=0 k=c+1
ahol
E[O]
=

pr annak stacionarius valészintisége, hogy n gép meghibasodott, az alabbi
alakban adhaté meg

_ (5)2‘”]}0 n=0,1,...,c
Pn = C!C’ZL!_C(I;)z_"pO n=c+1,...,K.
K
Lq: Z (’I”L—C)pn
n=c+1
Lq(E[O] + Ws)
1% q
1 K -1,
)= K
~ E[O]+ W, + W,
K
= ——F
W=~ [0
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12. Tablazat. M/M/c/K/K Sorbandlldsi rendszer (folytatds)

(K —n)pn

K-L "’
ahol ¢, annak stacionarius valésziniisége, hogy egy meghibasodott gép
n tovabbi gépet taldl a javité egységnél. A g,-t jeldljik g, [K]-val, hogy
hangsulyozzuk a K darab gépre vonatkozo képletet. Meg lehet mutatni,
hogy
K] =pp[K—-1], n=0,1,...,K—1.
cp(K —n—1;cz2)
el p(K —1;¢z)
ahol, természetesen,

ak

p(k;a) = ﬁe

dn =

pu[K —1] = po[K — 1],

-

tl=Plg<tl=1-— t>0
W‘][} [q_} C'p(K—l;CZ) v Y
ahol
k am
Qbie) =7 2

W] = Plw < 8] = 1 - Cy exp(—t/W,) + ¢, Q& — e = Lielz + tw))

QK —c—1;¢c2)
t>0,
ahol C; =1+ C; és
QK —c—1;cz
Cy = A ) polK —1].

-1 (K —c—1)p(K — 1;¢2)

fgy annak stacionarius valdszinilisége, hogy egy meghibasodott gépnek
varakozni kell

K-1 c—1
D= anzl—an-
n=c n=0

W,
Elqlg > 0] = 3‘1-



6.13 D/D/c/K/K Sorbanallasi képletek

13. Tablazat. D/D/c/K/K Sorbanallasi rendszer

A gépek atlagos miikddési ideje (néha a meghibdsoddsig eltelt dtlagos
iddének is szokas nevezni), a rovidités is ebbdl adddik

W, =—
K
= mind1l
p=minl, ),
ahol
__ 0
=T
cp
A= =
cp W,
K
= ——F
W= - E[0]
L=)\W.
Wy=W —Ws.
L, = \W,.

A képletek levezetése az alabbi cikkben talalhato: ” A straightforward
model of computer performance prediction” by John W. Boyse és David
R. Warn in ACM Comput. Surveys, 7(2), (June 1972).



e -~

6.14 M/G/1 Sorbanallasi képletek

14. Tablazat. M/G/1 Sorbanallasi rendszer

Jelolje N stacionaris esetben a rendszerben tartézkodo igények szamat.
Ekkor N generatorfiiggvényére igaz az alabbi oOsszefliggés

& (=))W =2
() = D = g

ahol W7 az s kiszolgdlasi id6 Laplace-Stieltjes transzformadltja. w és g-ra
vonatkozo Laplace-Stieltjes transzformaltak az alabbiak

g (L= p)0WZ0]
Wil = g
Waltl =g xwape

Kiilonbozo6 szerzok a fenti egyenleteket Hincsin transzformalt eqgyenletnek
hivjak. Annak stacionaris valészintisége, hogy a rendszer iires, pgp = 1—p,
ahol a kiszolgal6é kihasznaltsaga p = AW,. A kiszolgal6 foglaltsagara
adédé valésziniiség PN > 1] = p.

E 2 s 1 2
W, = AE[s"] = pW +Cs (Pollaczek formula).
20—p) 1-p 2
L, = AW,

o _ NE[) (A2E[32] )2 A2 E[s?]
Mo 3(1-p) \2(1-p)) 2(1-p)



14. Tablazat. M/G/1 Sorbanallasi rendszer (folytatas)

Ws (1+C?
Elqlg > 0] = p< )

1— 2
AE[s3]
E[¢?] = 2W?
2 2 2
o, = El¢"] - W,
W =W, +W;

o NE[S] ([ NE[s?]\7  A%(3—2p)E[s?] -
=gt (=) iy e
E[w?] = E[¢*] + ]15[—3,0]

02 = E[w?] - W2,

Tw|[90] ® W 4+ 1.30y, mw[95] & W + 20,.

15. Tablazat. M/Hs/1 Sorbanallasi rendszer

Ekkor

Z P2 = + Cy
21 —Z z9 — Z
ahol z; és z9 az alabbi egyenlet gyokei

p1p2z° — (p1+ pa+ p1p2)z + 14 p1+ps— p =0,
ahol
P = /\W57
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15. Tablazat. M/H2/1 Sorbanillasi rendszer (folytatas)

A
Pi = —» 1=1,2,
Hi
o =D pz)
21 — 22
és
o, — 2= D= pz)

22 — Z1
A gn(z) adédban kapjuk, hogy
pn=0C12{"+C22z;", n=0,1,---.

Specialisan, pg = 1 — p.

PIN >n|=C -C .
[ o n] ! z1 — 1 222 —1

Tovébba,

PIN>1=p

Wy[t] = Plg<t]=1- Cse™™ — Cge™ ", t > 0,
ahol a = _Cla b= _C27 Cla C? gyokel a
07 + (u1 + p2 — N)0 + papa(1 — p) = 0,

egyenletnek,



15. Tablazat. M/H2/1 Sorbanillasi rendszer (folytatas)

A1 —=p)C1 + p(1 — p)uipe
a(C1 — ¢2)

Cs =

és

A1 —=p)G+ p(1 = p)p1ps
a(C2 — 1)

AE[s?]  pW, [1+C?
2(1—p) 1-—p 2

Ws (1+C?
Elglg > 0] = ( )

Cs =

W, =

) . (Pollaczek formula)

1—0p 2
2 2 /\E[Sg]
Elq®] = 2W; + 3(1— p)

6 6
Bls*) =~ + -7,
H1 M2

ahol
al
a:C
4 121—1
T = Co 2
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15. Tablazat. M/H2/1 Sorbanillasi rendszer (folytatas)

fa = A(z1 — 1),
és
py = A(z2 — 1)
W =W, + W..
E[s?]

E[w2]
2
C., = 5 — L.
2 2
B p 1+ Cf
Fa=2 __L—p< 2 )

L _ NE[s) (AQE[SQ] )2 A2(3 — 2p) E[s?]
N 2(1-p)



16. Tablazat. M/Gamma/1 Sorbandlldsi rendszer

Mivel s gamma eloszlasd, ezért

pE+1)---B+n-1)

E[s"] = - L n=1,2,-.
(8

Tovabba

1
C? =,

5
igy
E[s*] = W2(1+4 C?),
E[s°] = WJ(1+ C7)(1 + 2C5),
és

n—1
E[s"] =W} H(l +kC?), n=1,2,---.
k=1

Ekkor

A\E[s?] oW, (1+C?
Wq pr— pr— y

20—p) 1—-p 2
Ly = AW,
2 _ PO+ E) ! PP+ C7) | 2p(1+ 203)]

Mo ™ 2(1 - p) 2(1 - p) 3 ’
Ws (1+C?
Elqlq > 0] = 1_p( 5 )
W21+ C?)(1+2C?)
E 2 — 9 2 PYVg s s
[q°] = 2W, 30 = ) :

or = E[¢*] - W7,
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16. Tabldzat. M/Gamma/1 Sorbandllasi rendszer (folytatas)

L=AW=L4+p.

02__ﬁu+mfxr+x2>+<g%1+0@)2+p%3—mw1+0b

N 3(1 - p) 2(1 - p) 2(1 - p)
p(1—p).
Blu?] = Bl + 0,
o2 = E[w?] - W2,

Tw|90] & W + 1.30y, 7|95~ W + 20,,.

17. Tablazat. M/E}) /1 Sorbanéllasi rendszer

Mivel s Erlang-k eloszlasu, ezért

1 2 -1
o= (1) (16 2) (147w, e

igy
2 2 1
E[S}:Ws (1+E)’
és
1 2
Es!]=W2(1+=)(1+ ).
[s°] WS( +k)< +k>
Ekkor
AE[s?] oWy (141
= = . (Poll k’s f 1
W, 2T —p) 1=, 5 (Pollaczek’s formula)
L, = AW,
o _ Ptk T pl(+k)  2p(k+2)
e T 2k(1—p) | " 2k(1—p) 3k



17. Tablazat. M/E}), /1 Sorbandllasi rendszer (folytatas)

W, (1+ %

pW2(k+1)(k +2)
“ 3k2(1—p)

W =W, + W..

L=AW = L4+ p.

s PE+DE+2) (PL+D\ PGB -2+ 1)
A =iy () D )
E[wQ} _ E[qz] Wsl(l_—; E) .

Tw|90] ® W 4+ 1.30y, my[95] & W + 20,.
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18. Tablazat. M/D/1 Sorbanillasi rendszer

Mivel s konstans, ezért
E[s"| =W, n=12,--
igy

(1-p)(L—=2)
1 — zeP(l_z) )

gn(z) =
Ha feltessziik, hogy
2eP1=2)] < 1,

gn (z) hatvdnysorba fejthet

> j
gn(z) = (1 -z Z [zep(l_z)] .
7=0
Ekkor megmutathatd, hogy

p1=(1-p)(e” = 1),

és
1-p ~ (=1)" I (jp)" I (Gp +n — j)el”
y:1 (n —j)!

Tovabba

k—1

t— (k—1)W.

W[t n ,

nzzop +pk< 7 )

ahol (k — )W, <t <kWs, k=1,2,--



18. Tablazat. M/D/1 Sorbanillasi rendszer (folytatas)

p
L, = \W, =
! T 2(1-p)
3 2 2 2
2 P P P
ON, = + + .
Mo 3(1—p) !2(1—/0)] 2(1 - p)
0 ha t < Wy
_ ) k=1
Wil = Zmﬂ%(%) ha t > W’
n=0
ahol
W, <t< (k+1)W,, k=12,
W =W,+ Ws.
W2
E 2:E2 s.
) = Ele’] + 1=
02 = Elw?] - W?
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6.15 GI/M/1 Sorbanallasi képletek

19. Tablazat. GI/M/1 Sorbanallasi rendszer

Annak staciondrius valészintisége, hogy valamely beérkezo6 igény a rend-
szert liresen talalja, egyértelm{i megolddsa az 1 — my = A*[umy]| egyen-
letnek, melyre 0 < mg < 1, ahol A*[O] a 7 beérkezési id6koz Laplace-
Stieltjes transzformaltja. A rendszerben tartézkodé igények eloszlasa
{pn}7 ahol bPo = P[N - O} =1—p, pn = pﬂ-O(l - 7.‘_0)77,—1, n=12--,
tovabba

_ P . 2 _ p(2=mo—p)
L—Wo,esaN—iwg :
1—
L, = 1=m)P
o
s p(1—m)(2—mo— p(1—mp))
O'Nq = 7'('8
E[Ny|N; > 0] = —.
0
w=s
0

W(t] = Plw <t] =1 — exp(—t/W).

100
Tw|r] = Wln [100 — r]'

Tw[90] = W1n10, m,[95] = W In20.

W
Wq = (1—7‘(’0) .

o




19. Tablazat. GI/M/1 Sorbandllasi rendszer (folytatas)

Wylt] = Plg <t]=1—(1—m)exp(—t/W).

4[] = max {o, W In (

100(1 — ﬂ'o)

100 — r

)}

q', a feltételes varakozasi ido eloszldsa megegyezik a w eloszlasaval.

20. Tablazat. my p fliggvényében GI/M/1 rendszernél 1

Ey

Es

U

D

Hy

Hy

0.100
0.200
0.300
0.400
0.500
0.600
0.700
0.800
0.900
0.950
0.980
0.999

0.970820
0.906226
0.821954
0.724695
0.618034
0.504159
0.384523
0.260147
0.131782
0.066288
0.026607
0.001333

0.987344
0.940970
0.868115
0.776051
0.669467
0.551451
0.626137
0.289066
0.147390
0.074362
0.029899
0.001500

0.947214
0.887316
0.817247
0.734687
0.639232
0.531597
0.412839
0.284028
0.146133
0.074048
0.029849
0.001500

0.999955
0.993023
0.959118
0.892645
0.796812
0.675757
0.533004
0.371370
0.193100
0.098305
0.039732
0.001999

0.815535
0.662348
0.536805
0.432456
0.343070
0.263941
0.191856
0.124695
0.061057
0.030252
0.012039
0.000600

0.810575
0.624404
0.444949
0.281265
0.154303
0.081265
0.044949
0.024404
0.010495
0.004999
0.001941
0.000095

1 az els6 Hy eloszlasnal ¢ = 0.4, pu1 = 0.5\, e
eloszlasnal g1 = 0.024405, pu1 = 2q1 A, és pua = 2g2 .

= 3). A maésodik Hs
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6.16 GI/M/c Sorbanallasi képletek

21. Tébldzat. GI/M/c Sorbanallasi rendszer

Legyen m,,n = 0,1,2,--- az érkezési pillanatokban a rendszerben
tartozkodd igények stacionaris eloszlasa. Ekkor

c—1

o S (-1 ()U;, n=0,1,...,c—2
n i=n
Dwm~¢, n=c—1,c,...,

ahol w a w = A*[cu(1l — w)] egyenlet egyértelmii megolddsa, 0 < w < 1,

és




21. Tabldzat. GI/M/c Sorbandllasi rendszer (folytatas)

W,[t] = Plg<t] =1— Plg > 0]e (1= ¢ >0,

ahol

D DWW

W
Elgla > 0] = —7——

Ha ¢(1 —w) # 1, akkor
W[t] = Plw <t] =1+ (G —1)e™# — Ge~er(1=w)t >,

ahol

D

G:(l—w)[l—c(l—w)]'

Amikor ¢(1 — w) = 1, akkor

Dyt
Wt] = Plw<t]=1- [1+ 1_"w]e—“t, t>0.
Tovabba
W =W, + W,.
c—1
AW, 11
pOZl— c —)\Wsjzz:lﬂj_l (3_E>

n
AW’}T_l
MEInat n=cie 41,

MWamtn—1 g =12 ... c—1
DPn =
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6.17 M /G/1 Prioritasos sorbanallasi rendszer

22. Tébldzat. M/G/1 Sorbanillasi rendszer (osztalyok, prioritds nélkiil)

n osztaly szerint csoportositjuk az igényeket, ahol az i-edikbe tartozék
Ai,t = 1,2,...,n paraméteri Poisson-eloszlas szerint érkeznek, és a
kiszolgdlasi id8kre E[s;] = 1/u;, E[s?], E[s}]. Minden igényt FCFS
alapjan szolgalunk ki. Nyilvanvaléan az osszesitett beérkezési folyamat

Poisson-eloszlasu lesz, melynek paramétere
A=AL+ A+ + Ay

A kiszolgélasi idGkre

A A An
W, = %E[sl] + TQE[SQ] et 7E[sn},
A A9 An
E[s%] = TE[S%] + TE[S%] + ot TE[S%L
és
/\1 )\2 An
E[s%] = TE[S?} + TE[SE] +oee Tt TE[S%L

A Pollaczek formula alapjan

AE[s?]

Wa=sa—py

Osztalyonként a rendszerben eltoltott atlagos id6

Wi:Wq-I-E[Si], 1=1,2,...,n.



22. Téabldzat. M/G/1 Sorbandlldsi rendszer (osztalyok, prioritds nélkiil)

(folytatas)

Az Osszesitett atlagos tartézkodasi idore

B A An
W= SWit TWat o+ W,

A sorbanallasi id6 szorasnégyzete

o _ A N(B[)?

T3(1-p)  41-p)>

Osztalyonként a rendszerben eltoltott id6 szérasnégyzete

2 _ 2 2 :
Ow, =04 +05, 1t=12,...,n.

w masodik momentuma osztalyonként

Elw]] =05, + W7, i=12,...,n.

?

Igy az sszesitett masodik momentum

A A
Elw?] = T E[wi] + T Ewi] + - + 5 Ew}],
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23. Tabldzat. M/G/1 Relativ prioritdsos rendszer

(ezt az elvet head-of-the-line-ként is ismerik (HOL))

Az n igény-osztaly koziil az 1 csoportba tartozdk a legfontosabbak, és
az n-edikbe tartozdék a legkevésbé. Az i-edik osztalyba tartozé igények
A; paramétert Poisson folyamatként érkeznek. Minden osztalynak sajat
kiszolgalasi ideje van véges momentumokkal. Az igényeket relativ pri-
oritasos elv szerint szolgaljak ki. Az Osszesitett beérkezési folyamat
Poisson-eloszlasu lesz az alabbi paraméterrel

A=A+ Ao+ o+ A

A kiszolgalasi id6 els6 harom momentuma az alabbi képlet szerint
hatarozhaté meg

A A An

W, = %E[sl] + 72E[32] + oo+ S Elsal,

)\1 )\2 )\n
E[s%] = TE[S%] + TE[Sg] + ot TE[S%],
és

/\1 )\2 An
E[s%] = TE[S‘Z’} + TE[SE] +oee Tt TE[S%L
Legyen

aj = ME[s1]+ XeE[s2] +---+ A E[sj], j=12,...,n,
és vegylk észre, hogy

ap = a = A\Wi.

Az atlagos sorbanallasi id6k

\E[s?]
2(1-aj—1)(1 —a;)’

7=012,...,n, ag=0.

ij = E[qj} =




23. Tabldzat. M/G/1 Relativ prioritdsos rendszer
(folytatas)

Az atlagos sorhosszak
Ly =AW, 7=12,...,n.
Az egyesitett atlagos sorbanallasi ido

A\ Ao An
Wy = TE[QI] + TE[QQ] +--F TE[%}-

A rendszerben eltoltott atlagos idok

W; = Elw;] = Elg;] + E[s;], j=1,2,...,n,

és a rendszerben tartézkodd igények atlaga

Ly =X\W;, j=12,...,n.

Az Osszesitett atlagos tartézkodasi ido

W =W, + Ws,.

Az Osszesitett atlagos sorhossz

L, = AWy,

és a rendszerben tartézkodd igények atlagos szama
L=)\W.

Osztalyonként a rendszerben eltoltott id6 szorasnégyzete

A\E[s3]
3(1 —aj—1)*(1 —a;)

2 _ 2
Ow, = Os; T

AE[s?] (2 él/\zE[sf] — /\E[S2])
41— a;-1)*(1 — a;)?

+

j—1
AE[s?] Y )\iE[s?]
+ =1

. j=12...n
2(1—a;_1)3(1—q5) "’
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23. Tabldzat. M/G/1 Relativ prioritdsos rendszer

(folytatas)

A rendszerben eltoltott id6 szdrasnégyzete

A A
0 = S lon, + Wi+ S lob, + W3]

[\

Ao
bt ol W - W

Osztalyonként a sorbanalldsi id6 szérasnégyzete
2 _ 2 2 .
o, =0, —0s5, 7=L12,...,n.

q; wj J

Ismert, hogy E[q?] = O'gj + quj, j=1,2,...,n,

ezért
A A A
2 1 2 2 2 n 2
= —F —F .-+ —FElqg7].
Elq”] 3 lq7] + 3 [g2] + -+ ) 47,]
Végiil

24. Tabldzat. M/G/1 Abszoliit prioritdsos sorbandlldsi rendszer

Az n igény-osztaly koziil az 1 csoportba tartozdk a legfontosabbak, és
az n-edikbe tartozdék a legkevésbé. Az i-edik osztalyba tartozé igények
A; paramétert Poisson folyamatként érkeznek. Minden osztalynak sajat
kiszolgalasi ideje van véges momentumokkal, E[s;] = 1/u;, E[s?], E[s?].
Az igényeket megszakitasos prioritasi elv szerint szolgaljak ki, azaz ha
j -dik osztalyba tartozé igény kiszolgalasa folyik, mikozben ¢ < j , -dik
osztalyba tartozoé igény beérkezik, akkor a kiszolgdlds megszakad és az @
igény kiszolgalasa kezdddik el. A megszakitott igény a sajat osztalybeli
igények soranak az elejére all, és ha legkozelebb rakeriil a sor, akkor a
megszakitas helyétol folytatddik a kiszolgalas.



24. Tabldzat. M/G/1 Abszoliit prioritdsos sorbanalldsi rendszer

(folytatds)

Az Osszesitett beérkezési folyamat Poisson-eloszlasu lesz az alabbi para-
méterrel

A=A+ Xo+ -+ A

A kiszolgalasi id6 els6 harom momentuma az aldbbi képlet szerint
hatarozhaté meg

A1 A2 A

Ws = < Els1] + < Elsa] + -+ + < Elsn),
A A An

E[s"] = 5 Elsi] + S Bls3] + - + S Elsy),
A A An

E[s3] = %E[siﬂ + %E[sg] + -+ TE[S:‘:’J

Legyen

a; = ME[s1]+ XE[s2]+---+ X E[sj], j=12,...,n,
és vegylk észre, hogy
a, = a = \Ws.

Osztalyonként a rendszerben eltoltott atlagos idok

J
1 > AE[s
W; = Elw;] = [ Els;] + h :
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24. Tabldzat. M/G/1 Abszolulit prioritdsos sorbandlldsi rendszer

(folytatds)

A megfelel6 sorbanallasi idék

Wy, = Elw;] = Els;], j=1,2,...,n.
A j -dik sor atlagos hossza

Ly, =AWy, j=12,...,n.

Az Osszesitett atlagos sorbanallasi id6, W, az alabbi formaban adhaté
meg

A1 Ao An
W, = TE[CH] + TE[ID] +--F TE[%J-

Osztalyonként a rendszerben tartdézkodé igények atlagos szama
Lj:/\jo, j:1,2,...,n.
A rendszerben valé atlagos tartézkodasi ido

A by A
W=TWik TWot o W = Wy + Wi

A sorban tartézkodo igények atlagos szama
L, =AW,
és a rendszerben tart6zkodo igények atlagos szama

L =\W.



24. Tabldzat. M/G/1 Abszoliit prioritdsos sorbanalldsi rendszer

(folytatds)

Osztalyonként a rendszerben eltoltott id6 szérasnégyzete

2 Els) S MBS
0_2 = S; _|_ =1
Y (1—aj-a)? (1—a;-1)°

2(1-a;1)*(1—a;)
Az Osszesitett szorasnégyzet

A A
0 = 5 (o0, + Wi+ o, + W3]

An
bt SR W - W

Osztalyonként a sorbanallasi id6 szérasnégyzete

O = 0w — 05, §=1,2,...,n.

Mivel,

E[q?] = agj —I—Wqu, j=12,...,n,

igy

Bl = 2L Blgl) + 2Bl + -+ Bl
Végiil
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25. Tablazat. M/G/1 Processzor-osztdsos sorbandlldsi rendszer

Az igények A paraméterii Poisson folyamat szerint érkeznek. A kiszolgala-
si id6 eloszlasardl feltessziik, hogy Cox-tipusi, azaz siirliségfiiggvényének
Laplace-transzformaltja raciondlis tortfiggvény. Az atlagos kiszolgalasi
id6t jeloljikk 1/u- vel. A kiszolgéldsi elv legyen Processzor Sharing
(Processzor-osztasos) amely azt jelenti, hogyha mar n — 1 igény van a
rendszerben, akkor az djonnan érkezé (és az Osszes tObbi) csak p/n in-
tenitdst kiszolgdldst kap. Ekkor p, = p"(1 — p), n = 0,1,..., ahol
p = A/u. Tovabba

W,

Végiil

26. Tabldzat. M/G/c Processzor-osztasos sorbanallasi rendszer

Az igények \ paramétert Poisson folyamat szerint érkeznek. A kiszolgala-
si id6 eloszlasardl feltessziik, hogy Cox-tipusi, azaz suriuségfiggvényének
Laplace-transzformaltja raciondlis tortfiggvény. Az atlagos kiszolgalasi
id6t jeloljiikk 1/u- vel. Amikor a rendszerben tartézkodé igények szama
N kisebb, mint ¢, akkor minden igényre jut egy sajat kiszolgald, vagyis a
kiszolgalasi intenzitds minden esetben u. Amikor azonban N > ¢, akkor
minden igény cu/N kiszolgdlasi intenzitast kap. Meg lehet mutatni,
hogy ebben az esetben az atlagokra vonatkozdé szokasos staciondrius
rendszerjellemz6k megegyeznek az M/M/c rendszer jellemzbivel. Azon-
ban a tartézkodasi id6 és varakozasi ido eloszlasfiiggvényét zart alakban
altaldban nem tudjuk megadni.



6.18 M /M/c Prioritasos rendszer

27. Tablazat. M/M/c relativ prioritasos (HOL) sorbanallasi rendszer

Az n osztalyba tartozoé igények koziil az i-dik osztalybeliek \; paraméte-
ri Poisson folyamat szerint érkeznek azzal a megszoritassal, hogy minde-
gyik kiszolgalasi ideje ugyanolyan paraméteri exponenciondlis eloszlasu.
Nyilvanvaléan az Osszesitett beérkezési folyamat Poisson lesz, melynek
paramétere A = A\; + Ay + -+ + A,,. A Kkiszolgald kihasznaltsaga

AW A

9
c cl

_ Cle,a)W;
Wa = c(1— X Ws/e)’

P

és igazak az aldbbi osszefiiggések:

Cle,a]Ws

TG g ]

W, =Wy, +We, j=12,...,n.

Wy, =

Ly =\W,,, §=1,2,...,n

Lj:/\jo, j:1,2,...,n.

. )\1 )\2 )\n
Wo=F+5++7
Ly = AW,

W =W, + W,



