
Théorie des files d’attente 1 présente la recherche de pointe 
actuelle et les pratiques établies dans le domaine des systèmes et 
réseaux de files d’attente.  

Il expose l’analyse des files d’attente avec des temps d’arrivée et 
de service interdépendants, les caractéristiques des files d’attente 
fluides, certaines modifications du système de files d’attente avec 
rappels ainsi que les files d’attente avec rappels de source finie 
avec des défaillances aléatoires, des réparations et des collisions 
de clients.  

Cet ouvrage présente également l’analyse du comportement 
transitoire des modèles de file d’attente à serveur infini avec un 
processus d’arrivée mixte, l’analyse de la stabilité forte des 
systèmes et des réseaux en file d’attente, de même que 
l’application de méthodes de simulation rapide pour résoudre 
des problèmes combinatoires de grande dimension. 
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Résultats récents en files 
d’attente avec rappels  

à sources finies avec collisions 
Anatoly NAZAROV1, János SZTRIK2 et Anna KVACH1 

1Université d’État de Tomsk, Tomsk, Russie 
2Université de Debrecen, Debrecen, Hongrie 

L’objectif de ce chapitre est de donner un aperçu des résultats récents sur les 
systèmes de files d’attente avec rappel à source finie à serveur unique avec collision 
de clients. Il s’agit notamment de déterminer lorsque le serveur est fiable et de modé-
liser les pannes et les réparations aléatoires du serveur selon qu’il est inactif ou occupé. 
Les méthodes numériques, de simulation et asymptotiques, assistées par des outils, 
sont considérées sous la condition d’un nombre croissant et illimité de sources. Plu-
sieurs cas et exemples sont traités et les résultats des différentes approches sont com-
parés les uns aux autres pour montrer les avantages et les inconvénients de la méthode 
donnée. En général, nous prouvons que la distribution à l’état d’équilibre du nombre 
de clients dans le système de service peut être approchée par une distribution normale 
avec une moyenne et une variance données. En utilisant des méthodes asymptotiques 
dans certaines conditions en régime permanent, la distribution du temps de séjour en 
orbite et dans le système peut être approchée par une distribution exponentielle généra-
lisée. En outre, il est prouvé que la distribution du nombre de nouveaux rappels 
jusqu’au succès du service dans la limite est distribuée géométriquement. À l’aide 
d’une simulation stochastique, plusieurs systèmes sont analysés, montrant la direction 
à suivre pour d’autres investigations analytiques. Des tableaux et des figures sont pré-
sentés pour illustrer certaines caractéristiques particulières de ces systèmes. 
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8.1. Introduction 

Les files d’attente à rappel à source finie sont des systèmes stochastiques très 
utiles et efficaces pour modéliser plusieurs problèmes survenant dans les systèmes 
de commutation téléphonique et les réseaux de télécommunication, y compris les 
réseaux cellulaires, les réseaux informatiques locaux CSMA (écoute d’un support à 
accès multiple), les centres d’appels et les réseaux maillés sans fil CSMA à l’échelle 
de la trame. Pour en mesurer l’importance, le lecteur intéressé est invité à consulter 
les ouvrages et les références cités ci-après : (Artalejo et Corral 2008 ; Falin et 
Artalejo 1998 ; Fiems et Phung-Duc 2017 ; Gómez-Corral et Phung-Duc 2016 ; Kim 
et Kim 2016).  

Après avoir recherché dans les bases de données scientifiques, nous avons re-
marqué qu’un nombre relativement restreint d’articles seulement ont été consacrés 
aux systèmes de files d’attente lorsque les appels entrants (primaires ou secondaires) 
causent des collisions à la demande en service et que les deux vont en orbite (voir 
par exemple, (Ali et Wei 2015 ; Choi et al. 1992 ; Kim 2010 ; Kumar et al. 2010 ; 
Lakaour et al. 2018 ; Peng et al. 2014 ; Takeda et Yoshihiro 2017)). 

Dans les systèmes CSMA réels, les collisions sont inévitables et elles diminuent 
l’efficacité des performances du système, c’est pourquoi de nouveaux protocoles 
devraient être développés pour les éviter (voir (Cao et al. 2018 ; Jinsoo et al. 2018 ; 
Kwak et al. 2018 ; Wentink 2017 ; Yeo et al. 2017)). Reith (2017) et Takeda et 
Yoshihihiro (2017) ont modélisé des situations réelles où des collisions peuvent se 
produire.  

La modélisation stochastique des systèmes avec collisions est nécessaire non 
seulement d’un point de vue technique, mais c’est un défi mathématique puisqu’elle 
nécessite des approches plus sophistiquées. 

Nazarov et son groupe de recherche ont mis au point une méthode asymptotique 
très efficace (Nazarov et Moiseeva 2006) à l’aide de laquelle divers systèmes ont été 
examinés. En ce qui concerne les systèmes à rappel à source finie avec collisions, il 
convient de mentionner les documents suivants : (Kvach et Nazarov 2015b ; Kvach 
2014 ; Kvach et Nazarov 2015a, 2015c ; Nazarov et al. 2014).  

Sztrik et son groupe de recherche se sont dédiés aux systèmes dont les serveurs 
ne sont pas fiables, comme on peut le voir dans (Almási et al. 2005 ; Sztrik 2005 ; 
Sztrik et al. 2006 ; Wüchner et al. 2010) ; c’est pourquoi on comprend que les deux 
groupes de recherche aient commencé leur coopération en 2017.  

Nos recherches ont été basées sur des approches analytiques, numériques, de 
simulation et asymptotiques telles que traitées dans (Anisimov et Sztrik 1989 ; 
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Anisimov et Artalejo 2001 ; Anisimov 1999 ; Artalejo et Corral 2008 ; Bhat 2015 ; 
Bossel 2013 ; Falin et Templeton 1997 ; Harchol-Balter 2013 ; Kobayashi et Mark 
2009 ; Kulkarni 2016 ; Lakatos et al. 2013 ; Law et Kelton 1991 ; Nazarov et 
Terpugov 2004 ; Nazarov et Moiseeva 2006 ; Rubinstein et Kroese 2016 ; Stewart 
2009 ; Yao 2016).  

L’objectif principal de ce chapitre est de donner un aperçu des résultats récem-
ment obtenus dans ce champ au moyen de différentes méthodes. Ce faisant, nous 
avons essayé d’unifier la notation qui est apparue dans différentes publications et 
d’utiliser la notation standard des articles de style occidental, qui diffère de celle des 
articles de style russe. Nous sommes confiants dans le fait que nos modèles avec col-
lision peuvent être utilisés dans des situations réelles pour décrire, par exemple, le 
fonctionnement de systèmes à accès aléatoire traités dans (Fiems et Phung-Duc 2017) 
sans collision ; les réseaux maillés sans fil basés qui utilisent CSMA au niveau des 
trames et des paquets examinés dans (Takeda et Yoshihiro 2017) ; les systèmes avec 
erreurs de transmission analysés dans (Lakaour et al. 2018). Lorsqu’une collision se 
produit, les signaux sont superposés, les paquets sont déformés et doivent donc être 
retransmis : tout doit être renvoyé en orbite.  

Nous reconnaissons que l’approche du trafic très peu dense appliquée dans 
(Fiems et Phung-Duc 2017) pour obtenir la distribution du nombre de clients dans la 
structure de service pour les systèmes sans collision pourrait être intégrée pour 
étudier les systèmes avec collision. Toutefois, nous devons souligner qu’outre ces 
derniers, nous sommes en mesure d’obtenir une approximation pour la distribution 
d’un certain nombre de nouveaux essais et pour la distribution du temps de réponse/ 
attente d’un client. Ces mesures n’ont pas été traitées dans le document susmen-
tionné. De plus, dans nos différents cas, le temps de service est généralement réparti 
et le serveur n’est pas fiable. 

Du point de vue théorique, l’une des principales difficultés par rapport aux 
systèmes sans collision est que le processus de service est interrompu plusieurs fois 
par les collisions jusqu’à son achèvement. Les pannes de serveur non fiables inter-
rompent également le service, ce qui entraîne une structure de temps de service total 
assez compliquée. En outre, en cas de collision, le nombre de clients en orbite 
augmente de deux. L’utilisation d’une approche algorithmique signifie que la n ième 
itération ne dépend pas seulement de l’itération précédente mais des deux itérations 
précédentes. Notre contribution la plus importante est qu’en plus d’obtenir la distri-
bution asymptotique du nombre de clients en orbite, la distribution asymptotique du 
nombre de rappels et la distribution du temps de réponse/attente d’un appel sont dé-
terminées dans certaines conditions. 

Les nouveaux aperçus numériques pour les modèles avec collisions et serveur 
peu fiable sont obtenus à l’aide d’approches algorithmiques, numériques (MOSEL), 
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de simulation. La combinaison de ces méthodes nous permet de valider l’exactitude 
de la méthode asymptotique. Nous montrons qu’avec un certain paramétrage, la 
propriété caractéristique des files d’attente avec rappels à source finie ayant un 
maximum de temps d’attente moyen pour un taux d’arrivée croissant reste valable 
même en cas de collision. Cela signifie que le maximum est dû à la source finie et 
non à la collision. Cette caractéristique surprenante a été remarquée par plusieurs 
auteurs et expliquée de différentes façons. Cependant, dans les systèmes avec colli-
sions, nous devons faire face à la durée totale du service, qui est souvent interrompu 
par des collisions et des pannes. Ceci est du à la collision et le meilleur temps de 
service est la dernière phase de ces mesures. D’après nos expériences, la moyenne 
du temps de service total et du meilleur temps dépend fortement de la distribution du 
temps de service et le minimum ne peut être obtenu qu’avec un paramétrage très 
spécial. 

Ce chapitre est une version agrandie et modifiée de notre récent article (Nazarov 
et al. 2018).  

Le reste du document est organisé comme suit. La section 8.2 donne une de-
scription du modèle et définit le processus non markovien multidimensionnel corres-
pondant.  

Dans les sections 8.3 et 8.4, les systèmes ayant un serveur fiable et un serveur 
non fiable sont traités respectivement. Dans ces sections, les modèles ayant des 
temps de service exponentiellement et généralement distribués sont étudiés puis 
analysés au moyen de méthodes basées sur des outils, algorithmiques, de simulation et 
asymptotiques, respectivement. Les principaux résultats des articles sont rassemblés et 
plusieurs figures illustrent les caractéristiques les plus intéressantes du système donné.  

Enfin, le présent chapitre se termine par une conclusion et met en lumière certains 
projets futurs. 

8.2. Description du modèle et notations 

Dans ce qui suit, nous présentons le modèle dans sa forme la plus générale telle 
qu’elle a été traitée à l’aide de méthodes numériques et asymptotiques. 

Considérons un système de file d’attente de type M/GI/1//N avec collision de 
clients et un serveur peu fiable (figure 8.1). Le nombre de sources est N  et chacune 
d’entre elles peut générer une requête primaire pendant un temps exponentiellement 
distribué avec le taux / Nλ . Une source ne peut pas générer un nouvel appel avant 
la fin du service complet de ce client. 

Exemplaire réservé à Janos Sztrik



Résultats récents en files d’attente     251 

Figure 8.1. Système de file d’attente de type M/GI/1//N avec collisions de clients 
et serveur peu fiable  

Si lorsqu’une requête primaire atteint le serveur, celui-ci est inactif, alors le serveur 
entre en service immédiatement ; dans ce cas, le temps de service requis a une fonction 
de distribution de probabilité ( ).B x  Désignons sa fonction de taux de service par 

'( ) = ( )y B y 1(1 ( ))B y  et sa transformée de Laplace-Stieltjes par * ( ),B y  respective-
ment. Si le serveur est occupé, un client arrivant (primaire ou répété) entre en 
collision avec un client en service et les deux sont placés en orbite. Les temps 
d’interception des clients sont censés être répartis de façon exponentielle avec le 
taux / ,N  c’est-à-dire que cela ne dépend pas du nombre de fois qu’il a été bloqué. 
Nous supposons que le serveur n’est pas fiable, c’est-à-dire que sa durée de vie est 
censée être distribuée de façon exponentielle avec un taux de défaillance 0  si  

le serveur est inactif et un taux de défaillance 1  s’il est occupé. Lorsque le serveur 
tombe en panne, il est immédiatement envoyé pour se faire réparer et le temps de 
réparation est supposé être réparti de façon exponentielle avec le taux 2 . Dans le 
cas où le serveur est en panne, toutes les sources continuent de générer des clients et 
les envoient en orbite ; de même, les clients peuvent réessayer de l’orbite au serveur 
mais tous les clients qui arrivent sont immédiatement placés en orbite. De plus, dans 
ce modèle peu fiable, nous supposons que la requête interrompue va immédiatement 
en orbite et que son service suivant est indépendant de celui qui est interrompu. Ceci 
bien sûr, dans le cas d’un serveur fiable 0 1= = 0  . Toutes les variables aléatoires 
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impliquées dans la construction du modèle sont supposées être indépendantes les 
unes des autres. 

Soit ( )J t  le nombre de clients dans le système au temps ,t  c’est-à-dire le nombre 

total de clients en orbite et en service. De même, soit ( )K t  l’état du serveur au  

temps ,t  c’est-à-dire :  

0, si le serveur est inoccupé

( ) = 1, si le serveur est occupé

2, si le serveur est en panne (en réparation)

K t






 

Ainsi, nous allons étudier le processus { ( ), ( )}K t J t , qui n’est pas un processus 

de Markov à moins que le temps de service ne soit distribué de façon exponentielle. 
Pour être un processus de Markov, nous devons utiliser la méthode des variables 
supplémentaires, à savoir, nous allons considérer deux variantes : la méthode du 
temps de service résiduel et la méthode du temps de service écoulé en fonction du 
but de l’étude. 

Désignons par ( )Y t  le processus aléatoire supplémentaire égal au temps de ser-

vice écoulé du client jusqu’au moment t  et par ( )Z t  le temps de service résiduel, 

c’est-à-dire l’intervalle de temps à partir du moment jusqu’à la fin du service réussi 
du client, respectivement. Il est évident que { ( ), ( ), ( )}K t J t Y t et { ( ), ( ), ( )}K t J t Z t
sont des processus de Markov. Notons que ( )Y t  et ( )Z t  ne sont définis que dans les 

moments où le serveur est occupé, c’est-à-dire lorsque ( ) = 1K t . 

Définissons les probabilités stationnaires comme suit :  

0

1

1

2

( ) = { = 0, = }

( , ) = { = 1, = , < }

( , ) = { = 1, = , < }

( ) = { = 2, = }

P j P K J j

P j y P K J j Y y

P j z P K J j Z z

P j P K J j

 

Bien entendu, dans le cas d’un temps de service exponentiellement distribué, les 
probabilités d’équilibre sont notées comme suit :  

( ) = { = , = }, = 0,1,2, = 0,...,kP j P K k J j k j N  

La distribution en régime permanent de l’état du serveur est indiquée par :  
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= ( = ), = 0,1, 2kR P K k k  

et la répartition du nombre de clients dans le système est désignée par :  

( ) = ( = ), = 0,...,P j P J j j N  

Il est clair que dans le cas d’un serveur fiable, toutes les probabilités où = 2K
sont 0.  

L’objectif principal des études est d’obtenir ces distributions et d’autres mesures 
de performance des systèmes, telles que la distribution du temps de séjour dans le 
système, la distribution du temps total de service et la distribution du nombre de 
nouveaux essais. Il s’agit de problèmes très complexes et, à la connaissance des 
auteurs, il n’existe pas de formules analytiques précises pour trouver des solutions. 
C’est la raison pour laquelle nous avons essayé d’obtenir les caractéristiques des 
différents systèmes à l’aide de méthodes de simulation stochastique, algorithmique 
et asymptotique. 

Puisque, dans ce qui suit, nous allons utiliser la distribution Gamma pour mon-
trer les caractéristiques spéciales de certains systèmes, nous l’introduisons ici pour 
être sûrs de la forme car elle peut être définie de plusieurs façons. 

On dit d’une variable aléatoire X  qu’elle a une distribution Gamma avec des 
paramètres ( , )α β  si sa fonction de densité est donnée par :  

1

0 ,si < 0

( ) =

( )
,si 0

Γ( )

x

x
f x

x e x
α ββ β
α

− −






 ≥


 

où > 0α , > 0β , et :  

1

0

Γ( ) = dtt e tαα
∞

− −  

est la fonction Gamma. 

Sa fonction de distribution ne peut être obtenue sous une forme explicite, à 
l’exception de = nα . Dans ce cas, elle se réduit à la distribution d’Erlang. 
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On note que, selon les paramètres, elle peut prendre de petites valeurs avec une 
probabilité élevée, c’est-à-dire lorsque le paramètre de forme est faible, dans ce cas 
le coefficient de variation au carré 2

XC  est élevé. Sa fonction de densité a la forme 

présentée en figure 8.2. 

Figure 8.2. Fonction de densité de la distribution Gamma 

On peut démontrer que : 

2
2

1
E( ) = , ( ) = , =XX Var X Cα α

β αβ
 

α  et β sont appelés respectivement paramètre de forme et paramètre d’échelle, 

et peuvent être exprimés par la moyenne et la variance de la manière suivante si l’on 
souhaite estimer les paramètres de l’échantillon :  

( )2
E( ) E( )

= , =
( ) ( )

X X
Var X Var X

α β  

On peut montrer que sa transformée de Laplace a la forme : 

( ) = = 1X
sL s

s

α αβ
β β

−
   

+   +   
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8.3. Systèmes avec serveur fiable 

8.3.1. Systèmes M/M/1 

8.3.1.1. Approche algorithmique 

Dans des articles précédents (Kvach 2014 ; Nazarov et al. 2014), on a dérivé les 
équations de Kolmogorov en régime permanent et la distribution de l’état du sys-
tème a été obtenue par une approche algorithmique. Puis, la distribution du nombre 
de clients dans le système a été calculée et utilisée pour valider les résultats asymp-
totiques. 

8.3.1.2. Approche asymptotique 

La principale contribution de Nazarov et al. (2014) est que la fonction carac-
téristique à l’état d’équilibre de la distribution prélimite du nombre de clients dans le 
système peut être approchée par la fonction caractéristique asymptotique du troisième 
ordre suivante, à savoir :  

{ }
2 3

1 2 3
( ) ( )

Eexp exp
2 3!

iu iuiuJ iu N N Nκ κ κ
  ≈ + + 
  

 

où la distribution de l’état du serveur est explicitement donnée sous la forme 
suivante : 

2 2 2

1

(2 ) (2 ) 8
=

4 ( )
R

σ λ μ σ λ μ σμλ
μ σ λ

+ − − +
−

2 2 2

0

(2 ) (2 ) 8
= 1

4 ( )
R

σ λ μ σ λ μ σμλ
μ σ λ

+ − − +
−

−

et les cumulants (semi-invariants) (Nazarov et Sudyko 2010) sont : 

2
1 0 01

1 2 1 2
1 1 0

1 ( )2
= , =

(1 2 ) ( )( )

R R RR R
R R R

μκ κ μ
σ λ λ σ

+ −
− − − −

0 1 1 0= ( )a R R R R−
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2 2
0 1 2 0 1

1
3 2

0 1

2
0 0

2
0 1

1
( )( ) (( )( ) )

2
= 2

( )( )

1 1

2 2

( )( ) )

R R a R R
R

R R

a a
R R

R R

κλ σ κ μ σ λ λ
μ

κ
λ σ λ

λκ μ

λ σ λ

   − − + ⋅ − − − +     ⋅
+ − −


   

⋅ + + −    
   + 

+ − − 



En fait, 1κ  est la solution positive de l’équation : 

1 1 1(1 ) = ( )Rλ κ μ κ−  

et numériquement, il est facile de vérifier que : 

1
0 1

1

( )
( ) =

2 ( )
R δ κ μκ

δ κ μ
+
+

1
1 1

1

( )
( ) =

2 ( )
R δ κκ

δ κ μ+

où 1 1 1( ) = (1 ) .δ κ λ κ σκ− +  

On peut facilement voir que l’approximation du second ordre aboutit à une 
distribution normale. Dans ce cas, dénotons par ( )G x  la fonction de distribution de 

la distribution gaussienne avec la moyenne 1Nκ  et variance 2Nκ . 

De plus, dénotons par ( )asP j  la distribution asymptotique discrète obtenue à 

l’aide de l’approximation gaussienne, à savoir :  

{ }[ ] 1
( ) = ( 0,5) ( 0,5) ( 0,5) ( 0,5)asP j G j G j G N G −+ − − + − −  

= 0,...,j N [8.1] 

que nous appellerons approximation gaussienne de la distribution discrète prélimite 
P(j). 
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Dans ce qui suit, nous montrons comment nous pouvons obtenir la distribution à 
l’aide de la fonction caractéristique inverse (voir (Nazarov et Sudyko 2010)). 

Soit ( )mD j  une distribution de probabilité avec = 0,1, 2,...,j N  et ( )mh u  sa 

fonction caractéristique, c’est-à-dire :  

=0

( ) = ( )
N

iuj
m m

j

h u e D j  

où = 1i −  est l’unité imaginaire et ( )mh u  la fonction caractéristique asymptotique 

du m ième ordre. Ensuite, en utilisant la transformation inverse ( )mD j  est donnée par 

la formule :  

1
( ) = ( )

2
iuj

m mD j e h u du
π

ππ
−

−  

Il est évident que : 
=0

( ) = (0) = 1
N

m m
j

D j h . 

Si les valeurs de ( )mD j  sont réelles et non négatives pour tous = 0,...,j N , 

alors :  

( ) = ( )m mD j P j  

où ( )mP j  s’appelle l’approximation du mième ordre de la distribution prélimite ( ).P j  

Comme ( )mD j  est calculé par intégration numérique, parmi les nombres Dm( j) 
il peut apparaître des nombres complexes avec des parties imaginaires assez petites 
ou des nombres négatifs réels avec des valeurs absolues assez petites. 

Dans ce cas, nous définissons les nombres réels non négatifs ( )mg j  par la 

formule suivante :  

1
( ) = { ( ) ( ) ( ) ( )}

4m m m m mg j D j D j D j D j+ + +
 

où la barre au-dessus indique une conjugaison complexe. Définissons ensuite l’appro-
ximation de la distribution prélimite de la distribution limite par l’égalité :  
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=0

( ) = ( ) / ( )
N

m m m
l

P j g j g l

Pour comparer les distributions de probabilités ( )P j  et ( )mP j , nous utiliserons 

la distance de Kolmogorov définie comme suit :  

0 =0 =0

Δ = ( ) ( )max
n n

m m
n N j j

P j P j
≤ ≤

− 

Par cette distance, nous pouvons estimer l’erreur d’approximation du mième ordre 
de la distribution prélimite. 

Dans un article précédent (Nazarov et al. 2014), les approximations de deuxième 
et troisième ordre de la distribution prélimite ont été comparées à la distribution 
exacte obtenue par la méthode algorithmique. L’applicabilité de la méthode asymp-
totique a été validée à l’aide d’une configuration différente de paramètres et pour 
différents paramètres N , et certaines conclusions ont été tirées. 

Un problème plus compliqué, à savoir la répartition du temps de séjour dans la 
structure de service, a été étudié par Kvach et Nazarov (2015b) à l’aide de méthodes 
asymptotiques lorsque N tend vers l’infini. Il a été prouvé que la fonction caractéris-
tique du temps de séjour T  d’un client dans le système de service peut être approchée 
de la manière suivante :  

{ } /
Eexp (1 )

/

q NiuT q q
q N iu
σ

σ
≈ + −

−

où 0= .
R

q
μ

δ μ+
 

Il est alors facile de montrer que l’approximation de la fonction de distribution 
prélimite du temps de séjour peut s’écrire : 

( ) 1 (1 )
q x

NA x q e
σ−

≈ − −

ce qui signifie que le temps de séjour asymptotique peut être nul avec probabilité q 
et qu’il est distribué de manière exponentielle avec une probabilité 1 – q. En consé-
quence, le temps de séjour moyen :  
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( ) (1 ) / ( )E T q N qσ≈ −  

À partir du raisonnement probabiliste :  

1 1(1 ) = Rλ κ μ−  

ce qui signifie que le taux d’arrivée moyen est égal au taux de départ moyen et de la 
formule de Little :  

1 1(1 ) =R q qμ σ κ−  

devrait être valide. Ces formules peuvent être utilisées pour la validation des 
résultats numériques et asymptotiques obtenus. Les exemples d’échantillons asymp-
totiques concernant la distribution du temps de séjour n’ont pas été validés par simu-
lation dans cet article. 

8.3.2. Système M/GI/1 

Cette section traite des résultats lorsque les temps de service requis sont géné-
ralement distribués, mais dans les exemples, la distribution Gamma est utilisée en 
raison de ses propriétés utiles. En effet, on voit facilement que son coefficient de 
variation au carré peut être inférieur, égal ou supérieur à 1 dépendant des valeurs 
des paramètres de forme et d’échelle. 

8.3.2.1. Approche algorithmique 

Une étude précédente (Kvach et Nazarov 2015a) traite de l’approche algo-
rithmique de la façon d’obtenir la distribution en régime permanent du système. La 
méthode de la technique des variables supplémentaires avec temps de service 
résiduels a été appliquée et plusieurs exemples numériques ont été traités avec 
Gamma temps de service distribués. Les résultats ont aidé à valider les résultats asym-
ptotiques pour le même modèle. 

8.3.2.2. Simulation stochastique 

Les articles de Nazarov et al. (2017b, 2017c) sont consacrés à l’analyse asymp-
totique du temps de service total moyen, de la distribution du temps de séjour dans 
le système et de la distribution du nombre de nouveaux rappels. Il est à noter que les 
résultats n’ont pas été validés par simulation. Parallèlement, des simulations ont été 
effectuées, les estimations de la moyenne et de la variance de la durée du séjour ont 
été obtenues et la distribution du nombre de nouveaux rappels a également été déter-
minée. L’analyse de simulation sera publiée prochainement. 

Exemplaire réservé à Janos Sztrik



260     Théorie des files d’attente 1 

8.3.2.3. Approche asymptotique 

Les résultats asymptotiques publiés dans (Nazarov et al. 2017b, 2017c) sont ré-
sumés dans cette section. Auparavant, nous avons besoin de quelques notations, à 
savoir :  

1 1
0

( ) = ( ), ( ) = ( )xB e dB xαα δ κ λ σ λ κ
∞∗ − + −  

Alors, 1κ  peut s’obtenir de : 

1 1
1

1

( ) ( ( ))
= 1

2 ( ( ))

B
B

δ κ δ κκ
λ δ κ

∗

∗− ⋅
−

[8.2] 

et la distribution de l’état du serveur peut être déterminée par : 

*

0 1* *

1 1 ( )
= , =

2 ( ) 2 ( )

BR R
B B

δ
δ δ

−
− −

Dans le cas du temps de service résiduel jusqu’à l’approche d’achèvement de 
service avec succès pour l’état du serveur occupé, nous avons :  

{ }1 1 0
0

( ) = (1 ) ( )
zz xR z e e R B x dxδ δ λ κ δ− ⋅ − −

et dans le cas de l’approche du temps de service écoulé, nous obtenons : 

1

0

( ) ( ) = (1 )R y y dyμ λ κ
∞

−  

En introduisant les notations : 

1 1 1 0= (1 ), ( ) = ( )A R R Bλ κ α δ α∗ ∗ − −    

nous obtenons : 

1 0 1 1 0
2

1 1 1 0 1 0

( ( ) ( ))
=

( )( ( ) ( ( ) 1)) (( )( ( ) ( )) )

A R B A A R
A R R R B R R B

δ δ δ
κ

σ λ δ δ δ σ λ δ δ λ

∗

∗ ∗ ∗ ∗
⋅ + − +  

− − − − + − − −
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Par conséquent, la distribution prélimite en régime permanent du nombre de 
clients dans le système peut être approchée par une distribution normale avec moyen-
ne 1N  et variance 2N . 

Il est intéressant de noter que l’équation [8.2] peut avoir une, deux ou trois 
racines 10 < < 1 . Par exemple, pour la fonction de distribution Gamma ( )B x  avec 
un paramètre de forme  et un paramètre d’échelle   avec des valeurs = = 2  , 

= 0,29, = 20  l’équation [8.2] a trois racines, à savoir (1)
1 = 0, 031,  (2)

1 =
0,188  et (3)

1 = 0,549 . 

Considérons ces valeurs des paramètres de service  ,   et le système ,   pour 
lequel l’équation [8.2] a trois racines ; la distribution de probabilité  ( ) = ( ) =P i P i t i
peut alors être d’un type bimodal. En particulier, pour = = 2,  = 0,29,  

=19,7  par simulation et méthodes numériques à = 200N  pour ( )P i  nous 
obtenons le graphique suivant présenté à la figure 8.3. 

Figure 8.3. Distribution de probabilité bimodale du nombre de clients  
dans le système 

La raison de cette caractéristique est expliquée par Nazarov et al. (2017c). 

En règle générale, l’équation [8.2] a trois racines dans des cas exceptionnels à 
des valeurs spéciales de paramètres et une telle situation est extrêmement rare. 
Considérons donc dans ce qui suit quelques propriétés du système lorsque l’équation 
principale [8.2] a une racine unique 10 < < 1 . 
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Dans l’article de Nazarov et al. (2017b), pour la durée moyenne de séjour du 
client en service, on obtient l’expression suivante :  

*

*

1 ( )
E( ) =lim

( )
S

N

BT
B

δ
δ δ→∞

−

Considérons ensuite l’influence des paramètres du système sur le temps de séjour 
moyen ( )SE T  du client dans le serveur. Nous choisirons = 20σ  et les valeurs des 

paramètres λ  et =α β  sont spécifiées dans le tableau 8.1. 

Comme nous pouvons le voir, pour <1α  les valeurs du temps de séjour moyen 
total ( )SE T  du client sous service prend des valeurs inférieures à l’unité. Pour < 1,α  il 

y a une forte probabilité d’émergence de petites valeurs de temps de service et ce fait 
influence sans doute le temps de séjour moyen total ( )SE T  du client sur le serveur et 

il prend plutôt de faibles valeurs. De plus, notons qu’avec l’augmentation des 
valeurs du paramètre λ  les valeurs d’E(TS) diminuent. 

α = β 

0,1 0,3 0,5 0,8 1 2 3   5 

λ 

0,5 0,324 0,546 0,682 0,857 1 5,038 20,816 153,239 

1 0,204 0,367 0,488 0,727 1 5,576 21,695 154,766 

5 0,067 0,165 0,301 0,640 1 5,937 22,360 155,975 

10 0,046 0,140 0,280 0,632 1 5,979 22,441 156,125 

15 0,039 0,131 0,273 0,629 1 5,993 22,468 156,175 

Tableau 8.1. Temps de séjour moyen ( )SE T  du client en service  
à différentes valeurs de λ  et =α β  

Dans le cas où >1α , les valeurs d’ ( )SE T  deviennent plus grandes que l’unité. 

Le tableau 8.1 montre qu’avec une augmentation du paramètre de service ,α  les 

valeurs du temps de séjour moyen total ( )SE T  du client sous service augmentent 

considérablement et atteignent des valeurs très élevées. Notons que dans cette 
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situation, le paramètre   n’influence pratiquement pas ( )SE T  et avec un paramètre 
de service croissant  cette influence devient de moins en moins importante. 

Le tableau 8.1 montre également qu’en cas de temps de service exponentiel, 
c’est-à-dire que = = 1  , les valeurs du temps de séjour moyen total ( )SE T  du 
client sur le serveur sont égales à l’unité. 

Pour la répartition du nombre de nouveaux rappels/transitions du client placé en 
orbite, nous avons les résultats suivants. 

Soit   le nombre de transitions du client en orbite, puis :  

E =lim 1 (1 )N

qz
q z



  
 

où la valeur du paramètre q  a une forme : *
0= ( )q R B  . 

Du théorème prouvé, il s’ensuit évidemment que la distribution de probabilité 
 = , = 0,P n n   du nombre de transitions du client placé en orbite est géométri-

que et :  

 = = (1 ) , = 0,nP n q q n    

Par conséquent, en utilisant la loi de probabilité totale pour la fonction carac-
téristique du temps de séjour/attente W du client en orbite, on obtient :  

E (1 )iuW qe q q
q iuN



  


 

Dans le cas où N  , les distributions de probabilités limites du temps de 
séjour du client dans le système T  et du temps de séjour du client en orbite W coïn-
cident, à savoir :  

Eexp = Eexp = (1 )lim lim
N N

T W qiu iu q q
N N q iu


 

            
 

Considérons l’influence des paramètres du système sur les valeurs du nombre 
moyen de rappels .  Nous choisirons les mêmes paramètres du système qui ont été 
pris en compte dans les exemples précédents, à savoir = 20 , et les valeurs des 
paramètres   et = ,   et qui sont spécifiés dans le tableau 8.2. 
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  α = β 
  0,1 0,3 0,5 0,8 1 2 3   5 

λ 

0,5 0,470 1,131 1,86 3,65 6,32 162,7 793 6 091 

1 0,656 2,002 4,19 11,57 21,83 204,1 848 6 172 

5 1,114 4,192 9,31 22,73 37,07 234,4 891 6 236 

10 1,278 4,755 10,28 24,30 39,02 238,1 896 6 244 

15 1,355 4,969 10,63 24,83 39,67 239,3 898 6 247 

Tableau 8.2. Nombre moyen de nouveaux rappels pour diverses valeurs  
de λ  et =α β  

Le tableau 8.2 montre que le nombre moyen de nouveaux rappels dépend évi-
demment du paramètre de service α qui est le résultat attendu et logique. Il est à 
noter que pour les petites valeurs du paramètre α , l’influence du paramètre λ  sur le 
nombre moyen de rappels est significative et évidente. Mais avec l’augmentation du 
paramètre α , cette influence diminue et disparaît pratiquement déjà pour des 
valeurs importantes de α .  

On peut tirer les conclusions suivantes : le nombre moyen de rappels et la durée 
moyenne du séjour du client sous service sont une conséquence de la collision de 
clients et de l’admissibilité des tentatives répétées de service par le même client. La 
durée du service à la clientèle pour les tentatives répétées a la même distribution de 
probabilité ( )B x , mais sa réalisation répétée, naturellement, accepte des valeurs 

différentes. Si, pour la distribution ( )B x , il y a une forte probabilité d’émergence de 

faibles valeurs de temps de service comme dans la distribution Gamma avec le 
paramètre de forme <1α , alors un petit nombre de rappels est suffisant pour 
réaliser une faible valeur du temps de service qui sera complété avec succès. Si les 
petites valeurs du temps de service sont peu probables pour la distribution de 
probabilité ( )B x , comme dans la distribution Gamma avec le paramètre de forme

>1α , alors le nombre de tentatives de service infructueuses devient important, 
comme on peut le voir au tableau 8.2, le serveur fonctionne sans résultat, la durée 
moyenne du séjour du client sous service augmente (tableau 8.1). 

8.4. Systèmes avec serveur peu fiable 

Dans de nombreuses situations pratiques, le serveur n’est pas fiable et après un 
temps aléatoire, il peut tomber en panne et nécessite une réparation qui prend 
également une durée aléatoire (Almási et al. 2005 ; Dragieva 2014 ; Gharbi et 
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Dutheillet 2011 ; Gharbi et Ioualalalen 2006 ; Gharbi et al. 2014 ; Krishnamoorthy 
et al. 2014 ; Roszik 2004 ; Sztrik et al. 2006 ; Wang et al. 2010, 2011 ; Zhang et 
Wang 2013). Dans les sections qui suivent, nous résumons nos résultats obtenus par 
différentes méthodes. 

8.4.1. Système M/M/1 

8.4.1.1. Approche assistée par outil par MOSEL 

Puisque, dans de nombreuses situations pratiques, l’espace d’état de la chaîne de 
Markov descriptive est très large, il est assez difficile de calculer les mesures du sys-
tème au moyen de la manière traditionnelle d’écrire et de résoudre les équations de 
régime permanent sous-jacentes.  

Pour simplifier cette procédure, plusieurs progiciels ont été développés et utilisés 
efficacement pour l’évaluation de la performance de systèmes complexes (voir par 
exemple, (Gharbi et Dutheillet 2011 ; Gharbi et Ioualalen 2006 ; Gharbi et al. 2015 ; 
Gharbi et al. 2014 ; Ikhlef et al. 2016)). Dans le cadre de nos recherches, un outil 
logiciel similaire appelé MOSEL (Modeling, Specification and Evaluation Language) 
a été utilisé pour formuler le modèle et obtenir les mesures de performance. Une 
étude précédente de Bérczes et al. (2017) adresse la formulation du modèle, la 
dérivation de plusieurs mesures de performance et de la génération d’exemples 
illustratifs montrant un phénomène intéressant de files d’attente pour un nouveau 
rappel à source finie, c’est-à-dire que le temps de séjour moyen a un maximum 
lorsque l’intensité de l’arrivée augmente, dans une configuration paramétrique 
spécifique. Nous avons montré que cela subsiste encore dans le cas des collisions, com-
me le montre l’exemple suivant. 

Cas N λ/N γ0 γ1 γ2 σ/N μ 
Figure 8.4 

cas 1 
100 0,01 0,01 0,01 1 0,1 1 

Figure 8.4 
cas 2 

100 0,01 0,1 0,1 1 0,1 1 

Figure 8.4 
cas 3 

100 0,01 1 1 1 0,1 1 

Figure 8.5 100 0,03 – 8,1 0,01 0,01 1 0,1 1 

Figure 8.6 100 0,03 – 8,1 0,1 0,1 1 0,1 1 

Tableau 8.3. Valeurs numériques des paramètres du modèle 
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La figure 8.4 montre la répartition à l’état d’équilibre des trois cas étudiés. Dans 
cette figure, on peut également voir l’effet de la panne du serveur. Nous constatons 
que le nombre moyen de clients augmente à mesure que l’intensité de la panne 
augmente. D’après la forme des courbes, il est clairement visible que la distribution 
à l’état d’équilibre des cas est normalement distribuée.  

 
Figure 8.4. Distributions à l’état d’équilibre  

Les figures 8.5 et 8.6 montrent le temps de réponse moyen en fonction du taux 
de génération des clients. Comme nous pouvons le voir, le temps de réponse moyen 
sera plus élevé à mesure que nous augmentons le taux de génération, mais après que

/ N  soit supérieur à 1.5  le temps de réponse moyen commence à diminuer.  

8.4.1.2. Approche algorithmique 

L’avantage d’une approche algorithmique de la méthode générale supportée par 
un outil réside dans le fait que dans ce cas nous n’avons pas d’explosion d’espace d’état 
et que N  peut être beaucoup plus élevé que dans le cas des calculs effectués par 
MOSEL comme nous le verrons plus tard. La publication des résultats a été soumise 
(voir (Kuki et al. 2019)). Le calcul a été effectué par un tableur, MS Excel, et N  
peut être de taille arbitraire. Lorsque les calculs sont effectués par l’outil MOSEL-2 
(voir (Bérczes et al. 2017)), on se heurte à des limites strictes, à savoir que l’espace 
d’état croît extrêmement vite ; par conséquent, le nombre de sources ne peut 
dépasser 200. Dans Excel, nous pouvons aller bien au-delà de 200. Deux autres  
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avantages de l’utilisation de cette feuille de calcul : l’effet des modifications des 
paramètres est immédiatement visible et l’ensemble des probabilités d’équilibre, tant 
bidimensionnelles qu’unidimensionnelles, sont présentes dans des colonnes séparées et 
peuvent être utilisées directement pour des études plus approfondies. 

 

Figure 8.5. Temps de réponse moyen versus / N , ,0 1= = 0 01   

 

Figure 8.6. Temps de réponse moyen versus / N , ,0 1= = 0 1   
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À titre d’exemple, nous considérons trois systèmes avec les paramètres d’entrée 
suivants : 

0 1 2= 100, = 1, = 1, = 5, = 0,1, = 0,1, = 1N        

La figure 8.7 présente les probabilités d’équilibre de trois modèles : un système 
fiable de base sans conflit, un système fiable avec conflit et un système peu fiable 
avec conflit. En l’absence de conflit, les attentes des états sont moins élevées que 
dans les autres cas. Les probabilités des états ont la moyenne la plus élevée dans le 
système peu fiable comme on s’y attendait.  

Figure 8.7. Fiable sans conflit, fiable avec conflit  
et peu fiable avec conflit 

8.4.1.3. Simulation stochastique 

Afin de valider l’applicabilité de l’approche asymptotique, nous avons besoin de 
résultats numériques ou de simulation. Le bon fonctionnement du logiciel de simu-
lation a été testé à l’aide des exemples d’échantillons numériques. Les recherches 
réalisées par les méthodes de simulation et asymptotiques ont été soumises pour être 
publiées (voir (Nazarov, Sztrik, Kvach et Bérczes 2018 ; Nazarov, Sztrik, Kvach et 
Tóth 2018)). 
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8.4.1.4. Approche asymptotique 

Nous traitons premièrement de la répartition du nombre de clients dans le sys-
tème telle qu’elle a été publiée par Nazarov et al. (2018). Les résultats asympto-
tiques de premier ordre sont les suivants : 

{ }1exp = explim
N

JE iw iw
N

κ
→∞

 
 
 

 

où 1κ  est la solution positive de l’équation : 

( )1 1 11 ( ) = 0Rκ λ μ κ− −  

où les distributions stationnaires des probabilités 1( )kR κ  de l’état du serveur 

= 0,1, 2k  sont obtenues comme suit :  

( )
( )

1

10 2 1 2
0 1

2 2 1 1

( ) =
a

R
a

κγ γ γ γκ
γ γ κ γ μ

−
 + + + ⋅ + +  

( )
( )

1
1 1 0 1

1 1

( ) = ( )
a

R R
a

κ
κ κ

κ γ μ
⋅

+ +
 

2 1 0 0 1 1 1 1
2

1
( ) = ( ) ( )R R Rκ γ κ γ κ

γ
+    

ici ( )1a κ  est : 

( ) ( )1 1 1= 1a κ κ λ σκ− +  

Les résultats asymptotiques du deuxième ordre sont : 

2
1

2
( )

exp = explim
2N

J N iwE iw
N
κ κ

→∞

  −  
   

    
 

où 2κ  est : 
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( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )

2 1 1 1 1 2 1 1 2
2

2 2 1 1 2 2

( ) (1 ) 1
=

1

R b b R
b b

γ μ κ λ γ γ κ λ
κ

λ μ γ κ λ γ γ
− + − + + −

+ − − +

et : 

( )1 0 1
1 0 2

1 1

1 ( )( )
= , =

R R
b R b

a a
κ λ σ λ

γ μ γ μ
− − −

+ + + +

Par conséquent, la distribution prélimite du nombre de clients dans le système 
peut être approchée par une distribution normale avec moyenne 1Nκ  et écart 2Nκ . 

Déterminons l’exactitude et le champ d’application de cette approximation. 

Nous avons les paramètres d’entrée suivants :  

0 1 2= 1, = 5, = 0,1, = 0, 2, = 1μ σ γ γ γ  

et nous fournirons les valeurs de la distance de Kolmogorov Δ  dans le tableau 8.4. 

N = 5 N = 10 N = 20 N = 30 N = 50 

λ = 0,5 0,095 0,059 0,032 0,023 0,017 

λ = 1,0 0,037 0,023 0,017 0,014 0,011 

λ = 2,0 0,078 0,046 0,022 0,014 0,013 

Tableau 8.4. Distance de Kolmogorov entre la distribution prélimite ( )P i   

et la distribution asymptotique ( )asP i  pour des valeurs différentes 

des paramètres N et λ  

Le tableau 8.5 montre la distance de Kolmogorov pour les paramètres suivants : 

0 1 2= 1, = 1, = 0,1, = 0,2, = 1λ μ γ γ γ  

et pour diverses valeurs des paramètres N et σ .  
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N = 5 N = 10 N = 20 N = 30 N = 50 

σ = 0,2 0,066 0,035 0,018 0,013 0,010 

σ = 1,0 0,033 0,018 0,014 0,014 0,008 

σ = 5,0 0,037 0,023 0,017 0,014 0,011 

Tableau 8.5. Distance de Kolmogorov entre la distribution prélimite ( )P i   

et la distribution asymptotique ( )asP i  pour différentes valeurs  

des paramètres N et σ  

En supposant une erreur acceptable Δ 0,05≤  des valeurs données dans les ta-
bleaux 8.4 et 8.5, nous pouvons conclure que l’approximation a une erreur im-
portante à 10N ≤ , à 10 < < 20N  l’acceptabilité de l’approximation est douteuse, et 
à 20N ≥  l’approximation a une précision assez acceptable. 

Passons maintenant à l’analyse de la répartition du temps d’attente et du temps 
de séjour.  

En utilisant la formule de Little, nous avons : 

( )1 1
1

1 E =T
N

κ λ κ −  
 

 

ainsi : 

( )
1

1

1
E =

1
T

N
κ
κ λ

 
  − 

[8.3] 

où 1κ  est la valeur moyenne asymptotique du nombre de clients dans le système et 

( )11 κ λ−  l’intensité moyenne d’arrivée du flux entrant.

Toutefois, il convient de souligner que l’égalité ci-avant [8.3] ne définit que le 
temps de séjour moyen du client dans le système. Nous aimerions effectuer une 
étude plus détaillée pour le client T  marqué. 

L’une des principales contributions de Nazarov et al. (2018) est que pour la 
limite de la fonction caractéristique du temps de séjour normalisé nous avons :  
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exp = (1 )lim
N

T qiw q q
N q iw

σ
σ→∞

  + −  − 
E  

où q  est : 

1

1 1

(1 )
=

(1 )
q κ λ

κ λ σκ
−

− +
 

Par conséquent, la fonction caractéristique du temps de séjour du client dans le 
système dans la situation prélimite avec N  fini peut être approximée par :  

(1 )iuT qe q q
q iuN
σ

σ
≈ + −

−
E  [8.4] 

Dans ce qui suit, trouvons la valeur moyenne du temps de séjour normalisé du 
client dans le système qui est : 

1 1

1 1

1 1 1 1 1
= (1 ) = = =

(1 ) (1 )

qT q
N q q

σκ κ
σ σ σ κ λ κ λ

−  − ⋅  − − 
E  

et cela coïncide avec le résultat obtenu plus tôt par la formule de Little. 

Pour la distribution du nombre de transitions/rappels du client placé en orbite, 
nous obtenons les résultats suivants. Soit ν  le nombre de transitions du client en or-
bite, alors : 

=lim
1 (1 )N

qz
q z

ν

→∞ − −
E  

résultant en la distribution de probabilité { }= , = 0,P n nν ∞ du nombre de transi-

tions du client en orbite qui est géométrique et ayant la forme :  

{ }= = (1 ) , = 0,nP n q q nν − ∞  

Par conséquent, la fonction caractéristique prélimite du temps de séjour ou 
d’attente W  du client sélectionné dans une orbite peut être approchée comme : 

(1 )iuW qe q q
q iuN
σ

σ
≈ + −

−
E  
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Dans le cas où N  , les distributions des probabilités limites du temps de 
séjour du client dans le système T  et le temps de séjour du client en orbite W coïn-
cident, à savoir :  

exp = exp = (1 )lim lim
N N

T W qiu iu q q
N N q iu


 

            
E E

Auparavant, nous avons obtenu que la distribution de probabilité du nombre de 
transitions du client en orbite est géométrique avec le paramètre q. Voyons à quel point 
les résultats de limitation sont proches des résultats de simulation et à quelles valeurs  
N cette approximation est admissible. 

Dans ce but, dénotons par ( = )asP n  la distribution géométrique asymptotique 
des probabilités avec paramètre q  et par ( = )sP n  la distribution de probabilité du 
nombre de transitions du client sélectionné dans l’orbite obtenue à l’aide du pro-
gramme de simulation. En outre, déterminons la précision (erreur) de l’approxi-
mation de la distribution au moyen de la distance de Kolmogorov Δ, qui, pour les 
distributions de probabilité, ( = )asP n  et ( = )sP n  est définie comme : 

 
0 < =0

Δ = ( = ) ( = )max
i

as s
i n

P n P n 
 

  

En exécutant le programme de simulation pour : 

2= 1, = 1, = 4, = 1   

et en appliquant l’approximation, nous fournirons la distance de Kolmogorov Δ 
pour diverses valeurs N  et 0 1= =    dans le tableau 8.6. 

Nous pouvons voir, comme prévu, qu’en augmentant N  la distance de 
Kolmogorov devrait diminuer, mais avec ce paramétrage, il n’y a pas de réduction 
essentielle si > 50N . 

Voyons le nombre moyen de nouveaux rappels dans les mêmes conditions 
qu’auparavant. 

Encore une fois, nous pouvons observer ce qui était attendu : à mesure que N  
augmente, le nombre moyen de rappels augmente puisqu’il y a de plus en plus de 
clients dans le système, ce qui entraîne de plus en plus de collisions. En même 
temps, on peut également voir comment le nombre moyen de nouveaux rappels 
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augmente à mesure que le taux de défaillance du serveur augmente. On souligne 
qu’à chaque fois les valeurs limites donnent de très bonnes approximations montrant 
l’efficacité de la méthode asymptotique.  

 N = 20 N = 30 N = 50 N = 100 N = 200 

γ = 0,05 0,026 0,016 0,009 0,005 0,003 

γ = 0,1 0,024 0,015 0,009 0,004 0,002 

γ = 0,5 0,017 0,011 0,006 0,004 0,001 

Tableau 8.6. Distance de Kolmogorov entre la distribution ( )sP i  et l’approximation  
de la distribution géométrique ( )asP i  pour différentes valeurs  

des paramètres N et γ 

 N = 20 N = 30 N = 50 N = 100 N = 200 Limite 

γ = 0,05 5,512 5,727 5,842 5,900 5,930 5,977 

γ = 0,1 6,090 6,233 6,334 6,415 6,442 6,494 

γ = 0,5 10,336 10,501 10,640 10,715 10,777 10,821 

Tableau 8.7. Nombre moyen de nouveaux rappels dans des situations  
de prélimitation et de limitation pour diverses valeurs des paramètres N et γ  

8.4.2. Système M/GI/1 

8.4.2.1. Simulation stochastique 

Dans (Tóth et al. 2017), le temps de service requis est supposé être distribué en 
Gamma et les paramètres d’entrée du système sont recueillis dans le tableau 8.8. 

Cas N λ/N γ0 γ1 γ2 σ/N α β 

1 100 0,01 0,1 0,1 1 0,01 0,5 0,5 

2 100 0,01 0,1 0,1 1 0,01 1 1 

3 100 0,01 0,1 0,1 1 0,01 2 2 

Tableau 8.8. Valeurs numériques des paramètres du modèle  
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Figure 8.8. Comparaison des distributions en régime permanent  

La figure 8.8 montre la distribution à l’état d’équilibre des trois cas à l’étude. On 
observe que le nombre moyen de clients augmente au fur et à mesure que  et  
sont élevés. Le cas 2 est un cas particulier car lorsque =1 , il représente la 
distribution exponentielle. D’après la forme des courbes, il est clairement visible que 
la distribution à l’état d’équilibre des cas est normalement distribuée. Le tableau 
suivant présente les mesures de rendement envisagées en fonction des différents cas.  

Dans le tableau 8.9, les notes signifient ce qui suit : ( )E J  et ( )Var J  sont le nom-
bre moyen et la variance des clients dans le système, ( )E T  et ( )Var T  sont la moyen-
ne et la variance du temps de réponse, ( )E W  et ( )Var W  sont la moyenne et la va-
riance du temps d’attente, ( )E S  et ( )Var S  sont la moyenne et la variance du temps de 
service complété avec succès, et ( )E IS  est le temps de service moyen interrompu. 

La figure 8.9 représente la confirmation du temps d’attente moyen. Les mêmes 
paramètres sont utilisés (voir tableau 8.9) comme indiqué dans la figure 8.8 mais ici 
le paramètre courant est / .N  Comme on peut s’y attendre avec l’augmentation 
de / ,N  le temps d’attente moyen augmente également, mais un phénomène 
intéressant est à noter, à savoir que lorsque / N  est plus grand que 0,1, le temps 
d’attente moyen commence à diminuer. 
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Cas E(J) Var(J) E(T) Var(T) E(W) Var(W) E(S) Var(S) E(IS) 

1 63,6 27,9 175,3 65 657,3 174,5 65 434,6 0,3 0,1 0,4 

2 70,5 24,3 239,9 105 273,4 238,9 104 918,6 0,4 0,2 0,5 

3 75,1 21,2 302,8 151 781,1 301,5 151 277,6 0,6 0,2 0,6 

 Tableau 8.9. Résultats de la simulation 

Figure 8.9. Temps d’attente moyen par rapport à l’intensité  
des clients entrants  
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8.4.2.2. Approche asymptotique 

Ces résultats ont été publiés par Nazarov et al. (2017a) à l’aide d’une technique 
de variables supplémentaires.  

La limite de la fonction caractéristique du nombre de clients échelonné dans les 
systèmes peut être écrite sous la forme suivante :  

{ }1exp = explim
N

Jiw iw
N

κ
→∞

 
 
 

E  

où 1κ  est la solution positive de l’équation : 

( )1 1 0 1 1 1 1 1 11 ( ) ( ) ( ) ( ) = 0R R Rκ λ δ κ κ κ γ κ− − − +    

Ici ( )1δ κ  est : 

( ) ( )1 1 1= 1δ κ κ λ σκ− +  

et les distributions stationnaires des probabilités 1( )kR κ de l’état du serveur 

= 0,1, 2k  sont déterminées comme suit :  

( )
( )

( )
( )

1

1 *0 2 1 2
0 1 1 1

2 2 1 1

1 *
1 1 0 1 1 1

1 1

2 1 0 0 1 1 1 1
2

( ) = 1 ( ( ) )

( ) = ( ) 1 ( ( ) )

1
( ) = ( ) ( )

R B

R R B

R R R

δ κγ γ γ γκ δ κ γ
γ γ δ κ γ

δ κ
κ κ δ κ γ

δ κ γ

κ γ κ γ κ
γ

−
 + +  + ⋅ − +  +  

 ⋅ − + +

+  

8.4.3. Simulation stochastique de systèmes spéciaux 

Dans (Tóth et al. 2017), on a étudié des systèmes ayant non seulement des temps 
de service distribués selon une loi Gamma, mais aussi des temps d’interarrivées et 
de rappels distribués selon une loi Gamma. 
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Le tableau 8.10 présente les paramètres d’entrée de ce cas. 

Cas N α β γ0 γ1 γ2 σ/N α1 β1/N 

1 100 1 1 0,1 0,1 1 0,01 0,5 0,01 

2 100 1 1 0,1 0,1 1 0,01 1 0,01 

3 100 1 1 0,1 0,1 1 0,01 2 0,01 

Tableau 8.10. Valeurs numériques des paramètres des temps d’interarrivées 
distribués selon une loi Gamma  

Figure 8.10. Distributions à l’état d’équilibre des temps d’interarrivées distribués 
selon une loi Gamma 

La figure 8.10 illustre la distribution en régime permanent de ce cas. Le temps de 
service est maintenant distribué de façon exponentielle ( = 1 ) et le temps d’arrivée 
est distribué selon une loi Gamma. Il est intéressant de noter que, dans ces cas, les 
distributions à l’état d’équilibre sont toujours distribuées normalement et lorsque 1  
est supérieur à 1, le nombre moyen de demandes dans le système est nettement  
inférieur à celui des autres cas. Le tableau 8.11 présente les estimations des 
principales mesures du rendement. 
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Cas E(J) Var(J) E(T) Var(T) E(W) Var(W) E(S) Var(S) E(IS) 

1 84,3 14,1 270 128 831,5 269 128 420,4 0,4 0,2 0,5 

2 70,5 24,3 239,9 105 273,4 238,9 104 918,6 0,4 0,2 0,5 

3 47,7 34,2 183 69 830,9 182 69 573,9 0,5 0,2 0,4 

Tableau 8.11. Résultats de la simulation  

 

Figure 8.11. Temps d’attente moyen par rapport  
au paramètre de forme  

Dans les figures 8.11 et 8.13, la distribution du temps de service des cas possède 
les paramètres suivants : = = 0,5,   1, 2 et tous les autres paramètres sont les 
mêmes que ceux du tableau 8.11. Le paramètre en cours d’exécution est 1 , de sorte que 
l’impact des différentes distributions sur les différentes mesures de rendement peut être 
découvert de cette façon. Tout d’abord, le temps d’attente moyen (figure 8.11), après 
une augmentation initiale du temps d’attente moyen, commence à diminuer de façon  
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monotone, ce qui fait que lorsque 1  augmente les clients passent moins de temps 
dans le système. En fin de compte, les valeurs des différents cas sont presque égales. 
Il s’ensuit (figure 8.11) qu’il n’est donc pas surprenant que le temps moyen 
d’interruption de service varie en fonction d’ 1 . Il est intéressant de noter que vers 

1 4,5  , on constate que les courbes se croisent. 

 
Figure 8.12. Temps moyen d’interruption de service en fonction  

du paramètre de forme  

8.4.4. Temps de rappel distribué selon une loi Gamma 

Dans ce cas, non seulement le temps d’interarrivée est distribué selon une loi 
Gamma avec les mêmes paramètres, mais aussi la durée du nouveau rappel. Le 
tableau 8.12 présente les paramètres d’entrée de ce système. 

Cas N α β γ0 γ1 γ2 α1 β1/N 

1 100 1 1 0,1 0,1 1 0,5 0,01 

2 100 1 1 0,1 0,1 1 1 0,01 

3 100 1 1 0,1 0,1 1 2 0,01 

Tableau 8.12. Valeurs numériques des paramètres des temps de rappel distribués 
selon une loi Gamma 
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Le tableau 8.13 présente les principales mesures du rendement relatives à ces cas. 

Cas E(J) Var(J) E(T) Var(T) E(W) Var(W) E(S) Var(S) E(IS) 

1 81,5 16,9 220,8 82 735,7 219,8 82 377,8 0,3 0,1 0,6 

2 70,5 24,3 239,9 105 273,4 238,9 104 918,6 0,4 0,2 0,5 

3 56,6 30,1 261,4 146 264,4 260,4 145 919 0,6 0,3 0,3 

Tableau 8.13. Résultats de la simulation 

 

Figure 8.13. Répartition à l’état d’équilibre des temps de rappel distribués  
selon une loi Gamma 
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Notons que dans le cadre de ce paramétrage, cette modification n’a pas d’effet 
significatif sur la distribution en régime permanent (voir figure 8.13). Bien sûr, le 
nombre moyen de clients dans le système est assez disparate, mais la distribution 
reste normale. De plus, lorsque 1α  est inférieur à 1, le nombre moyen de clients 

dans le système est plus élevé que lorsqu’il est supérieur à 1. 

8.4.5. L’effet des pannes 

Dans (Tóth et al. 2019), les systèmes / /1/ /M G N  et / /1/ /G M N  ont été 
étudiés avec des temps de fonctionnement et de réparation exponentiellement distri-
bués. En cas de panne du serveur, deux modes de fonctionnement sont envisagés :  

– la requête interrompue est instantanément placée en orbite (mode 1) ;

– le service de la requête interrompue est suspendu et se poursuit après la répa-
ration du serveur (mode 2).  

8.4.5.1. Scénario A, temps de service distribué selon une loi Gamma 

Le tableau 8.14 présente les paramètres d’entrée du scénario A. 

Cas N λ/N γ0 γ1 γ2 σ/N α β 

1 100 0,01 0,1 0,1 1 0,01 0,5 0,5 

2 100 0,01 0,1 0,1 1 0,01 1 1 

3 100 0,01 0,1 0,1 1 0,01 2 2 

Tableau 8.14. Valeurs numériques 
des paramètres du modèle 

La figure 8.14 montre la distribution en régime permanent des cas étudiés pour le 
mode de fonctionnement 2. Le cas 2 est un cas particulier car lorsque le paramètre 
α est égal à 1, il aboutit à la distribution exponentielle. Le nombre moyen de clients 
augmente avec l’augmentation des paramètres α  et ,β  si l’on examine de plus près 

la forme des courbes, la distribution en régime permanent des cas suit la distribution 
normale. Le tableau 8.15 présente les mesures de rendement envisagées par rapport 
aux différents cas. 
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Figure 8.14. Comparaison des distributions en régime permanent  
pour le mode 2  

Les figures 8.15 à 8.17 comparent le temps d’attente moyen des deux différents 
modes de fonctionnement des cas étudiés. Le mode de fonctionnement 1 reflète le 
mode lorsque les requêtes interrompues entrent instantanément en orbite ; en mode 
de fonctionnement 2, nous considérons le mode lorsque le service de la requête 
interrompue est suspendu et il continue après la réparation du serveur.  

Dans tous les cas, les résultats confirment que l’application du mode opératoire 2 
entraîne une réduction du temps d’attente moyen. Lorsque les valeurs des paramètres  
et   sont plus élevées, la différence entre les modes est également plus grande. Avec 
l’augmentation de l’intensité des arrivées, il faut s’attendre à des temps d’attente 
plus longs, mais une fois que / N  a atteint 0,15, ils commencent à diminuer de 
façon monotone, ce qui est un phénomène intéressant.  
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Cas E(J) Var(J) E(T) Var(T) E(W) Var(W) E(S) Var(S) 

1 63 28,3 170,5 63 092,8 169,7 62 855,9 0,3 0,2 

2 69,6 24,6 228,9 97 974,6 227,8 97 613,9 0,5 0,2 

3 73,9 21,9 283,1 136 396,9 281,7 135 909,2 0,6 0,2 

Tableau 8.15. Résultats numériques du scénario A 

 
Figure 8.15. Temps d’attente moyen par rapport à l’intensité  

des nouveaux clients du cas 1  

La figure 8.15 montre le temps d’attente moyen en fonction du taux d’échec. 
Comme on peut s’y attendre, le temps d’attente moyen augmente avec un taux 
d’échec plus élevé dans tous les cas. En comparant les modes de fonctionnement, la 
différence est assez évidente. En utilisant le mode de fonctionnement numéro 2, la 
croissance semble linéaire, et dans le cas du mode de fonctionnement numéro 1, 
l’augmentation est très significative, surtout dans le cas 3. 
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Figure 8.16. Temps d’attente moyen par rapport à l’intensité  
des nouveaux clients du cas 2  

 

Figure 8.17. Temps d’attente moyen par rapport à l’intensité  
des nouveaux clients du cas 3  
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8.4.5.2. Scénario B, temps d’interarrivées distribués selon une loi Gamma 

Figure 8.18. Temps moyen de service réussi par rapport à l’intensité 
des clients entrants du cas 1  

Figure 8.19. Temps moyen de service réussi par rapport à l’intensité 
des clients entrants du cas 2  
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Dans le scénario B, la distribution des temps d’interarrivées des clients est dis-
tribuée selon une loi Gamma avec le paramètre 1  et 1 .  

Le tableau 8.16 présente les valeurs numériques des paramètres du scénario B. 

Cas N α β γ0 γ1 γ2 σ/N α1 β1/N 

1 100 1 1 0,1 0,1 1 0,01 0,5 0,01 

2 100 1 1 0,1 0,1 1 0,01 1 0,01 

3 100 1 1 0,1 0,1 1 0,01 2 0,01 

Tableau 8.16. Valeurs numériques des paramètres  
du scénario B 

 

Figure 8.20. Temps moyen de service réussi par rapport à l’intensité  
des clients entrants du cas 3 
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Figure 8.21. Temps d’attente moyen par rapport à l’intensité du taux d’échec 

 

Figure 8.22. Distributions à l’état d’équilibre du scénario B 
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Cas E(J) Var(J) E(T) Var(T) E(W) Var(W) E(S) Var(S) 

1 83,8 14,4 259,7 121 328,2 258,6 120 904,8 0,4 0,2 

2 69,5 24,7 228,9 97 997,6 227,8 97 637,2 0,5 0,2 

3 45,9 34,3 170 62 628,4 168,9 62 379 0,5 0,3 

Tableau 8.17. Résultats numériques du scénario B 

La figure 8.22 montre les distributions à l’état d’équilibre du scénario B. 
Maintenant, le temps de service est censé être distribué de façon exponentielle 
( =1α ). Avec cette modification par rapport au scénario A, les distributions à l’état 
d’équilibre suivent toujours une distribution normale et comme la valeur de 1α  aug-

mente, le nombre moyen de demandes dans le système diminue. 

Dans le scénario 3, le nombre moyen de clients dans le système est beaucoup 
plus faible dans les deux cas. Dans le tableau 8.17 se trouve une estimation des 
principales mesures du rendement avec les cas en question. 

Le paramètre courant est 1α et aide à découvrir l’impact des différentes distri-

butions sur les diverses mesures de performance examinées. Les figures 8.23 à 8.25 
montrent la comparaison du temps d’attente moyen entre les deux modes de 
fonctionnement des cas étudiés. Comme dans le scénario A, l’utilisation du mode de 
fonctionnement numéro 2 assure des temps d’attente moyens plus courts, lorsque les 
requêtes interrompues restent sur le serveur en cas de panne de ce dernier et que 
leurs services continuent après que le serveur soit à nouveau en mesure d’effectuer 
les tâches.  

Dans tous les cas, le temps d’attente moyen commence à augmenter jusqu’à ce 
qu’ 1α  atteigne 0,3 , puis diminue de façon monotone. Avec des valeurs plus élevées 

de α  et β , la différence entre les modes de fonctionnement est également plus grande. 
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Figure 8.23. Temps d’attente moyen par rapport  
au paramètre de forme, ,= = 0 5   

 

Figure 8.24. Temps d’attente moyen par rapport  
au paramètre de forme, = = 1    
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Figure 8.25. Temps d’attente moyen par rapport au paramètre  
de forme, = = 2    

Les figures 8.26 à 8.28 montrent le temps moyen de service réussi par rapport au 
paramètre de forme du temps d’interarrivée à l’aide des deux modes de fonction-
nement. Comme nous pouvons le voir dans le scénario A, nous obtenons ce à quoi 
nous nous attendions puisque l’utilisation du mode de fonctionnement numéro 2 
fournit des valeurs plus élevées de la durée moyenne de service réussie. La dif-
férence entre les modes de fonctionnement appliqués est assez élevée dans tous les 
cas, en particulier lorsque   et   est égale à 0,5 . Le temps moyen de service 
réussi se comporte à l’inverse du temps d’attente moyen, car lorsque le temps 
d’attente moyen augmente, le temps moyen de service réussi diminue et vice versa.  

8.5. Conclusion 

Dans ce chapitre, on a considéré les méthodes numériques, de simulation et 
asymptotiques, supportées par des outils, sous la condition d’un nombre croissant et 
illimité de sources dans une file d’attente avec rappels à source finie avec des col-
lisions de clients et un serveur peu fiable. Au cours de l’étude, plusieurs cas et 
exemples ont été traités et les résultats des différentes approches ont été comparés 
entre eux, montrant les avantages et les inconvénients de la méthode donnée. Les 
tableaux et figures utilisés dans ce chapitre illustrent certaines caractéristiques 
particulières de ces systèmes. Dans un proche avenir, les deux groupes de recherche 
aimeraient poursuivre leurs travaux dans ce sens, notamment sur les systèmes  
avec des clients impatients, les systèmes intégrés dans un environnement aléatoire et 
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les systèmes à communication bidirectionnelle, pour ne mentionner que quelques 
généralisations alternatives. 

 

Figure 8.26. Temps de service moyen par rapport au paramètre  
de forme, ,= = 0 5   

 

Figure 8.27. Temps de service moyen par rapport au paramètre  
de forme, = = 1   
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Figure 8.28. Temps de service moyen par rapport au paramètre  
de forme, = = 2   
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